CDI-I 1.3. SUCESSOES

1.3 Sucessoes

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Considere as sucessdes reais (1) e (v,) definidas por recorréncia por:

u = 1, 01 = 3,
3uy
Upp1 = \2us +1, Unel = Gy -
Mostre, usando indugdo matemaética, que para qualquer n € IN,

(a) U, = V2 -1, (b) ) 3"

"ty

RESOLUCAO

(@) Paran=1,temosu; = V21 -1=1.
Hipétese de indugdo: para certon € IN, u, = v2" - 1.
Tese: U1 = V2r+l — 1.

Temos por hipétese, u2 = 2" — 1. Assim, usando a férmula de recorréncia,

Up+1 = \lzu% +1= \/2(2” — 1) +1= \/2”"'1 —-241= \/211+1 — 1,

como queriamos mostrar.

31
b) Paran =1, temosv; = —— = 3.
®) 1= G
Hipétese de indugdo: para certon € IN, v, = % (i.e P(n) é verdadeira)
€ queremos provar:
. _ 3n+1
Tese: Op+1 = W
31’[
Temos por hipétese, v, = W Usando a fé6rmula de recorréncia,
n!
33 1 1
3v, ()2 3t 3+
On+1 = = =

TmA1? (me12 (2m 12 ()2

como querfamos mostrar.

2. Considere as sucessdes definidas da seguinte forma, com 4,7 € RR:

up =a, 01 =4,

Upt1 =T+ Uy, Op+1 = 1T0p.
(A sucessao (u,) é uma progressio aritmética de primeiro termo a e razdo r e a sucessao
(vy) é uma progressio geométrica de primeiro termo a e razdo r.)
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CDI-I 1.3. SUCESSOES

a) Mostre por indugdo matemética que u, =a+ (n—1)rewv, =ar!, n € N.

b) Dé exemplos de valores de r e de a tais que (i) (1,) seja mondtona crescente; (ii)
(u,) seja monodtona decrescente; (iii) (v,) seja mondtona crescente; (iv) (v,) ndo seja
monotona.

¢) Mostre que (u,) ndo é limitada, para quaisquer a € R, r # 0. Para que valores de r e
a serd (v,) limitada? E convergente?

RESOLUCAO

Sejama,r € R, e (1), (v,) sucessdes tais que U1 = a, Uy41 =71 + Uy € V] = a4, Vyyq = 10y

a) Mostrar que u, =a+ (n—1rev, =ar !, n € N:
Vamos considerar s6 a progressdo aritmética (u,):
en=1Luyy=a=a+(1-1r
e Hipotese de indugdo: u, = a + (n — 1)r, para certo n € IN. Queremos ver que
Up+1 = a + nr. Entdo, por hipétese,

Up1 =T+ Uy, =7+a+(mn—1)r=a+nr

b) (i) (u,) mondtona crescente: em geral, u,11 — u, = r, logo (u,) serd monétona
crescente sse r > 0, com a qualquer (se r = 0, (u,) é a sucessdo constante igual
aa). Por exemplo, u1 =1, uy41 = 3 + uy.

(ii) (u,) monétona decrescente: r < 0, a qualquer. Por exemplo, 11 = 1, up41 =
=3+ u,.

(iii) (v,) mondtona crescente: em geral, v, — v, = ar’ — ar"! = g l(r - 1). Logo,
(v) serd monoétona crescente ssea > 0Ar>loua<0A0<r<1(ser <0,
! muda de sinal, e (v,,) ndo é monétona). Por exemplo, v; = 2, v,41 = 30y,
01 = =2, Ups1 = 30,

(iv) (v;) ndo seja mondtona: de (iii), (v,) ndo é mondtona sse r < 0 (a qualquer).
Por exemplo, v1 = 2, v11 = —30y,.

¢) (uy) ndo é limitada: temos, por a), u, = a + (n — 1)r, logo dado b € R qualquer, para

r>0,

b—a
up>boen>—+1
r
e portanto (u,) ndo é majorada. Se r < 0, (1,) ndo serd minorada.
Quanto a (v,), de a), v, = ar""!, logo (v,) serd limitada/convergente sse r"~! for

limitada/convergente, ou seja, serd limitada para —1 < r < 1, convergente para
-1 <r <1, a qualquer.

3. Baseando-se directamente na defini¢do de limite de sucessdo mostre que:
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CDI-I 1.3. SUCESSOES

2 n+3 3
2) n2+1_>1' b)n+27l_)2'
RESOLUCAO:

. . 0 B .
a) Seja ¢ > 0. Para determinarmos os valores de n € IN para o0s quais 7 estd a uma
distancia do (suposto) limite 1 menor do que ¢, resolvemos

n2

n2 +1

1 1
<e © nr>=-1.

-1
n2+1 e

<& &

Se%—l>0@s<1,temosentéo

2
n>4/--1 -1
€

<E&.

nz+1
Se%—lSO@ezl,entéon2>%—1,paraqualquern€]N,e

2

nelN = -1

<E.

n2+1

Demonstrou-se assim que, dado ¢ > 0 qualquer, pode tomar-se N € N tal que

2
>N = -1 <
" nz+1 ¢
2
ou seja, > — 1.
ns+1
(a) Para determinar a distancia de u,, = Zig a ;,
n+3 3‘ ' 1 3‘ 1 1' 1 1
-=|=1+ —s|=l—-z|=———=+=
n+2 2 n+2 2 n+2 2 n+2 2
(dado que -1 — 1 < 0, para qualquer n). Assim, dado ¢ > 0, temos
3 1 1 1 1
|1/l ——|<€C>un€V(3/2)<:>——2+§ C}m>§—€

Se ¢ > 1/2 esta condigao verifica-se para qualquer n € IN, mas se ¢ < 1/2, temos
uy, €Ve(3/2) & n<jy /2 - —2, ou seja, sO se verifica (no maximo) para um conjunto
finito de valores de 7, e portanto 3/2 ndo é limite de u,,.

4. Sendo x, o termo geral de uma sucessdo monétona, v, o termo geral de uma sucessao
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CDI-I 1.3. SUCESSOES

limitada e supondo verificada a condi¢ao
1
VnelN |xn—yn|<z

prove que x;, é limitada e que as duas sucessdes sdo convergentes para o mesmo limite.
RESOLUCAO:

1 1 1
De |x; — yul < 5, para qualquer n € N, temos que ¥, — 5 <Xy <Yn+ 3 = Yy —1<x, <
Yn+l=>a-1<x,<b+1,emqueq, b€ Rsdo tais quea < y, < b, para qualquer n € IN.
Logo (x,) é limitada. Como é mondétona, serd convergente. De x,, — % < Yn < xp + %,
e lim(x, + %) = lim(x,, — %) = lim x,,, conclui-se do critério das sucessdes enquadradas,
que (y,) é convergente e lim y,, = lim x,.

5. Estude quanto a convergéncia as sucessoes de termos gerais:

| n cos(nm) 1+a"
u, = cos(nlm), v, = a1 Wn= T

(@ e R).
RESOLUCAO:

u, = cos(n!m): como, para n > 1, n! é um nimero natural par, temos cos(n!n) = 1, para
qualquer n > 1. Logo, (u,) é convergente, com limu, =1,

n cos(n) n 1 . .
v, = ———: temos cos(nm) = (-1)" e — =, logo (v,) terd dois sublimites
L P | (nm) = ()" e 557 = 77 logo (@)
diferentes, % e Y e ndo é convergente.
1+a" . . L
wy, = T2 (@ € R). Tem-se limw,, = 1sela| <1oua =1, ndo tem limite sea = —1,

lim w, = 0 se |a| > 1.

6. Mostre que se (1,) é uma sucessdo convergente tal que uy, €]0,1[ e uzy1 € R\ ]O, 1]
entdo limu, € {0, 1}.

RESOLUCAO:

Se (uy) é convergente, com lim u,, = a, serdo também as suas subsucessdes (12,) € (12,,+1),
com lim u5,, = lim 15,41 = a. Por outro lado,
ux, €10,1[= a €[0,1],
Uppe1 € R\]0,1[=]—00,0] U [1,+00[= a €] — 00,0] U [1, +o0[.
Logo, a € {0,1}.
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7. Sejam A e B os conjuntos A = R* \ {1}, B = {—% N E INl}. Diga, justificando, quais das
seguintes proposi¢des sdo verdadeiras. Para as que forem falsas fornega um contra-
exemplo:

a) Toda a sucessdo de termos em A que seja limitada é convergente.

b) Qualquer sucessdo monétona de termos em A N V,2(0) tem limite real.

¢) Qualquer sucessdo de termos em A U B que seja estritamente decrescente tem limite
em RR].

RESOLUCAO:

a) Falso: por exemplo, u, = 3+(-1)", é limitada, tem termos em A e ndo é convergente,
uma vez que tem dois sublimites diferentes: 2 e 4.

b) Verdadeiro: se (u,) é monétona e tem termos em A N Vq2(0), sera monétona e
limitada, logo convergente em IR.

¢) Verdadeiro: se (u,) é uma sucessdao de termos em A U B com limu,, = a < 0 entdo
u, < 5 a partir de certa ordem. Em particular, u, € Be o conjunto BN {x : x < 5} é
finito. Logo (u,) ndo poderia ser estritamente decrescente.

8. Considere a sucessao real (1,) definida por recorréncia por:

Uy 1
u; =2, u”+1:7+u_
n

a) Mostre que u, € Q, para qualquer n € N (Sug. Use indugao).

b) Assumindo que (u,) é convergente, mostre que limu, = V2.

RESOLUCAO:

a) Por inducgdo: u; = 2 € Q. Por outro lado, se u,, € Q, entdo u,,/2 € Q e também o seu
inverso 1/u, € Q. Logo, 1,41 € Q, sendo a soma de dois racionais.

b) Se u, é convergente, com u, — L, entdo também temos u,+1 — L (dado que 1,11
é subsucessdo de u,). Tomando o limite de ambos os lados da expressdo de re-

corréncia:
1 L 1
limun+1:lim(u—"+—):>L:—+—®L2:2®L:i\/§.
2 uy 2 L
E facil ver (por inducdo outra vez) que u, > 0,V € N, logo L = — V2 é impossivel.

Conclui-se que L = V2.

9. Considere a sucessdo real (u,,) definida por recorréncia por:

Uy
up =a, Ups1 = (=1)"uy, + T
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com a € R. Mostre que se (1) é convergente entdo limu, = 0.
RESOLUCAOQ:

Seja (uy) tal que u; = a, paraa € R, e upy1 = (=1)"uy + 1 25.

limu, =1, temos que

Se (u,) é convergente, com

Uy 2 . Un 1z 1 _ 7.0 =

e -t é convergente, com lim .75 = limuy, - 57 =1-0=0

e (u,41) é convergente, uma vez que é uma subsucessdo de (u,), com limu,.1 =
limu, = 1.

Logo, (—1)"uy, = upq — n“—fl é também convergente. Mas, considerando as subsucessdo
dos termos pares e dos termos fmpares, temos (—1)*"uz, = uzy — I e (-1)*" luy,yq =
—Upp1 — —1. Como (=1)"u, converge, tem-se/ = -] & 2/ = 0 & | = 0, como querfamos
mostrar.

10. Considere a sucessao real (u,) dada por:

M1=1,
u
un+1:1+_n

2
a) Mostre usando indugédo que u, < 2 para qualquer n € IN.
b) Mostre que (1) é uma sucessao crescente.

¢) Mostre que (1) é convergente e indique lim u,,.

RESOLUCAO:

a) u, <2 para qualquer n € IN:
Para n = 0 temos ug = 1 < 2. Supondo u, < 2 para um certo n € IN, consideremos
Upy1: 5
Uy
Upy1 =1+ — <1+ - =2.
n+1 > >
Por inducao conclui-se que u,, < 2 para todo o n € IN.

b) (u,) é uma sucessdo crescente:
Com # > 0 e tendo em conta a alinea (a):

Up

1>1-2=0
o2

NI N

u
un+1—un:1+7”—un:1—

e portanto (u,,) é uma sucessdo crescente.

¢) De (a) e (b) decorre que (u,) é crescente e majorada, pelo que é convergente. Da
definicdo de (u,), e uma vez que sendo (u,.1) uma subsucessdo de (u;), teremos
(4n4+1) convergente com lim 1,1 = lim u,, segue que

lim u,,
>

limu, =1+
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Resolvendo a equagdo em ordem a lim u,,, obtem-se

lim u,

limu, — =1 limu, =2.

11. Sejau; >1leuyy =2 - = para n € IN1. Mostre que u, é convergente e calcule lim u,,.

(Sugestao: comege por provar por indugdo matemdtica que 1 < u, < 2, para todo o
inteiro n > 2.)

RESOLUCAO:

Notemos que, se x > 1, entdo 0 < % <1le, portanto1 <2 - % < 2. Como uq > 1, con-
cluimos que 1 < u; < 2. Por outro lado, se, como hipétese de indugédo, considerarmos
1 < u, <2, entdo, usando o mesmo argumento concluimos que 1 < 1,1 < 2. Provamos
assim que Yyen, , 1 <u, <2,e que, portanto, a sucesséao é limitada.

—2u+1 1
Como Uys1 —Up =2 — L+ —u, = — ”” = (“"u i < 0, dado que, como vimos u, > 1,

concluimos que u, é decrescente Logo a sucessdo é monétona e limitada e, portanto,
convergente.

Seja I = limu,. Entdo, dado que lim 41 = lim u,, temos

1imun+1:hm(2—ul) o 1=2-2 o I=1.
n

12. Seja (u,) a sucessdo definida por recorréncia por 11 =1, ty41 = V2 + uy.

a) Prove por indugdo que 1 < u, <2, paratodoon € IN.

b) Prove por indugdo que (u,) é crescente.

(2—uy)(u,+1) )

Alternativamente, verifi — U, = .
(Alternativamente, verifique que 1,11 — u, = PRy xes

c) Justifique que (u,) é convergente.
d) Aplicando limites a ambos 0s membros da expressdo de recorréncia, determine o
limite de (u,).

RESOLUCAO:

a) 1 <u, <2, paran € N:
e n=1:u; =1,logo 1 < u; <2éuma proposicdo verdadeira.

e Hipétese de indugdo: 1 < u, < 2, para certo n € IN. Queremos ver que também
1 < upy1 < 2. Como Uy = V2 +uy, usando a hipétese de indugdo temos

V2+1<up1 < V2+2 V3<uy <2=1<u,.1 <2
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b) (u,) é crescente: vamos usar indugdo matemadtica para mostrar que u,+1 > u, para
qualquer n € IN.

en=1lu=1u=vV2+1= 13, logo u> > u; é uma proposicdo verdadeira.
e Hipétese de indugdo: w41 > uy,, para certo n € IN. Queremos ver que também

Upt2 2 Upe1. T€MOS Upyr = V2 + Upy1, €, de Uyyq > Uy, vem que V2 + tyyq >
V2 + uy, ou seja, que Uy > Uy41, COMO queriamos mostrar.

¢) (u,) € monétona crescente e limitada, logo convergente.

d) Seja!l =limu,. Entdo, dado que lim u;,+1 = lim u,,, temos

limuy =lim\2+u, ©l= 2+l P=2+IA1>01=2.

13. Prove, recorrendo a definicio de limite em R que

2
a) 1 - Vn— —oco. b)n+1

— +o00.

RESOLUCAO:

a) Por definicdo, 1, — —oco em R & dado ¢ > 0, existe p € N tal que, paran > p,
U, < —%3. Seja entdo ¢ > 0 dado,

1 1 1\
1—\/E<—E<:> \/E>1+E@n>(1+g).

2
Sejapethalquep>(1+%) . paran > p, temos 1 — \/ﬁ<—%. Logo1— vn — —co.

14. a) Mostre que:
i) se i, — +c0 em R entdo ui -0,

ii) seun>0eun—>0entéoui—>+ooem]R.
n

b) Serd verdade que u, — 0 = (l — +oo V ui - —oo)?

Un n
RESOLUCAO:

a) i) Por defini¢do, u, — +co em R & dado ¢ > 0, existe p € N tal que, para n > p,
Uy > % Neste caso, temos u,, > 0, para n > p, logo

1 1
n>p=>un>g<:>u—<€,
n

1

e assim

b) Néao. Por exemplo, u, = # —0e uin = (=1)"n ndo é convergente em R.
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15. Determine, se existirem, os limites em IR das sucessdes que tém por termo de ordem n:

2 d) 3" — (2n)! 5" —n*
1000’ 8) i

2n)! e) (n!—n'000) '
b) n! 1000 n 1

! n n" —ni
c) "t —n" D Tooor Ry
RESOLUCAOQ:
y ( " )n Como lim —— = +oco, temos lim —~— = +
=l . m m--——= [e.¢] m m = (ee]

4 T000" ~ \1000/) * ™ "™ 1000 / HEMOS M 7550

Alternativamente, como

(n+1)n+1
— + 1)+l n +1 Z
i 2B (LD 80— ) (2]
o657 n 1000 n
temos lim 3555 = +oo.
2n)! 2n)!

b) (nn') =m+1)(n+2)...(n+n)>n". Como limn" = +c0, entdo lim(ni') = 400

Alternativamente, como

@(n+1))!
lim O Qn+1)! n lim @n+2)2n+1) too > 1
@ @n)! (m+1)! n+1 -
n:

temos lim % = +00,
¢) limn™! —p"* =limn"*(n - 1) = +oo.
d) lim 3" — (2n)! = lim(2n)! ((23—;), - 1) = —o0, ja que pela escala de sucessoes a" << n!

para qualquera > 1, e n! << (2n)!.
e) lim(n! — n'%0)" = lim(nl”—(f00 - 1)n U = s,
f) Como, para qualquer @ € Rec > 1, lim ’;—,Cf = 0, tem-se lim % =0.

. 5t—n* 5'(1-n*/5") . 5" . .
g) lim Il lim WG+ 1) = lim i 0,ja que pela escala de sucessdes a” << n!

en’ <<a',a>1,peNN.

n __ | n 1 _ ! n
h) lim ———" = lim —" (1 = nt/n’) = +00,ja que n! << n", 3" << n" e n* <<
3"+t +2 31(1 +n*/3" +2/3")
3"
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