CDI-I 3.2. T.ROLLE, LAGRANGE E CAUCHY

3.2 T.Rolle, Lagrange e Cauchy

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Mostre que a equacdo x° + 5x = 5 tem uma tnica solugdo em RR.
RESOLUCAO

Seja f(x) = x> +5x—5. Entéo f é continua e diferencidvel em R. Temos f'(x) = 5(x*+1) >
0, em R, logo f é estritamente crescente em IR e existird no mdximo uma solugdo da
equagdo acima (ou Teorema de Rolle: se f tivesse dois zeros, entdo f’ teria pelo menos
um, como nao é esse 0 caso, f tem no maximo um zero).

Por outro lado, lim,— 1 f(x) = £o0, logo como f é continua, conclui-se do Teorema do
Valor Intermédio / Bolzano, que f tem pelo menos um zero (alids CD = R).

2. Mostre que a equagio 3x? = ¢* tem exactamente trés solugdes em RR.
RESOLUCAO

Seja f(x) = 3x* — ¢*. Entdo f é continua e diferencidvel em R.

e f tem pelo menos 3 zeros: Teo. Valor Intermédio (Bolzano) Uma vez que
lim f(x) =+o00, f(0)=-1
X——00

conclui-se do Teorema do Valor Intermédio que f tem um zero em | — oo, 0[. Por
outro lado,
f1)=3-e>0, lim f(x)=-o0

X—+00

logo, de novo pelo Teorema do Valor Intermédio, f tem um zero em ]0, 1[ e também
terd um zero em ]1, +oo[. Conclui-se que f tem pelo menos 3 zeros.

¢ f tem no maximo 3 zeros: Teo. Rolle
Para vermos que ndo pode ter mais do que 3 zeros, calculamos as suas derivadas:

flx)y=6x-¢", f’'(x)=6-¢"

Como ¢* é injectiva, f” tem um tnico zero. Logo, do Teorema de Rolle, f terd no
maximo trés zeros.

3. Considere a func¢do f : R — R dada por f(x) =1 - x3. Verifique que f(-1) = f(1) =0,
mas a derivada de f ndo se anula em [-1,1]. Justique que este facto ndo contraria o
Teorema de Rolle.

RESOLUCAO
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E claro que f(=1) = f(1) = 0 e que para x # 0, f'(x) = ——2; # 0. Nao contraria 0
3x3

X
Teorema de Rolle dado que f nédo é diferencidvel em todos os pontos de ] — 1, 1[ (nédo é
diferenciavel em 0).

4. Prove que se f : R — IR é duas vezes diferencidvel e o seu grafico cruza a recta y = x
em trés pontos, entdo f” tem pelo menos um zero.

RESOLUCAO

Note-se primeiro que o gréfico de f cruza a recta y = x em trés pontos sse a equagao
f(x) = x tem trés solugdes. Seja ¢ : R — R dada por g(x) = f(x) — x. Entdo, g tem trés
zeros. Logo, do Teorema de Rolle aplicado a ge a g, ¢’ tem pelo menos dois zeros e g’
tem pelo menos um zero. Mas

g =f()-1=g"(x)=f").

Logo f”” tem pelo menos um zero.

5. Seja f : ]0, 1[ — R uma fungao diferenciavel tal que

1
f(n+1)=0' para todo on € IN.
Diga se cada uma das seguintes proposi¢des é verdadeira ou falsa. Justifique as res-
postas.

.~ ~ . 1 1 .
a) Paraqualquern > 2, arestri¢do da funcdo f aointervalo [m, Z] tem necessariamente
um maximo.

b) A fungdo f é necessariamente limitada.

¢) A funcdo f’ tem necessariamente infinitos zeros.

RESOLUCAO

a) Verdadeira, uma vez que f sendo diferencidvel em 0, 1[ serd também continua em

qualquer intervalo [m, l] para n > 2. Logo, pelo Teorema de Weierstrass tem

méximo e minimo no intervalo fechado [ == l].

b) Falsa: por exemplo, a fungdo f(x) = 1senZ verifica f (Ll) = 0 e f ndo é limitada
(justifique!).

1 1

1] e diferencidvel em ]n T ;[, com

c) Verdadeira: para n > 2, f é continua em [-1- —7 =

f(%) = f(n+1) Logo, do Teorema de Rolle, f* tem um zero em ]n}rl, %[, para cada
neN
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6. Use o Teorema de Lagrange num intervalo adequado para provar a seguinte relagdo:

x—1

<Inx<x-1, parax>1.
x

RESOLUCAO

1
Aplicando o Teorema Lagrange a Inx em [1,x], temos xrlxl =—, 1<c¢ <x De

1 1
1<cx<xvemque;<C—<1,10g0(umavezquex—1>0),
X

Inx

1< <1<:>E<lnx<x—1.
X X

x—1

7. Prove quese f : Rj — R é diferenciavel e satisfaz f(n) = (-1)", paran € N, entdo a sua
derivada ndo tem limite no infinito.

RESOLUCAO

Se f(n) = (-1)", entao f(n + 1) — f(n) = (=1)"*! — (=1)" = 2(-1)**'. Agora, como f é
diferencidvel em R, é continua em [n,n + 1] e diferencidvel em ]n, n + 1[, para cada
n € IN. Do Teorema de Lagrange temos entdo que existe ¢, € |n, n + 1] tal que

fn+1) = f(n)

n+1)—n

= f/(Cn) 4 f/(cn) = 2(_1)n+1

e concluimos que f’(c,) é uma sucessao divergente (tem dois sublimites, =2 e 2). Como
n <c, <n+1,temos que ¢, — +o0,logo f’ ndo tem limite no infinito (se tivesse, f’(c,)
seria convergente).

8. a) Seja f : R* — R diferencidvel, tal que lim,_,; f(x) = b € R. Mostre que se existe
limy 400 f'(x) = Lentdo L = 0.

b) Seja h : R* — R diferencidvel, tal que / tem uma assintota a direita em y = mx + b.
Mostre que se existe limy_, 1o /' (x) = L entdo L = m.

RESOLUCAO

a) Aplicando o Teorema de Lagrange a f no intervalo [x, x + 1], temos f(x +1) — f(x) =
f'(cx), em que x < ¢y < x + 1. Fazendo x — +oo, temos ¢y — +00, logo dado que
lim, 400 f'(x) existe,

lim f/(x)= lim f/(c;) = lim f(x+1)=f(x)=b-b=0.

x—+00

b) Aplicar a) a fungdo f(x) = h(x) — mx.
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9. Seja f uma funcédo diferencidvel em R tal que f(0) = 0 e cuja derivada é uma funcdo
x
crescente. Mostre que a fungdo definida por g(x) = J% é crescente em R*.

(Sugestao: Aplique o Teorema de Lagrange a f num intervalo adequado para mostrar
que g'(x) > 0.)

RESOLUCAO

A fungdo g serd diferencidvel em R \ {0} e portanto sera crescente em R* se g’(x) > 0
para x > 0. Temos, para x > 0,

xf'(x) - f(x) f()
x2

W20 e >0 & xf()2 flx) & fx)=—

Para provar esta desigualdade, aplicamos o Teorema de Lagrange a funcéo f no inter-
valo [0, x]. Temos que, como f(0) =0,

f()

. =

f(©)

para algum c € ]0, x[. Como f” é crescente, c <x = f’(c) < f'(x).

10. Supondo que f : [2,b] — R é uma funcio de classe C! em [a,b] (coma,b € Rea < b),!
mostre que existe C € R tal que

If(x) = f(y)l < Clx -yl para quaisquer x, y € [a, b].

RESOLUCAO

Sejam x, y € [a,b], com x < y, por ex. Aplicando o teorema de Lagrange no intervalo

&) - fy)
e

[x, y], temos = f’(c), para algum c €]x, y[. Como f’ é continua em Ja,b[ e

tem limites laterais em a e b, é limitada em [, b], logo

%{;W)‘ =If' (Ol < C = If(x) - f(y)l < Clx - yl.

11. Calcule os limites, se existirem em R:

X _ X 1
a) lim 2 b , ¢) lim M, e) lim arctg;/
x—0 X x—0 X X—+o0 sen}—c
X t 2
b) lim 2E*E) d) lim &‘4@), f) lim(Inx - Inlnx),
x—+00 X x—0 X x—1

! Diz-se que f é de classe C' em [a, b] sse f é continua em [a, b], f’ é continua em ]a, b e existem lim,_,+ f'(x),
lim,_4- f(x) (i.e., f* é prolongével por continuidade a [a, b]).
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e 1/x shx —senx . 2 1
) ler{)E’ x ) }(1_)0 T’ 1’1) xgr-{lw(x_l) (1 T 08 1- X)’
2* 1
—1/x k) lim —, 0) lim Inxsen—,
e X—>+00 x2 X—+00 x
h) lim , ox
=0 X ) lim = p) lim Inxsen Vx,
X——00 x2 / x—0*
x% sen % . 5 1
i) lim . m) lim(x—1) (1 — Cos ),
x—0* senx x—1 1-x

NOTA: Nas resolugoes seguintes, quando escrevemos a igualdade
lim 70 K€, L)
x—a g(x) x—a g'(x)

estamos a assumir como verificado que o limite a direita existe em IR (mesmo que ndo seja

explicitamente referido). Se limy_,, LX) pgo existe em R, entio a Regra de Cauchy nio é

§'@)
aplicdvel.
RESOLUCAO
a) lim,_o =2 b é uma indeterminagdo do tipo §. Pela Regra de Cauchy (uma vez que

se Ver1f1ca que o limite a direita existe):

. a*=b"Rr . a

lim hmlna a—-Inb-b*=lna-Inb=In-.

x—0 X x—0 b
1n(x+e ) 2

b) limy e é uma indeterminagdo do tipo =. Pela Regra de Cauchy (duas vezes
- uma vez que temos de novo uma indeterminacdo < e se verifica que o limite a
direita existe):

. In(x+e)rc .. 1+e rc .. e*
lim ———= = lim = lim =1
x—+00 X x—+o00 X + ¥ x—+400 1 + ¥
. arcsen(x)
¢) lim ————, ¢ uma indeterminagao do tipo 3. Usando a Regra de Cauchy (uma

x—0
vez que se verifica que o limite a direita existe):

1
. arcsen(x) rc ;. V1 -—2x2
lim ——= = lim ———— =1.
x—0 X x—0 1
. arctg(x?) | 5
d) lm% —;— ¢ uma indeterminagdo do tipo 3. Fazendo y = x? e usando a Regra de
X—> X
Cauchy (uma vez que o limite a direita existe):
1
arctg(x? arct 1+y2
—g( ) = lim —g(y) % lim Y _ +00
=0 x4 y—=0t Y2 y—-0t 2y
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arctg %

e) lim

é uma indeterminacédo do tipo 8. Fazendo y = 1/x e usando a Regra
X—+00 sen =

de Cauchy (uma vez que o limite a direita existe):

1
arctg 1 arctg v g 1+12
lim 0% = jip T BY KC iy TS g
X—+00 sen; y—0 seny y—0 cosy

f) limy_,1(Inx - Inlnx) é uma indeterminagdo do tipo 0 - 0. Escrevendo

. . Inlnx
limlnx-Inlnx = lim
x—1 x—1 ﬁ
n

temos uma indeterminacao do tipo =, e pela Regra de Cauchy (uma vez que o limite

a direita existe),
1

. Inlnx rc .. g .
lim = 1i XINX - _ lim —Inx = 0.
x—1 1 x—1 — 12 x—1

Inx xIn“ x

g -1/x g q ~ g
g) lim,_,o+ ©— é uma indeterminagéo do tipo 3. Escrevendo

_ 1
e 1/x ) 1

lim = lim —,
x—0t X x>0+ el/x

temos uma indeterminacao do tipo <, e pela Regra de Cauchy (uma vez que o limite
a direita existe),
1 1
. = . =3 . 1
lim = = 1i X = lim — =
X0+ el/x *—0+ _lzel/x x—0+ el/x
X

=
(@)

0.

~/x . ‘g
£— ndo simplifica a

(Nota: a Regra de Cauchy aplicada directamente a limyo+

questdo. . .)
—1/x
e 1
h) lim = lim = /¥ = —00 - +00 = —00
=0 X x—0" X
(Note que a Regra de Cauchy ndo é aplicavel!)
L. Xseny x
i) lim — = lim -xsen—=1-0=0.
x—0* senx x—0*t senx X
2 1y
(Note que ndo existe lim,_,o+ %r;)i) logo a Regra de Cauchy néao é aplicavel.)
. 1. Shx—senx . . . .
j) lim ————— é uma indeterminagao do tipo 8. Aplicando a Regra de Cauchy (trés

x—0 x3
vezes - uma vez que obtemos indeterminagdes % e o limite a direita existe):

. shx—senx rc Rrc,. chx+cosx 1
Iim—m= .. = lIim— = —.
x—0 x3 x—0 6 3
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k) limy e i—; ¢ uma indeterminagdo do tipo 2. Aplicando a Regra de Cauchy (duas

vezes - uma vez que o limite a direita existe):

. 2pc .. In2-2% gc .. (In2)% - 2%
lim —'= lim == liMy_4oo——— = +00
x—+00 x x—+00 2x 2

X
D limyo =5 = limy 0 5527 =0-0=0.

1
m) lirr11(x — 1) (1 —cos 7 x) = 0, por enquadramento, ja que (x — 1)> - 0, e 0 <
x— -

1 - cos ﬁ <2,logo

O<(x—1)2(1—cosll )<z(x—1)2.

(A Regra de Cauchy ndo é aplicavel.)
), é uma indeterminagdo do tipo oo - 0. Temos, fazendo

1
n) xl_i)rfw(x — 1)? (1 —cosT—

y=1—y
1 1 - cos sen 1
lim(x—l)z(l—cos ):im—yR:C 'm—y:_,
x—+00 1-x y—0 y2 y—0 2]/ 2
iz : L . 1
¢ uma indeterminagdo do tipo co - 0. Temos, fazendo y = Z

0) limy_, o Inxsen <
usando a Regra de Cauchy (uma vez que o limite a direita existe):

. 1. . Iny
lim Inxsen- = lim —Inyseny = lim
X—+00 X y—0+ y—0* __1
seny
1
- 2
sen
Y Y -0

RC .. g
= lim o lim
y—0* L5y y—0* ycosy

en
4= (ou RC mais uma vez).

ja que limy_,o

12. Calcule os limites, se existirem em R:

(@) lim X", (c) lim (senx)*"%, (e) lim (cos %),
x—1* x—0* =0
1\Rz
®) Jim v @ Jim ()%, © Jim, [sen )
RESOLUCAO
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(@) limy_+ x™"* é yma indeterminacéo do tipo 1%°. Temos

InInx InIn xInx elimxaﬁ InlnxInx

Inl
lim x = lim ™™™ = Lim e =
x—1* x—1* x—1*

Vimos no exercicio anterior 11.f), lim,_,;+ In(In x) In(x) = 0 logo

lim xnv = 0 =
x—1t ’

. a1 . o .
(b) limy—+c x*1 é uma indeterminagéo do tipo oo. Temos

. 1 . ln(xﬁ) . 1 : 1
lim x*T7 = lim e = lim 71 n¥ = pliMiw Ty Inx,
X—+00 X—+00 X—+00

c 1 _ s Inx =z g g ~ . 0 .
Agora, limy, 40 7=y Inx = limy ;0 7= € uma indeterminagdo do tipo & e apli-

cando a Regra de Cauchy (uma vez que o limite a direita existe),

Inx rc .. 1
lim = lim - =0
X—+o00 X — xX—+00 X
Logo,
1
lim x¥1 =% =1
X—+00

(c) limy—o+ (sen x)*"* é uma indeterminagao do tipo 0°. Temos

lim (sen x)senx — ehmxﬁm senxlnsenx.
x—07*

Temos que lim,_,g+ senxInsenx = lim,_,o+ m é uma indeterminacgdo do tipo

senx

=. Aplicando a Regra de Cauchy (uma vez que o limite a direita existe)

COsSX
Insenx rc i o

Jim = = Jip S5 = lip senx=0.
sen x sen’ x
Logo
lim (senx)*"* =¢% = 1.

x—0*

1
(d) limy_ 40 (InX)* é uma indeterminagdo do tipo co”. Temos

q 1 i 1
lim (Inx)* = i+ zInlnx

X—+00

Inlnx ¢ yma indeterminacao do tipo = e temos

Agora limy_, %ln Inx =limy 40

Inl 1
lim =2 R i =0
X—>400 X x—+00 xIn x
logo limy—, 4o (In x)% =1.
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L . . ~ :
(e) lir% (cosx)= é uma indeterminacdo do tipo co”. Temos
X

In cos x

1
2

. i _1 1
lim (cosx)2 = M™M= "2 =72 = —
x—0 \/E
ja que
. _Incosxrc, Toax 1
lim = lim -=8X — __,
=0  x2 x—0 2X 2
1
. 1\hx ) L ' 0
(f) lim (sen —) ¢ uma indeterminacao do tipo 0°. Temos
X—+00 X
1
In (sen —)
gk dim
lim (sen —) =ex—to  Inx =g
X—+00 X

ja que, fazendo y = 1/x, e pela Regra de Cauchy (ja que o limite a direita existe),

1
In (sen —) cosy
In (sen —1 COoS
lim — % fiy DY) Ry E gy, TSy
X—+00 Inx y—0t  — In y y—0* _y y—0t sen y

13. Calcule lim (%) ", n € IN. (Sugestao: determine primeiro lim,_,o x5"%).

RESOLUCAO

14. limy_,o x°"* é uma indeterminacéo do tipo 0°. Temos que

Lim 25" = 1im 5% Inx _ eliquo senxInx

x—0 x—0

Vamos calcular lim,_,o sen xIn x, que é uma indeterminag¢do do tipo 0 - co. Escrevendo
senxInx = 18X ficamos com uma indeterminacéo do tipo & e podemos usar a Regra

senx

de Cauchy (uma vez que o limite a direita existe):

1
. Inx rc .. %
11 = hm o
x—0 =0 —=>
senx sen- x
. sen’x
= lim —

x—=0 XCOSX

. senx senx
=lim — .
x—0 X CcosXx

=-1-0=0.

Logo, lim,_,0 x°"* = & =1.
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Pela definicdo de limite, como % — 0, temos agora

Sel’l%
lim(l) =1.
n

15. Prove por inducdo matemaética que, para qualquer p € IN, se tem:

RESOLUCAO

1
Para p = 1, aplicando a Regra de Cauchy, temos lim_, eﬁx 5 limy 00 = 0.

P
Assumindo por hipétese de indugdo que lim, % = 0 para um dado p € IN, usamos
de novo a Regra de Cauchy para calcular
gl + 1)xP
lim X & g DY 1y 020,

x—o0 ¢ X—00 ex
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