
4 CÁLCULO INTEGRAL

4.1 Primitivação

EXERCÍCIOS RESOLVIDOS

1. Usando o método de primitivação por partes, calcule uma primitiva de cada uma das
funções:

a) x cos x,

b) x ln x,

c) x2 sen x,

d) ln(1 + x),

e) cos2 x,

f) sen3 x,

g) arcsen x,

h) x arctg x,

i) ln3 x,

j) sen x ln(1 + sen x),

k)
√

x arctg
√

x,

l)
x3

√
1 + x2

,

m)
x7

(1 − x4)2
.

RESOLUÇÃO

a) Com u′ = cos x⇒ u = sen x e v = x⇒ v′ = 1, temos

P (x cos x) = x sen x − P (sen x) = x sen x + cos x.

b) Com u′ = x⇒ u = x2/2 e v = ln x⇒ v′ = 1/x, temos

P (x ln x) =
x2 ln x

2
− P

(
x2

2
1
x

)
=

x2 ln x
2
− x2

4
.

c) Com u′ = sen x⇒ u = − cos x e v = x2 ⇒ v′ = 2x, temos (usando a))

P
(
x2 sen x

)
= −x2 cos x + P (2x cos x) = −x2 cos x + 2x sen x + 2 cos x.

d) Com u′ = 1⇒ u = x e v = ln(1 + x)⇒ v′ = 1
1+x , temos

P (ln(1 + x)) = x ln(1 + x)−P
( x
1 + x

)
= x ln(1 + x)−P

(
1 − 1

1 + x

)
= (x + 1) ln(1 + x)− x.

(Também podı́amos ter tomado u = x + 1.)

62



CDI-I 4.1. PRIMITIVAÇÃO

e) Com u′ = cos x⇒ u = sen x e v = cos x⇒ v′ = − sen x, temos

P
(
cos2 x

)
= sen x cos x + P

(
sen2 x

)
= sen x cos x + P

(
1 − cos2 x

)

= sen x cos x + x − P
(
cos2 x

)
.

Logo,

2P
(
cos2 x

)
= sen x cos x + x ⇔ P

(
cos2 x

)
=

1
2

(sen x cos x + x).

f) Com u′ = sen x⇒ u = − cos x e v = sen2 x⇒ v′ = 2 sen x cos x, temos

P
(
sen3 x

)
= − cos x sen2 x + P

(
2 sen x cos2 x

)
= − cos x − 2

3
cos3 x.

g) P(arcsen x) = x arcsen x − P
(
x 1√

1−x2

)
= x arcsen x +

√
1 − x2,

h) P(x arctg x) =
x2

2
arctg x − P

(
x2

2
1

1 + x2

)

=
x2

2
arctg x − 1

2
P
(
1 − 1

1 + x2

)
=

1
2

(
−x + (x2 + 1) arctg x

)
,

i) Primitivando por partes 3 vezes, fazendo sempre u′ = 1, com v = ln3 (e depois
v = ln2, e v = ln x):

P(ln3 x) = x ln3 x − P(3 ln2 x) = x(ln3 x − 3 ln2 x) + P(6 ln x)

= x(ln3 x − 3 ln2 x + 6 ln x) − P(6) = x(ln3 x − 3 ln2 x + 6 ln x − 6).

j) Fazendo u′ = sen x⇒ u = − cos x e v = ln(1 + sen x)⇒ v′ = cos x
1+sen x temos

P (sen x ln(1 + sen x)) = − cos x ln(1 + sen x) + P
(

cos2 x
1 + sen x

)

= − cos x ln(1 + sen x) + P
(

1 − sen2 x
1 + sen x

)

= − cos x ln(1 + sen x) + P (1 − sen x)

= − cos x ln(1 + sen x) + x + cos x.

k) Com u′ =
√

x⇒ u = 2
3 x3/2 e v = arctg

√
x⇒ v′ = 1

2
√

x(1+x)
temos

P
(√

x arctg
√

x
)

=
2
3

x3/2 arctg
√

x − P
(

2
3

x3/2 1
2
√

x(1 + x)

)

=
2
3

x3/2 arctg
√

x − 1
3

P
( x
1 + x

)

=
2
3

x3/2 arctg
√

x − 1
3

(x − ln(1 + x))

(note que x > 0 no domı́nio da função).
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l) Com u′ = x√
1+x2

= x(1 + x2)−1/2 ⇒ u =
√

1 + x2 e v = x2 ⇒ v′ = 2x, temos

P
(

x3
√

1 + x2

)
= x2
√

1 + x2 − P
(
2x
√

1 + x2
)

= x2
√

1 + x2 − 2
3

(1 + x2)
3
2 .

(OU fazendo primeiro a substituição y = x2 temos

P
(

x3
√

1 + x2

)
= P




y

2
√

1 + y




e depois por partes.)

m) Com u′ = x3

(1−x4)2 ⇒ u = 1
4(1−x4) e v = x4, temos

P
(

x7

(1 − x4)2

)
= P

(
x4 x3

(1 − x4)2

)
= x4 1

4(1 − x4)
− P

(
4x3 1

4(1 − x4)

)

=
x4

4(1 − x4)
+

1
4

ln(1 − x4).

(OU fazendo primeiro a substituição y = x4.)

2. Calcule uma primitiva de cada uma das funções racionais, utlizando uma decomposição
em fracções simples adequada:

a)
1

x2 + x
, b)

x + 1
x(x − 1)2 , c)

x2 + x − 4
x(x2 + 4)

, d)
x + 3

x4 − x2

RESOLUÇÃO:

a) P
(

1
x2+x

)
= P

(
1

x(x+1)

)
. Usando a decomposição em fracções simples 1

x(x+1) = A
x + B

x+1
temos

1
x(x + 1)

=
A
x

+
B

x + 1
=

Ax + A + Bx
x(x + 1)

=
(A + B)x + A

x(x + 1)

logo A + B = 0 e A = 1, ou seja, A = 1 e B = −1. Temos então

P
( 1
x2 + x

)
= P

(1
x
− 1

x + 1

)
= ln |x| − ln |x + 1| = ln

∣∣∣∣
x

x + 1

∣∣∣∣ .
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b) Usando a decomposição em fracções simples x+1
x(x−1)2 = A

x + B
x−1 + C

(x−1)2 , temos

x + 1
x(x − 1)2 =

A
x

+
B

x − 1
+

C
(x − 1)2

=
A(x − 1)2 + Bx(x − 1) + Cx

x(x − 1)2

=
Ax2 − 2Ax + A + Bx2 − Bx + Cx

x(x − 1)2

=
(A + B)x2 + (−2A − B + C)x + A

x(x − 1)2

logo A + B = 0, −2A − B + C = 1, A = 1, ou seja, A = 1, B = −1, C = 2. Temos então

P
(

x + 1
x(x − 1)2

)
= P

(
1
x
− 1

x − 1
+

2
(x − 1)2

)
= ln |x| − ln |x − 1| − 2

x − 1
.

c) Usando a decomposição em fracções simples x2+x−4
x(x2+4) = A

x + Bx+C
x2+4 , temos

x2 + x − 4
x(x2 + 4)

=
A
x

+
Bx + C
x2 + 4

=
Ax2 + 4A + Bx2 + Cx

x(x2 + 4)

=
(A + B)x2 + 4A + Cx

x(x2 + 4)

logo A + B = 1, C = 1 e 4A = −4, ou seja, A = −1, B = 2, C = 1. Temos então

P
(

x2 + x − 4
x(x2 + 4)

)
= P

(
−1

x
+

2x + 1
x2 + 4

)
= − ln |x| + ln(x2 + 4) +

1
2

arctg
(x
2

)
.

d) P
( x + 3
x4 − x2

)
= P

(
x + 3

x2(x − 1)(x + 1)

)
, para x ∈ R\ {−1, 0, 1}. Usando a decomposição em

fracções simples
x + 3

x2(x − 1)(x + 1)
=

A
x

+
B
x2 +

C
x − 1

+
D

x + 1

tem-se A = −1, B = −3, C = 2, D = −1 (verifique). Logo,

P
( x + 3
x4 − x2

)
= − ln |x| + 3

x
+ 2 ln |x − 1| − ln |x + 1| = 3

x
+ ln

(x − 1)2

|x(x + 1)| .
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3. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes funções, utilizando substituições
apropriadas:

a)
1 +
√

x
x(4 − √x)

, b)
1

3√x(1 +
3√

x4)
c)

√
x − 1
x

,

d)
1

1 + e2x , e)
e4x

e2x + 1
, f)

e3x

(1 + e2x)(ex − 1)2 ,

g)
2 ln x − 1

x ln x(ln x − 1)2 , h)
ln x

x(ln x − 1)2 , i)
1 − tg x
1 + tg x

,

RESOLUÇAO:

a) Fazendo a substituição
√

x = t⇔ x = t2, com x > 0, x , 16, e t > 0, t , 4, temos

P
(

1 +
√

x
x(4 − √x)

)
= P

(
1 + t

t2(4 − t)
2t

)
= 2P

(
1 + t

t(4 − t)

)
.

Usando a decomposição em fracções simples:

2 + 2t
t(4 − t)

=
A
t

+
B

4 − t

temos A = 1
2 , B = 5

2 , logo

2P
(

1 + t
t(4 − t)

)
=

1
2

P
(1

t
+

5
4 − t

)
=

1
2

ln
∣∣∣∣∣

t
(4 − t)5

∣∣∣∣∣

e assim,

P
(

1 +
√

x
x(4 − √x)

)
=

1
2

ln

∣∣∣∣∣∣

√
x

(4 − √x)5

∣∣∣∣∣∣ .

b) Fazendo a substituição 3√x = t⇔ x = t3, temos (verifique)

P




1
3√x(1 +

3√
x4)


 = P

(
3t2

1 + t4

)
=

3
2

arctg
3√

x2.

c) Fazendo a substituição
√

x − 1 = t⇔ x = t2 + 1, com x > 1 e t > 0 temos (verifique)

P
( √

x − 1
x

)
= P

(
2t2

t2 + 1

)
= 2
√

x − 1 − 2 arctg
√

x − 1

d) Fazendo a substituição e2x = t⇔ x = 1
2 ln t, com x ∈ R e t > 0, temos

P
( 1
1 + e2x

)
= P

( 1
1 + t

· 1
2t

)
.
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Usando a decomposição em fracções simples:

1
(1 + t)2t

=
A

1 + t
+

B
t

temos A = −1
2 , B = 1

2 , logo

P
( 1
1 + t

· 1
2t

)
= P

(
− 1

2(1 + t)
+

1
2t

)
=

1
2

ln
∣∣∣∣∣

t
1 + t

∣∣∣∣∣

e assim, com t = e2x > 0,

P
( 1
1 + e2x

)
=

1
2

ln
(

e2x

1 + e2x

)
.

(Ou P
( 1
1 + e2x

)
= P

(
1 + e2x − e2x

1 + e2x

)
= P

(
1 − e2x

1 + e2x

)
= x − ln(1 + e2x).)

e) Fazendo a substituição e2x = t⇔ x = 1
2 ln t, com x ∈ R e t > 0, temos (verifique)

P
(

e4x

e2x + 1

)
=

1
2

P
( t
t + 1

)
=

1
2

e2x − 1
2

ln
(
e2x + 1

)
.

f) Fazendo a substituição ex = t⇔ x = ln t, com x ∈ R \ {0} e t > 0, t , 1, temos

P
(

e3x

(1 + e2x)(ex − 1)2

)
= P

(
t3

(1 + t2)(t − 1)2
1
t

)
= P

(
t2

(1 + t2)(t − 1)2

)
.

Usando a decomposição em fracções simples:

t2

(1 + t2)(t − 1)2 =
At + B
1 + t2 +

C
t − 1

+
D

(t − 1)2

temos A = −1
2 , B = 0, C = D = 1

2 , logo

P
(

t2

(1 + t2)(t − 1)2

)
=

1
2

P
(
− t

1 + t2 +
1

t − 1
+

1
(t − 1)2

)

= − 1
4

ln(1 + t2) +
1
2

ln |t − 1| − 1
2

1
t − 1

e assim

P
(

e3x

(1 + e2x)(ex − 1)2

)
= −1

4
ln(1 + e2x) +

1
2

ln |ex − 1| − 1
2

1
ex − 1

.
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g) Fazendo a substituição ln x = t⇔ x = et, com x ∈ R+ \ {1, e} e t ∈ R \ {0, 1}, temos

P
(

2 ln x − 1
x ln x(ln x − 1)2

)
= P

(
2t − 1

ett(t − 1)2 et
)

= P
(

2t − 1
t(t − 1)2

)
.

Usando a decomposição em fracções simples:

2t − 1
t(t − 1)2 =

A
t

+
B

t − 1
+

C
(t − 1)2

temos A = −1, B = C = 1, logo

P
(

2t − 1
t(t − 1)2

)
= P

(
−1

t
+

1
t − 1

+
1

(t − 1)2

)
= ln

∣∣∣∣∣
t − 1

t

∣∣∣∣∣ −
1

t − 1

e assim

P
(

2 ln x − 1
x ln x(ln x − 1)2

)
= ln

∣∣∣∣∣
ln x − 1

ln x

∣∣∣∣∣ −
1

ln x − 1
.

h) Fazendo a substituição ln x = t⇔ x = et, com x ∈ R+ \ {e} e t ∈ R \ {1}, temos

P
(

ln x
x(ln x − 1)2 ,

)
= P

(
t

(t − 1)2 ,

)
= ln | ln x − 1| − 1

ln x − 1
.

i) Fazendo a substituição tg x = t ⇔ x = arctg t, com x ∈] − π
2 ,

π
2 [, x , −π4 e t , −1,

temos (verifique)

P
(

1 − tg x
1 + tg x

)
= P

(
1 − t

(1 + t)(1 + t2)

)
= ln | cos x| + ln | tg x + 1|.

NOTA: Esta substituição é invertı́vel para x ∈] − π
2 ,

π
2 [, mas como a função tg x é

periódica de perı́odo π, o resultado é válido no domı́nio de tg x.

4. Determine, ou justifique que não existem, funções que verifiquem as seguintes condições:

a) f ′(x) =
arctg x
1 + x2 , limx→+∞ f (x) = 0.

b) f ′(x) =
1 +
√

x
x(4 − √x)

, x > 16, limx→+∞ f (x) = 1.

c) f ′(x) =
1

1 + e2x , limx→+∞ f (x) = 1.

RESOLUÇÃO
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a) Temos f (x) = 1
2 arctg2 x + c, com c ∈ R; limx→+∞ f (x) = π2

8 + c, logo c = −π2

8 .

b) Temos f (x) = 1
2 ln |

√
x

(4−√x)5 | + c, para x > 16 (Ex. 3.a)); limx→+∞ f (x) = +∞, logo não
existe f nas condições do enunciado.

c) Temos f (x) =
1
2

ln
(

e2x

1 + e2x

)
+ 1 (ver 3.d))

5. Usando a substituição indicada num domı́nio apropriado, determine uma primitiva de
cada uma das seguintes funções:

a)
1

x 4√1 + x
, 1 + x = t4

b)
1√

1 + ex
, t2 = 1 + ex

c)
1

x(4 − ln2(x))
, t = ln x

d)
sen x

sen2(x) + 3(cos x − 1)
, t = cos x

e)
1

cos x(1 − sen x)
, t = sen(x)

f)
√

1 − x2, x = sen t.

RESOLUÇÃO

a) Fazendo a substituição 4√1 + x = t⇔ x = t4 − 1, com x > −1 e t > 0, temos

P
(

1

x 4√1 + x

)
= P

(
1

(t4 − 1)t
4t3

)
= P

(
4t2

t4 − 1

)
.

Usando a decomposição em fracções simples:

4t2

t4 − 1
=

4t2

(t − 1)(t + 1)(t2 + 1)
=

A
t − 1

+
B

t + 1
+

Ct + D
t2 + 1

,

temos A = 1, B = −1, C = 0, D = 2 (verifique). Logo,

P
(

4t2

t4 − 1

)
= P

( 1
t − 1

− 1
t + 1

+
2

t2 + 1

)
= ln

∣∣∣∣∣
t − 1
t + 1

∣∣∣∣∣ + 2 arctg t

e assim,

P
(

1

x 4√1 + x

)
= ln

∣∣∣∣∣∣
4√1 + x − 1
4√1 + x + 1

∣∣∣∣∣∣ + 2 arctg
4√

1 + x.

b) Fazendo a substituição t =
√

1 + ex ⇔ x = ln(t2 − 1), para x ∈ R, t > 1, temos

P
(

1√
1 + ex

)
= P

(1
t

2t
t2 − 1

)
= P

(
2

(t − 1)(t + 1)

)
.
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Usando a decomposição em fracções simples:

2
(t − 1)(t + 1)

=
A

t − 1
+

B
t + 1

temos A = 1 e B = −1. Logo

P
(

2
(t − 1)(t + 1)

)
= ln |t − 1| − ln |t + 1| = ln

∣∣∣∣∣
t − 1
t + 1

∣∣∣∣∣

e assim

P
(

1√
1 + ex

)
= ln

∣∣∣∣∣∣

√
1 + ex − 1√
1 + ex + 1

∣∣∣∣∣∣ .

c) Fazendo a substituição ln x = t⇔ x = et, para x ∈ R+ \ {e−2, e2}, t , ±2, temos

P
(

1

x(4 − ln2(x))

)
= P

(
1

et(4 − t2)
et
)

= P
(

1
(2 − t)(2 + t)

)
.

Usando a decomposição em fracções simples:

1
(2 − t)(2 + t)

=
A

2 − t
+

B
2 + t

=
A(2 + t) + B(2 − t)

(2 − t)(2 + t)

temos A = B = 1/4. Logo

P
(

1
(2 − t)(2 + t)

)
= −1

4
ln |2 − t| + 1

4
ln |2 + t| = 1

4
ln

∣∣∣∣∣
2 + t
2 − t

∣∣∣∣∣

e assim

P
(

1

x(4 − ln2(x))

)
=

1
4

ln
∣∣∣∣∣
2 + ln x
2 − ln x

∣∣∣∣∣ .

d) Temos

P
(

sen x
sen2 x + 3(cos x − 1)

)
= P

(
sen x

1 − cos2 x + 3(cos x − 1)

)
= P

( − sen x
cos2 x − 3 cos x + 2

)

Fazendo a substituição t = cos x⇔ x = arccos t, com x ∈]0, π[, temos

P
( − sen x
cos2 x − 3 cos x + 2

)
= P

( 1
t2 − 3t + 2

)
= P

(
1

(t − 1)(t − 2)

)
= P

( 1
t − 2

− 1
t − 1

)

e assim

P
(

sen x
sen2(x) + 3(cos x − 1)

)
= ln

∣∣∣∣∣
cos x − 2
cos x − 1

∣∣∣∣∣ .

Fazendo a substituição t = sen x⇔ x = arcsen t, com x ∈] − π
2 ,

π
2 [, temos

P
(

1
cos x(1 − sen x)

)
= P

(
cos x

(1 + sen x)(1 − sen x)2

)
= P

(
1

(1 + t)(1 − t)2

)
.

Responsável:
jpinto@math.tecnico.ulisboa.pt

70



CDI-I 4.1. PRIMITIVAÇÃO

Usando a decomposição em fracções simples:

1
(1 + t)(1 − t)2 =

A
1 + t

+
B

1 − t
+

C
(1 − t)2

temos A = B = 1/4, C = 1/2 (verifique). Logo

P
(

1
(1 + t)(1 − t)2

)
=

1
4

ln
∣∣∣∣∣
1 + t
1 − t

∣∣∣∣∣ +
1

2(1 − t)

e assim

P
(

1
cos x(1 − sen x)

)
=

1
4

ln
∣∣∣∣∣
1 + sen x
1 − sen x

∣∣∣∣∣ +
1

2(1 − sen x)
.
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