4 CALCULO INTEGRAL

4.1 Primitivacao

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Usando o método de primitivagdo por partes, calcule uma primitiva de cada uma das

fungoes:

a) xcosx, f) sen’x, k) Vxarctg Vx,
b) xInx, g) arcsenx, P

c) x’senx, h) xarctgx, D Vit 2

d) In(1 + x), i) In’x, o

e) cos’x, j) senxIn(l + senx), m) (1 - x4
RESOLUCAO

a) Comu’ =cosx=>u=senxev=x=70 =1, temos
P(xcosx) = xsenx — P(senx) = xsenx + cos Xx.

b) Comu' =x=>u=x*/2ev=Inx = v =1/x, temos

lenx_ ﬁl _lenx 2
2 2 x

P(xInx) = > xz

c) Comu =senx = u=—-cosxev=x>= v =2x, temos (usando a))

2

P(x2 senx) = —x%cosx + P (2xcosx) = —x? cos x + 2xsenx + 2 Cos x.

d) Comu'=1=2u=xev=In(l+x) =7 = ﬁ,temos
X 1
P(In(1 + x)) = xln(1+x)—P(m) - xln(1+x)—P(1 - m) — (o 1)l 29—

(Também podiamos ter tomado u = x + 1.)
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CDI-I 4.1. PRIMITIVACAO

e) Comu’ =cosx > u=senxev =cosx = v =—senx, temos

P (c032 x) =senxcosx + P (sen2 x) =senxcosx + P (1 — cos? x)

= senxcosx+x—P(cos2x).

Logo,

1
2P (cos2 x) =senxcosx+x & P(cos2 x) = E(senxcosx + X).

2

f) Comu’ =senx = u=—cosxev =sen-x = v = 2senxcos X, temos

2
P(sen3 x) = —cosxsen®x + P(2senxcos2 ) = —COoSX — 3 cos® x.

g) P(arcsenx) = xarcsenx — P (x \/117) = xarcsenx + V1 —x2,

x? x> 1
h) P tgx) = — arctgx — P| —
) P(xarctg x) > arc g X (2 1+x2)

2

X 1 1\ 1 »
= 5arctgx— EP(l— l+x2)_ E(—x+(x +1)arctgx),

i) Primitivando por partes 3 vezes, fazendo sempre u’ = 1, com v = In® (e depois
v=1In%ev=Inx):
Pn®x) = xIn®x — PBIn’x) = x(In®x —3In’x) + P(61nx)
=x(In®x - 3In’x +6Inx) - P(6) = x(In®x —3In’x +6Inx — 6).

j) Fazendou’ =senx = u = —cosxev =1In(l +senx) = v’ = 75— temos
2
P (senxIn(1 + senx)) = —cosxIn(1 + sen x) + P(ﬂ)
1+senx
1-— 2
= —cosxIn(1 + senx) + P(ﬂ)
1+senx

= —cosxIn(1l +senx) + P(1 —senx)
= —cosxIn(1 + senx) + x + cos x.

k) Comu’ = Vx = u=3x*?ev=arctg yx =0 = —2ﬁ%1+x) temos
P(\/Earctg \/y_c) = gx3/2 arctg Vx — p(gx3/2 1 )
3 37 24x(1+%)

_23p 1 ( x )
= o arctg Vx 3P T

= §x3/2 arctg Vx — %(x —In(1 +x))

(note que x > 0 no dominio da fungao).
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CDI-I 4.1. PRIMITIVACAO

1) Comu' = \/%zx(1+x2)‘1/2:>u= Vi+x2ev=x*= v =2x, temos
X

7 )
P( =x® V1 +x2 - P(2x V1 + 2
Vit ( )

2

=x®V1+22 - 5(1 + xz)%.
(OU fazendo primeiro a substituicio y = x> temos
p y
3
p(x_) _ p(LJ
V1 + x2 2\1+y

e depois por partes.)

m) Comu’=ﬁﬁu=ﬁev=x4,temos
5 X 1 1
P[—X =P[5 | =t — _pla®—
((1—x4>2) (x (1—x4>2) D (x4<1—x4>)
x* 1
. SRV B
20— Tand=x)

(OU fazendo primeiro a substituicdo y = x*.)

2. Calcule uma primitiva de cada uma das fung¢des racionais, utlizando uma decomposigao
em fracgdes simples adequada:

1 x+1 x> +x—4 x+3
4 b 7 7 d I E——
2) X2+ x )x(x—1)2 ¢ x(x2 + 4) )x4—x2
RESOLUCAO:
a) P(ﬁ) = P(m) Usando a decomposigdo em fracgdes simples =gy = 4 + 5
temos
1 _é+ B Ax+A+Bx (A+Bix+A
x(x+1) x x+1 x(x+1) x(x+1

logpA+B=0eA=1,ouseja, A=1eB = —1. Temos entdo

1 1 1 X
P(x2+x)_P(§_x+1)_1n|x|_ln|x+1|_ln x+ 11
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CDI-I 4.1. PRIMITIVACAO

b) Usando a decomposi¢do em frac¢des simples x(’;j)z =44+ B4 ﬁ, temos
x+1 A B C

x-12 x x—1 x-1p
_A(x-1*+Bx(x—-1)+Cx

x(x —1)?
_ Ax*> -2Ax+ A +Bx?> —Bx + Cx
a x(x —1)2
_(A+Bx*+(-2A-B+Q)x+ A
- x(x —1)2

logpA+B=0,-2A-B+C=1,A=1,0useja, A=1,B=-1,C = 2. Temos entdo

x+1 11 2 2
P2 )=p(--—+ = Infy| - Infx - 1] - ——.
(x(x—l)Z) (x x—1t Gop) " k-1l - o

s 5 ~ . x’4+x—4 _ A , BxtC
c) Usando a decomposicdo em fracgdes simples il = x T temos

x¥*+x-4 A Bx+C

—_— o —=dh e

x(x2+4) x  x2+4
_Ax2+4A+Bx2+Cx
a x(x2 + 4)
_(A+Bx?+4A+Cx
a x(x2 +4)

logpA+B=1,C=1e4A =-4,0useja, A=-1,B=2,C = 1. Temos entdo

2+x—4 1 2x+1 1 X
Pl—|=P|—- =-1 In(x* + 4) + = arct (—)
(x(x2+4)) ( x+x2+4) nf+In( +4) + 7 arctg | 5

d) P (%}3(2) =P (xz(x%)(i-l-l))' parax € R\ {-1,0,1}. Usando a decomposicdo em

fracgdes simples
x+3 A B C D

—_— = —+—+ +
x-1Dx+1) x x?2 x—-1 x+1

tem-se A = -1, B = -3,C =2, D = -1 (verifique). Logo,

x+3 3 3 (x = 1)
P(m):—ln|x|+;+21n|x—1|—1n|x+1|:;+lnm.
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CDI-I 4.1. PRIMITIVACAO

3. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes fung¢des, utilizando substitui¢des

apropriadas:
a) AT VX 1+ Vx b) 1 0 Vx -1
x(4 - V)’ (1 + Vo) x
1 etx e3x
d o o7 o 47 f 7
) Tr e O &1 ) Tx e 1P
2Inx -1 Inx 1-tgx
el S h) —— '
8 xInx(Inx —1)2’ ) x(Inx —1)2’ 0 1+tgx’
RESOLUCAO:

a) Fazendo a substituicdo Vx =t & x =t>,comx > 0,x # 16, et > 0, t # 4, temos

T+vx \ 1+t )\ 1+t
P(x<4— x/?c)) ‘P(t2(4—t> Zt) ‘zp(t@—t))'

Usando a decomposicdo em fracgdes simples:

2+ 2t A B

t@—o_t+4—

temosA:%,B:%,logo
14t 1,01 53 1
o[ )= 2p(z+ 2 ) =21
(t(4—t)) 2 (t+4—t 2 ‘(4—05

b ( 1+ \/_ ‘
ﬂ4'f) (4- Vy
b) Fazendo a substituicio vx =t & x = 13, temos (verifique)

1 312 3 3
P(m) = P(]_ +t4) = Earctg \/;

e assim,

c) Fazendo a substituicio Vx—1=t e x=t>+1,com x > 1 e t > 0 temos (verifique)

P(m):P( 2 )zZﬂ—Zarctg Vi-1

x 2+1
d) Fazendo a substituicdo e =t & x = 5 1Int,comx € Ret >0, temos
1 1 1
P =Pl— =|.
(1+€2x) (1+t Zt)
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Usando a decomposicao em fracgdes simples:

1 _ A
(1+62t 1+t ¢

| &9

temos A = —%, B = %, logo

11 1 1\ 1, | ¢
P(1+t'2_t)_P(_2(1+t)+2_t)‘Eln‘nt

e assim, com t = e > 0,

1 1 e
P[——|==In[——].
(1+e2x) 2 n(1+62")

1 1+ % — ¥ Pd 5
(Oup(1+e2x):P(W) :P(l_ 1+e2x) Sl

e) Fazendo a substituicio e =t & x = 5 1Int,comx € Ret > 0, temos (verifique)

et 1 t 1 1
P =P[— )= -—=-In(e¥ +1).
(e2x+1 2 (t+1) 72" - gin(#+1)

f) Fazendo a substituicdoe* =t © x =Int,comx € R\ {0} et >0, t # 1, temos

e t 1 2
p =Pl ————— = |=P| ——|.
(1 +e*¥)(e* — 1)? Q+2)(t-1)2t 1+ 2)(t—1)?
Usando a decomposicdo em fracgdes simples:

t2 _At+B C D
A+2)(t-12 1+£2 t-1 (t-1)?

temos A = —%,B:O,C:D: %,logo

12 t
Pl————=| =3 +
Q+2)t-12) 2 1+ (1,‘—1)2
1 5 1 11
——Zln(1+t)+§1n|t—1| 5—1
e assim

e 1 1 1 1
P = —=In(1 + & Inle* —1| - = .
((1+e2x)(ex—1)2) g+l —1-353
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g) Fazendo a substituicdo Inx =t & x = ¢/, comx € R* \ {1,e} et € R\ {0, 1}, temos

2lnx-1 \_ ( 26-1 \_ [ 2t-1
P(xlnx(lnx—l)z) _P(eft(t—l)ze)_P(t(t—1)2)'

Usando a decomposicdo em fracgdes simples:

2t -1 A B C

—_— = —dk —— b ——
HE—12 -1 (t—1)2

temos A = -1, B=C =1, logo
2t—1 1 1
P =Pl——+ —+
(o) =o -+ )
2Inx -1 Inx-1
Pl————| =1
(xlnx(lnx—l)z) iy
h) Fazendo a substituicio Inx =t © x = ¢/, comx € R* \ {e} et € R\ {1}, temos

Inx t 1
Pl[—= _ J=P(———,|=In|lnx—-1|- .
(x(lnx—1)2 ) ((t—1)2 ) e = = =y

e assim
1

T nx-1

i) Fazendo a substituicdo tgx = t & x = arctgt, comx €] - 7, 7[, x # - et # -1,
temos (verifique)

p(L28X) _p( 1t ) jcosx+ In|tex+ 1]
Tr1ex) - P\@apasm) = nlcosd +Inltgx + 1.

NOTA: Esta substituicdo é invertivel para x €] — 7, 7[, mas como a fungao tgx é
periddica de periodo 7, o resultado é valido no dominio de tg x.

4. Determine, oujustifique que ndo existem, fungdes que verifiquem as seguintes condigdes:

arctg x
Q) f(x) = Tog limyse f() =
1+ vx
b) f/(x) = ————, x> 16, limy_ 10 f(x) = 1.
) F0= rosveo f2)
1
o f'(x) = o limy 400 f(x) = 1
RESOLUCAO
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a) Temos f(x) = %arctg2 x+c,comc € R; limy_, 0 f(x) = %2 +¢,logoc = —%2.
b) Temos f(x) = %ln|(4_‘/§ﬁ)5| + ¢, para x > 16 (Ex. 3.a)); limy_,; f(x) = +00, logo ndo
existe f nas condi¢des do enunciado.
1 e
c) Temos f(x) = 5 ln(m) + 1 (ver 3.d))

5. Usando a substitui¢do indicada num dominio apropriado, determine uma primitiva de
cada uma das seguintes fungdes:

L 4 d) sen’ t =cosx
2) V1I+x T+x=t sen?(x) + 3(cosx —1) "

1
b) L =146 1 ;o

L+er ¢) cosx(1 —senx)’ sen(x)
1

9 x(4 - In%(x)) f=lnx f) V1-x2, x =sent.
RESOLUCAO

a) Fazendo a substitui¢do Vi+x=tox=t- 1, comx>-1et >0, temos

1 1 442
P =P|————43|=P :
(x\/41+x) ((t4—1)t ) (t4—1)
Usando a decomposicdo em fracgdes simples:

42 442 __A B Ct+D
#-1 (¢-DE+DE+1) t-1 t+1 £2+1°

temosA=1,B=-1,C=0,D =2 (verifique). Logo,

442 1 1 2 t—1
P =P - + =In|——| +2arctgt
(t4—1) (t—l t+1 t2+1) n‘t+1‘ arcts

e assim,
1 Vi+x-1
P(4—) = ln|4—x + 2arctg V1+x.
xV1 +x Vi+x+1
b) Fazendo a substituicdo t = V1 +¢* & x = In(t? — 1), parax € R, t > 1, temos
1 1 2t 2
j2 =p(- =p[———|.
(\/—1+ex) (f7=7) ((t—l)(t+1>)
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Usando a decomposicao em fracgdes simples:

2 __A B
t-D@t+1) t-1 t+1

temos A =1eB = -1. Logo

2 t-1
P(m)—lnlt—ll—ln|t+1| —ln'm‘

e assim

P( 1 _ln’\/1+ex—1
V1 +e* \/1+ex+1'

c) Fazendo a substituigdo Inx =t & x = ¢, parax € R* \ {e =202}, t # +2, temos

1 1 1
Pl————|=P|———¢'| =P| ————|.
(x(4 - lnz(X))) (et(4 - ) ) ((2 - H2+ t))
Usando a decomposicdo em fracgdes simples:

1 A B  AQ+t)+B2-t)
Q-bH2+h 2-t 2+t @-H2+D

temos A = B = 1/4. Logo

1 2+t
P(m) 11'1|2-t|+ ln|2+t| —1 ‘
e assim
( 1 ) 1 ‘2+lnx
Pl———|=7In .
x(4 -1n*(x))) 4 12-Inx
d) Temos

sen x sen x —senx
P =P ZP( )
sen? x + 3(cosx — 1) 1—cos?x +3(cosx — 1) cos2x —3cosx +2

Fazendo a substituicdo t = cosx & x = arccos t, com x €]0, 77[, temos

—senx 1 1 1 1
P =P ):P :P(———)
(Coszx—3cosx+2) (t2—3t+2 ((t—l)(t—Z)) t-2 t-1

e assim

s ( sen x )
sen?(x) + 3(cosx — 1)

cosx —2
=In[———]|.
cosx—1

Fazendo a substituigdo t = senx & x = arcsent, com x €] — 7, 7[, temos

N A A
cosx(1—senx)/ ~ \(1+senx)(l —senx)? 1+ t)(l —t)?
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Usando a decomposicao em fracgdes simples:

1 A N B N C
A+HA-12 1+t 1—-t (1-t?
temos A = B = 1/4, C = 1/2 (verifique). Logo
1 1. |1+¢ 1
Pl———|=-1 +
((1+t)(1—t)2) 4 n‘l—t 20 -1
e assim
1 1 '1 + senx 1
——|=-In + :
cos x(1 — sen x) 4 |1-senx| 2(1-senx)
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