CDI-I 2.2. LIMITE DE FUNCOES EMR ER

2.2 Limite de fun¢oes em R e R

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Mostre, recorrendo a defini¢do de limite em R, que para a fungdo definida em R por
f(x) = x* + 1 se tem lim,—, f(x) = f(a), para qualquer a € R. .

RESOLUCAO
Por definicdo, lim,—,, f(x) = f(a) se dado 6 > 0 qualquer, existe ¢ > 0 tal que
Ix —al <e=|f(x)— fla) <o
Para f(x) = x*> + 1: dadosa € Re 6 > 0, temos
fx) = f@] = ¥ +1—a® = 1| = |¥* —a?| = |x +allx — a] < (x| + |a])lx — al.

Se |x —a| < ¢, (constatando que entdo, |x| = [(x —a) +a| < |x —a| + |a|] < € + |a]), resulta,
nesse caso,

|f(x) = f@)] < (¢ + |al + laD)lx — al < (2lal + )¢ < (2la] + 1),

escolhendo sempre ¢ < 1. Assim, para que |f(x) — f(a)| < 0, por transitividade, é
suficiente escolher 1 > ¢ > 0 tal que

Qal+De<doe e< a1

Neste caso, temos entdo, [x —a| < ¢ = [f(x) — f(a)| < 0.

2. Use a definigio de limite de funcdo em R para mostrar que

a) limy_o }% = 400, b) limy—ic VX = +00.

RESOLUCAO

a) lim,_,o xl—z = 400 : temos de mostrar que dado 6 > 0 arbitrdrio (ou um R > 0,
suficientemente grande, R = 1/6), existe ¢ > 0 tal que

1 1
-0<e> = > =
lx—-0| <e& 2 > 5

Entdo, dado 6 > 0, temos

1 1
—>-or<so lx< Vo
x2 0

Tomando, por exemplo, ¢ = V5, mostramos que lim,_, xl—z = +00.

'Em particular, f é continua em qualquer a € R
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b) limy_+c0 VX = +00: temos de mostrar que dado 6 > 0 arbitrdrio, existe ¢ > 0 tal que

oo B =y S L
e o
Dado 6 > 0, temos
1 1
\/§>5(:>x>§.

Tomando, por exemplo, ¢ = &%, mostramos que limy 400 VX = +00.

3. Determine, se existir, cada um dos seguintes limites, justificando o célculo ou a ndo
existéncia de limite.

B ox24x-1 i €%
VI B R
x?—x |
b) lim ———, h) lim ———,
) im R —
12 sen x
-1 . -1
¢) lim ¢ , i) lim,—o ¢ p
x—0 X nx
X tg 5x
d) im ————, 5"
) x>0 In(2x + 1) V350 Xarcos x/
e) lLim x(er —1), k) lim )
X—=+0eo x—0 arcsenx
. Vli+x—Vl-x . In(cosx)
f) lim , 1) lim —
x—0 X -0 sen‘x
RESOLUCAO
) lim)c3—9c2+x—1 _hmxz(x—l)+x—1 B imx2+1 L
VAT 21 TS TG+ eixr1
X% —x x(x —1)
b) lim ———— =lim —————— = =-1
I 2 M G Dhe—2)  aR =2
et -1 et . v -1 )
c) }Cli% X =}Cli% 2 x =1-0=0, uma vez que lim, =1 (com y = x°).
. x . 2x 1 1 y
d) lIm ————— =lim ————— =~ = = lim, g —2—— =1
) I @ +1) - R inx+1) 2 2 Mmavezquelimyoq e =

Y —1
e) lim x(eal? -1) = lim Sy (tomando y = 1/x — 0%, se x = +00).
X—+00 y—0* y

f lim\,/1+x—\/1—x:hm 1+x)—(1-x) ~ lim 2 _
0 x 0 g(Vidx+ Viox) *0(Vitx+ Vin)

senx senx\/J—czl.OZO‘

1.

= lim
x—0* \/E x—0t X
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e N A 1 s
ety T e menp o omandey =m0 0se
x—1)
esenx _ 1 ey _ 1
i) lim = lim =1, tomando y = senx — 0, se x — 0.
x—0 senx y—=0 Yy
tg bx
j) im £ = lim == > > = 1-% = —,uma vez que lim,_,o Y -1
x—0 xarcosx x—0 5x cosbxarcosx L
i 5 seny ..
k) lim = lim = 1, fazendo a mudanga de varidvel y = arcsenx — 0, se
x>0 arcsenx  y—0 Y
x— 0.
. In(cosx) .. In(cosx) . In(cos x) 1 1. Inu 1
D) lim ——— = — = == =—=f d
) w00 sen?x  ro01—coslx a0l —cosx 1+cosx 2umil-u g razendo
a mudancga de varidvel u = cosx — 1, se x — 0 e usando lim,_,; E‘TL{ =1
4. (a) Mostre que se lim,_,; f(x) = +o0 e lim,_,, g(x) = ¢ € R, entdo
f@)
lim (1 + &) = ¢,
X—a f(x)
(b) Utilize o resultado anterior para calcular os limites das sucessdes seguintes, com
celR
c\" 1\"
lim(l + —) , lim(l + —) , nelN.
n n!
RESOLUCAO
(@) O limite dado é uma indeterminac¢do da forma 1%°. Temos
f@) ®
lim (1 + &) = lim /@™ (+50) = ¢,
x—a f (x) x—a
ja que, fazendo y = % — 0, quando x — a,
X
) 1“(“%) In(1 + )
X n
lim f(x)In|1 + A lim g(x) ——=——=¢ lim—y =c.
x—a f(X) x—a Jg% y—0 y
X

(b) Fazendo f(x) = x e g(x) = cea = +oo, temos

n X
1im(1+5) = lim (1+5) = ¢

n X—00 X

n! n
Quanto ao segundo limite, note-se que (1 + %) é subsucessdo de (1 + %) ,logo o
seu limite é e.
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5. Suponha que para todo o n € IN, a fungdo f verifica a condigdo

1 1
-1-sfl)
) =1-o(G
Se existirem os limites laterais f(07) e f(0*) quanto valerd a sua soma? Se existir
lim,_,o f(x) qual serd o seu valor? Justifique abreviadamente as respostas.

RESOLUCAO

Se existirem os limites laterais f(07) e f(0"), temos

lim f(—%) = /07), lim f(%) — £(0%).

Entao,
f(-2)+£(5)=1= s+ f09 =1.

n

Se existir lim,_,o f(x), temos f(07) = f(0") = lim, f(x). Como f(07)+ f(0") = 1, temos
2lim,0 f(x) = 1 & limy,o f(x) = 3.

. Considere f : R — R, definida por f(x) = X+ I d(x),onded : R — R designa a fungdo

de Dirichlet (d(x) =1, x € Qed(x) =0,x € R\ Q).

a) Indique o contradominio de f. A fungdo é majorada? E minorada?
b) Estude lim,—,_« f(x) € limy— 100 f(X).

¢) Para cadaa € R, determine, ou justifique que nao existe, lim,_,, f(x).

RESOLUCAO

Temos
0, sex <0,

d(x) =<0, sex>0AxeR\Q,
x, sex>0AxeQ.

X+ |x|
2

f(x) =

a) Para x < 0, temos f(x) = 0, logo f(]—o0,0]) = {0}. Para x > 0 temos f(x) = 0O, se
xeR\Qe f(x) =xsex € Q. Logo f(]0, +oo] = {0} U {x e Q : x > 0} = {0} U Q™.
Assim, CDs = f(R) = {0} U Q". A fungdo ndo é majorada, uma vez que Q" nao é
majorado, é minorada por 0.

b) limy_,_ f(x) = limy_ 0 = 0;

lim, 400 f(x) N0 existe: se x, = V2n entdo f(xy) =0, se z, = nentdo f(z,) =n —
+o00.

¢) Sea < 0: limy_,; f(x) = lim,_,;, 0 = 0 e da mesma forma limy_,o- f(x) = lim,_,0- 0 = 0.
Quanto a lim,_,+ f(x): para x > 0, temos 0 < f(x) < x, logo f(x) = 0, x = 0" (ou
lim,—0+ xe@ f(x) = limy—,0+ xer\@ f(x) = 0). Logo se a = 0, lim,_,; f(x) = 0.
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Para a > 0: ndo existe limite. Para verificar, toma-se por exemplo x,, = a + % — a. Se

N2

a € Q,entdox, € Qe f(x,) = x, — a. Por outro lado, tomando z, = a+-* — a, entdo
zn € R\ Qe f(z,) =0 — 0. Logo lim f(z,) # lim f(x,), logo ndo existe lim,_,, f(x).
Sea € R\ Q,a >0, procede-se de forma semelhante.

7. Mostre que se f : R — R é uma funcdo peridédica, de perfodo T > 0, entdo ndo
existem limy_, o f(x) e limy_,_o f(x). (Sug. considere sucessdes x, = x + nm — +oo e
Zp =2+ N — +00, f(x) # f(z).)

RESOLUCAO

Fazendo x, = x+nm — +coez, = z+nm — 400, com x, z € R tais que f(x) # f(z) (como
T > 0, f ndo é constante), se existisse lim,_,+ f(x), terfamos

Jim @) = lim f(x,) = lim f(z)
Mas como f(x,) = f(x), f(zx) = f(2), para qualquer n € IN, temos
nh_r){}of(xn) = f(x) # nh_rgof(zn) = f(2).

Logo o limite ndo existe.

Para lim,—,_« f(x) é andlogo (ou limy_,_ f(x) = limy— 40 f(—X) e f(—x) periddica).
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