1 NUMEROS REAIS E SUCESSOES

1.1 Método de Inducao Matematica

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Demonstre pelo principio de inducdo matematica que:

a) 1+3+---+(2n—1):712,paratod00nE]N.1
b) ﬁ+%+...+m:%,paratodoonaturalneﬂ\l.
c) Paraga € R, (a—1)(1+a+---+a") =a"! — 1, para qualquer n € Np.

d) %+%+~-+ﬁ =l—ﬁ,paraqualquerneﬂ\l.
RESOLUCAO:

a) 14+3+--+@2n-1)=n?> VYnelN:

Paran =1, temos2-1~-1 =1, que é uma proposicado verdadeira.
Hip6tese de indugao: para certo n € N, temos 1+ 3 +--- + (2n — 1) = n?.
Tese (aprovar): 1+3+---+(2n—1)+(2n+1) —1) = (n + 1)%.

Usando a hipétese de indugéo, temos:

1434+ +Qu-1D+QCu+1)-1)=n*+2n+2-1)=n’+2n+1=n+1)y>
como querfamos mostrar.
(Alternativamente, podemos escrever 1 +3 +---+ (2n - 1) = Y, _;(2k — 1) e usar o

facto Y1 (2k—1) = ¥I (k- 1) +2(n + 1) - 1.)

1 1 _1 __ _n .
b) Tttt = L ¥n € N:

!Esta expressdo pode ser escrita na forma de somatério como Y;_;(2k — 1) = n%. Ver exercicios seguintes.
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Paran =1, temos 11—2 = ﬁ =3 % , que é uma proposigdo verdadeira.
1 _ _n

DG i 30 1, 1 _1 _ n_
Hlpotese de inducgao: para certon € IN, temos sts5+-.-+ 2D — e+l

Tese (a provar): % + % +...+ n(n1+1) + (n+1)1(n+2) = Z—E
Usando a hipétese de indugéo, temos:
1 + 1 +...+ L + L = . L
1.2 23 nn+1l) Mm+1)n+2) n+l1l @m+1)n+2)
nn+2)+1 n?+2n+1
n+DHn+2) i+ Dn+2)
m+1)? n+1

m+1(n+2) n+2

como querfamos mostrar.
(Alternativamente: usando somatoérios).

c) Dadoa € R, (@a—1)(1+a+---+a") =a"! -1, para qualquer n € Ny:

Para 1 = 0, a condigdo acima ficaa — 1 = a — 1 que é uma proposigao verdadeira.
Hipétese de indugdo: paracerton € N, (a—1)1+a+---+4a") = a1
Tese: (a— 1)1 +a+---+a" +a™l) =g™2 1,

Simplificando o lado esquerdo da igualdade acima, temos que
@-DA+a+---+a") = @-DA+a+---+a")+@-1)a".
Usando a hipétese de indugao, temos agora

@-1DA+a+-+a")=a"1 -1+ @-1)a".
— an+1 -1+ an+2 _ ﬂn+1

= an+2 _ 1/

como queriamos demonstrar.

d) £ +2++ :1—ﬁ,paraqualquerneN:

_n__
(n+1)!
Para 7 = 1, a condigao fica % w=1-1g +1, =3 % = 2, que é uma prop031§ao verdadeira.

Hlpotese de inducéo: para certo n € IN, 4 2, + 3% +-- (n+1), =1- (n+1),

Tese:lo s o s (n+2 =1l= (n+2)'
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Usando a hipétese de inducéao,

t,2,  ,n  ontl =(1— 1 )+(n+1)
217 3l m+ 1) (n+2)! n+1)!)  \(n+2)
n+2-n-1
 (n+2)!

1
C (n+2)

como queriamos mostrar.

2. Demonstre pelo principio de indugdo matematica que:

a) (n+2)! > 2%, para qualquer n € N.
b) 2n — 3 < 272, para todo o natural n > 5.
c) (n!)? > 2"n?, para todo o natural n > 4.

d) 7" —1 é divisivel por 6 para qualquer n € IN.
RESOLUCAO:

a) (n+2)! > 2% para qualquer n € N:

Para n = 1, temos que 3! > 4 que é uma proposicdo verdadeira.

Hip6tese de indugao: para certo n € N com 1 € N, temos (1 + 2)! > 2%,

Tese: (n + 3)! > 22+2,

Temos que (1 +3)! > 221*2 & (n+3)(n+2)! > 4-22". Como, por hipétese de indugao,
(n+2)!>2%"e,paran>1,n+3 >4 >0, temos entio que

(n+3)(n+2)! >4-2%"

como queriamos mostrar.
b) 2n — 3 < 2"2, para todo o natural n > 5:

Para n = 5, temos que 10 — 3 < 23 & 7 < 8, que é uma proposigdo verdadeira.
Hipétese de indugéo: para certo n € N com 1 > 5, temos 21 — 3 < 272,

Tese: 2(n + 1) — 3 < 2(+1)-2,

Desenvolvendo o lado esquerdo da desigualdade acima e usando a hipétese, temos

2m+1)-3=2n+2-3=2n-3)+2<2" 242,

Como, para n > 5, temos 2 < 272, conclui-se que 22 + 2 < 2772 4- 2772 = 2. Q"2 =
2"-1. Logo
2n+1)-3 <2"1,
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c) (n!)? > 2"n?, para todo o natural n > 4:

Paran = 4, temos (4!)2 > 24-4? & 22.32.42? > 24.42 & 32 > 22, que uma proposigdo
verdadeira.

Hipétese de indugdo: para certo n € N, n > 4, temos (n!)? > 2"'n?.

A provar: ((n + 1)1)? > 2 (n + 1)2.

Temos ((n + 1)1)? > 2" (n + 1)? & (n + 1)>(n!)? > 2" (n + 1)> © (n!)?> > 2" - 2. Por
hipotese, (n!)> > 2"n% e como n? > 2, se n > 4, o resultado segue (da propriedade
transitiva).

d) 7" -1 é divisivel por 6 para qualquer n € IN:

Paran =1, temos 7! — 1 = 6, que é divisivel por 6.

Hipétese de indugdo: para certo n € IN, 7" — 1 é divisivel por 6. Isto significa que
existe k € IN tal que 6k = 7" — 1.

Tese: 71 -1 é divisivel por 6, isto ¢, existe um natural positivo j tal que 7"*1 -1 = 6.
Entao:

7% _1=7.7"—1=7(7"-1+1)-1=76k+1)-1=6-7k+7—1=6(Zk + 1)
em que na terceira igualdade usdmos a hipé6tese de indugdo. Demonstramos entdo

atesecom j =7k + 1.

3. Prove por inducdo matematica que para qualquer n € N

- 1 n
a) ;(2k—1)(2k+1) T+l
b 25—2k=1+n—1.

RESOLUCAO

n " )
a) kgl‘ (2k = 1)(2k +1) T oam+1’ para qualquer n € IN:

— 11 111 5 Cx :
Paran =1, temos ) ;_; oFED@aT = 241 © 3 = 3+ que é uma proposicao verdadeira.

1 . n
)Rk+1) 2n+1°

n
Hipétese de indugdo: para certo n € IN, temos Z 2k —1
k=1

L 1 n+1

Tese (a provar): kZ:; 2k — 1)k + 1) T m+3”
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Temos, usando a HI na segunda igualdade:

n+1 1 ~ n 1 1
kZ:f Qk-1Q2k+1) kZ:f 2k - 1)(2k + 1) * Cn+1)-1)Q2n+1)+1)
_n 1 _ n(n+3)+1
“on+1 Cn+1)(2n+3) (n+1)2n+3)
2n2 +3n +1 n+1

T @n+1)2n+3) 2n+3

jaque (n+1)2n+1) =212 +3n + 1.

2k =1l
b) Z 22k n3 , para qualquer n € IN:
Para n =1, temos Zk 1 3 =1, que é uma proposicdo verdadeira.
5-2k -1
Hipétese de indugdo: para certo n € IN, temos Z 3 1+ =
k=1
n+l
5-2k
Tese (a provar): Z 7 =1+ 3::1 .
k=1

Temos, usando a HI na segunda igualdade:

n+1 n
25—2k=25—2k+5—2(n+1)
3k 3k 3n+l

k=1 k=1
n-1 3-2n 3n-3+3-2n

=1+ +—=1+—
3n 3n+l 3n+l
n

=1 il

como queriamos mostrar.
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