3 Calculo Diferencial

3.1 Diferenciabilidade

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Para cada uma das seguintes fungdes determine o dominio de diferenciabilidade e
calcule as respectivas derivadas:

a) X|X|, b) €_|x|, C) In |x|/ d) ex—|X|.

RESOLUCAO

a) f(x) = x|x| é diferencidvel em R\ {0} por ser o produto de duas fung¢des diferencidveis
em R\ {0}. Em x = 0, temos

xlx| =0
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Como f1(0) = £/(0), a fungdo é também diferencidvel para x = 0, ou seja é dife-
rencidvel em R, com derivada f’(x) = 2x,sex > 0, f/(0) = 0, f'(x) = —2x,se x < 0.

b) f(x) = e”™ ¢ diferencidvel em R \ {0} por ser dada pela composicao da funcio
exponencial que é diferencidvel em R e |x|, que é diferencidvel em R\ {0}. Em x =0,
tem-se f,(0) = 1 e f7(0) = -1 (justifique), logo f ndo é diferenciavel em 0.

¢) f(x) = In|x| é diferencidvel no seu dominio, R \ {0}, por ser dada pela composi¢ao
de In, que é diferencidvel no seu dominio R* e |x| que é diferencidvel em R \ {0}.

d) f(x) = e* ¢ diferencidvel em R \ {0} (como em b)). Em x = 0, f10) =0, £0)=2
(justifique), logo f ndo é diferencidvel em 0.

2. Calcule as constantes a e b por forma a que seja diferencidvel em 0 a funcdo f definida
em R por
a+ bx sex <0
f&) _{ 1+ Zsen’(x) sex>0.

39



CDI-I 3.1. DIFERENCIABILIDADE

Justifique a diferenciabilidade de f em IR, calcule a sua derivada, e determine a equacdo
da recta tangente ao grafico de f em cada pontoa < 0.

RESOLUCAO

Em primeiro lugar, para f ser diferencidvel em 0, f tem que ser continua em 0. Logo,
como f(0)=ae

2 2
lim f(x) = lim 1+ =sen?(x) = 1 + lim Senz(x)zx =1+2.0=1,
x—0* x—0* X x—0*t X
resulta que f é continuaem O ssea = 1.
Quanto a diferenciabilidade,
’ T f(x)_f(o)_ q b-x_
fO=Jm Ty =t

2 2(x) —
0= iy TS0 _ LBt o1 2ty

Logo f é diferencidvelem Osseb =2 (ea =1).

Neste caso, f'(0) = 2 ea tangente ao graficoem (0, f(0)) édadapor y = f(0)+f'(0)(x—-0) =
1+ 2x.

Se a < 0, entdo (numa vizinhanca de a) f é dada pela fun¢do polinomial (linear) 1 + 2x,
logo f é diferencidvel em ]—oo,0[ e f’(a) = 2 paraa < 0, vindo a tangente ao gréafico em
(a, f(a)) dada por y = f(a) + f'(a)(x —a) =1 + 2a + 2(x —a) = 1 + 2x (ou seja, é a propria
recta).

x—0* X x—0* x2

Se a > 0, entdo (numa vizinhanga de a) f é dada pela funcdo 1 + %senz(x) que é
diferencidvel em a4, j4 que é dada por soma e produtos de fungdes diferencidveis.
Logo, f ¢é diferencidvel em ]0,+oo[ e para a > 0, f'(a) = —5 sen’a + 22senacosa =

—ZS‘Z““ (——Se;‘” + 2 cos a).

3. Determine as derivadas laterais no ponto 0 da fungdo f continua em R e cujos valores
para x # 0 sdo dados por
1
1+ex
flx)=x -, x#0.
2 +ex

RESOLUCAO

Para calcularmos as derivadas laterais, é necessario determinar primeiro f(0). Como f
é continua em 0, f(0) = limy—,o f(x). Temos

. 1 . 1
lim ex = +c0, lim ex =0,
x—0* x—0~
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logo
1+ex 1
lim f(x) = lim x +€1 =0-==0,
x—0~ x=0" 2 4 ox 2
e portanto f(0) = 0.
(Também podiamos calcular:
1+ e 41 1
lim f(x) = lim x —— = lim x——~ =0~ =0)
x—0* =07 D 4oy X207 e 4] 1
Agora,
i 1+ex 5l
£10) = lim 9SO Ier
=0 x=0 0% D pex 190" 27y 41
- (0 T+ex 1
fe,(o): lim f(X) f( ): 5 +€1 L
x—0~ X — x—>07 2 4 ex 2

(Nota: f é continua mas ndo diferencidvel em 0.)

4. Sejam f e g duas fungdes em R tais que f é diferencidvel em R, verifica f(0) = f(n) =0,
e g é dada por g(x) = f(senx) + sen f(x). Obtenha o seguinte resultado:

g'(0)+g'(m) = £(0) + f'(m)
RESOLUCAO

Usando o teorema da derivacao da funcao composta, uma vez que f é diferencidvel em
R e sen também:

¢’ (x) = f'(senx) cos x + cos(f(x))f’(x).
Logo, dado que f(0) = f(nr) = 0, temos g’'(0) = f'(sen0) cos 0 + cos(f(0))f'(0) = f'(0) +
17(0) =2f"(0) e g'(m) = f'(senm) cos 1t + cos(f(m))f'(rr) = —f"(0) + f'(n). Entao,

§'0)+&'(m) =2f(0) - f(O) + f'(m) = f(0) + f' ().

5. Sendo ¢ : R — R uma fungdo duas vezes diferencidvel, considere a funcdo ¢ :
10, +oo[ — R definida por ¢(x) = e8!"¥. Supondo conhecidos os valores de g, ¢’ e
g” em pontos convenientes, determine ¢’(1) e ¢”'(e).

RESOLUCAO

Do teorema de derivagdo da fun¢do composta, para x € ]0, +oof,

@' (x) = 8079 (g(Inx))” = e8¢’ (In x>§
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Logo,
@' (1) = e8¢ (0).

Derivando ¢’, temos

qo"(x)—eg““x) > ((g'(nx))* - ¢/ (Inx) + g (Inx)).

Logo,
¢"(e) = eSM2 (/W) - g'(1) + g"(1)).

6. Sendo f : R — R tal que f(x) = xe~ para todo o x, e sendo g : R — IR diferenciavel,
calcule (g o f)'(x) em termos da funcdo g’.

RESOLUCAO

Usando o teorema da derivagdo da fungdo composta, uma vez que f, g sdo diferencidveis
em R

(g () =g (f())f'(x)
— g/(x4e—x)(4x3e—x _ x4e—x)
= ¢'(x*e ™)l (4 - x).

7. Considere uma fungdo f : R —] = 1,1[ diferencidvel e bijectiva, tal que f(2) = 0 e
f'(2) = 2. Seja g a fungdo definida por

g(x) = arcos (f(x).
a) Justifique que g é injectiva e, sendo ¢! a funcdo inversa de g, determine ¢’(2) e
g7 (3)-
b) Determine o dominio de ¢~! e justifique que ¢~! ndo é limitada.

RESOLUCAO

a) Uma vez que arcos é diferencidvel em | — 1,1[ e f é diferencidvel em IR com contra-
dominio ]-1, 1[, a fun¢do composta serd também diferencidvel em R. Por outrolado,
f é bijectiva, logo injectiva, e arcos é também injectiva. Conclui-se que a composta
serd uma fungao injectiva.

Temos £
X
g = ———
VI=f(%)
/ ‘(2
Logo §'(2) = —\/% =
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Do Teorema de derivac¢do da fungao inversa, temos agora que

(D)

¢(s1(3)

Como g(2) = arcos(f(2)) = arcos(0) = 7, temos gt (%) = 2, ou seja (g‘l)'(%) =
1 1

§@Q " T
b) O dominio de ¢g~! é dado pelo contradominio de g. Como f é sobrejectiva, f(R) =
1-1,1[ e
Dg = g(R) = arcos(] — 1, 1[) =]0, m[.

Uma vez que g_l ¢ injectiva e continua, serd monotona, e portanto
-1 -1 Ay~
§ (0 <g (x)<g(n)

e ¢! ndo terd maximo nem minimo. Alids, o contradominio de ¢~! é 0 dominio de
¢, ou seja, R, e assim ¢! ndo é limitada.
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