CDI-I 2.3. CONTINUIDADE

2.3 Continuidade

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Seja f : R — R uma fungdo continua no ponto 0. Em que ponto(s) serd necessariamente
continua a fungdo g(x) = f(tgx — cotg x)? (Relembre que cotgx = L),

tgx
RESOLUCAO

Sendo f e h duas fungdes e a € R, tais que / é continua em 4 e f é continua em h(a),
entdo necessariamente ¢ = f o i é continua em a.

Como tg e cotg sdo continuas, respectivamente em a # 7 + kmt, e a # kmt, k € Z, temos
que tgx — cotgx é uma fungdo continua em D = R\ {k7 : k € Z}. Sendo f uma
fungdo continua em 0, temos entdo que g(x) = f(tgx — cotg x) é continua em cadaa € D
satisfazendo tga — cotga = 0. Como,

. toq t 1 tgfa-1
gﬂ CcO gﬂ— gﬂ tgg = tga

e, portanto, tga — cotga = 0 equivale a tga = 1, ou sejaa = +7 + km, com k € Z,
concluimos que a fun¢do dada é necessariamente continua nestes pontos.

2. Considere a fung¢do f : R\ 0 — R definida por:

2
se;l;;c ) sex <0,

f(x): e\/;_l
sex >0,

ax

em que a € R. Determine a por forma a que f seja prolongdvel por continuidade ao
ponto 0. Sendo F : R — R esse seu prolongamento, calcule F(0).

RESOLUCAO

f é prolongavel por continuidade ao ponto 0 se existir lim,_,g f(x), ou seja, se f(07) =

£(07). Temos
N, sen(xZ) 1 .. senu 1
fO)=lim = =7 im == =3
Vx _
FO7) = lim =11

x—0* g\/i - a

Logo, a = 2. Se F é prolongamento por continuidade de f, entdo F(x) = f(x) parax # 0
e F(0) = limy—0 f(x) = 3.

3. Considere a fungéo f : R\ {0} — R dada por

o) = {ln(ﬁ), sex >0,

-x(x+2), sex<0,

Responsdvel: 28
jpinto@math.tecnico.ulisboa.pt



CDI-I 2.3. CONTINUIDADE

onde k € R* é uma constante.

(a) Calcule limy_, o0 f(x) € limy—_oo f(x).

(b) Determine a constante k € IR tal que f é prolongével por continuidade ao ponto 0.

(c) Sendo F : R — R esse seu prolongamento, determine justificando, o contra-
dominio de F.

RESOLUCAO

(@) limy o0 () = limy o0 In (5£5) = limy o+ Iny = —co.
limy o f(x) = limy—,_oo —x(x + 2) = —o00.

(b) Temos lim,—,0- f(x) = 0 elim,—o+ f(x) =In (%) Logo f é prolongével por continui-
dadeaOsseln(%) =0 k=2

(c) Em ] — 00,0], F é dada por uma parabola, com zeros em 0 e —2, de concavidade
para baixo. Logo terd um maximo em x = -1 dado por F(-1) = f(-1) = 1. Como
F é continua, o contradominio de F em | — c0,0] é dado por F(] — o0, 0]) =] — c0,1]
(usando a)).

Em R*, F(x) = ln(ﬁ) é decrescente e F(x) < 0, x € R*, em particular 1 é o

maximo (global) da fun¢do. De novo pela continuidade de F e de a), vem que
F(R*) =] = 0, 0[ e portanto CD¢ =] — o0, 1]JU] — o0, 0[=] — 0, 1].

4. Seja f a funcdo real definida por,

—ex sex<0

In T sex> 0.
a) Calcule limy_,_o f(x) € limy— 10 f(X).
b) Justifique que f é continua em todo o seu dominio.

¢) Mostre que f é prolongavel por continuidade ao ponto 0.

d) Sendo g a funcdo que resulta de f por prolongamento por continuidade ao ponto 0,
justifique que g tem maximo e minimo em qualquer intervalo da forma [-¢, ], com
¢ > 0. Indique, justificando, o valor de max{g(x) : x € [—¢, €]}.

RESOLUCAO
a) lim,_,_e f(x) = limy_,_o —e+ = —1.
limy_ 100 f(x) = limy 400 In ﬁxz = —00.

b) Em a > 0: f é continua em 4 uma vez que, numa vizinhanga de 4, f é dada pela
funcéo In ﬁ, que é a composta de fung¢des continuas nos seus dominios e portanto
continua no seu dominio.
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d)

b)

0)

Ema < 0: f é continua em 4 uma vez que, numa vizinhanga de 4, f é dada pela
~ 1 . ~ ] o

funcdo —ex, que é a composta de fungdes continuas nos seus dominios e portanto

continua no seu dominio.

Temos

AR S0 = I i =i =0
. TSN % —
RS0 = i e =0

Logo existe limy_,g f(x) = 0 e f é prolongavel por continuidade a 0.

Se g é o prolongamento por continuidade de f a 0, ou seja,
—e%, sex <0,
g(x) =10, sex =0,

ln#, sex > 0.

entdo g é continua em R (é continua em 0 por defini¢do, e é continua em R \ {0}
porque f €). Logo, do Teorema de Weierstrass terd maximo (e minimo) em qualquer
intervalo limitado e fechado. Em particular, em qualquer intervalo [-¢, €], com
e > 0.

Como —e+ é crescente (a exponencial é crescente, 1 é decrescente, logo ex é de-
crescente), temos para x € [—¢,0[ que g(x) < g(07) = 0. Por outro lado, lnlj?
é decrescente (o logaritmo é crescente e ﬁ é decrescente), logo para x €]0,¢],

g(x) < g(0%) = 0. Conclui-se que maXye[—¢,¢] g(x) = g(0) = 0.

Estude, quanto a continuidade em cada ponto do seu dominio, as fungdes definidas
em R\ {0} pelas férmulas:

o(x) :e_xlz, P(x) :xsem1 —cosl.
X X

Indique, justificando, se cada uma das fungdes ¢ e ¢ é prolongavel por continuidade
ao ponto 0.

Mostre que ¢ e 1 sdo fungdes limitadas.

RESOLUCAO

a)

e ¢ é dada pela composicdo de fungdes continuas nos seus dominios: a fungdo
exponencial, continua em R e —xl—z, continua em R \ {0}. Logo ¢ é continua em
R\ {0}.

¢ ) é dada pela diferenca de duas fungdes: x sen % e cos % As fungoes sen % e cos %
sdo continuas em R\ {0}, uma vez que sdo dadas pela composicdo de fung¢oes
trigonomeétricas, continuas em IR, e %, continua em R \ {0}. Logo, x sen % e Ccos %

sdo continuas em R \ {0} e 1) também o sera.
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b) ¢ e ¢ sdo prolongaveis por continuidade a 0 sse existir (em R) lim,_0@(x), e
lim,_,0 Y(x), respectivamente. Para ¢:

lir% P(x) = lime ™ = Lim e¥ = 0.
X—>

x—0 Yy——00

Logo ¢ é prolongavel por continuidade a 0. Quanto a

e lim, o xsen % = 0, uma vez que para qualquer sucessdo (x,) com x,, — 0, temos

. 1
limx,, sen — =0
Xn

por ser o produto de um infinitésimo por uma sucessdo limitada. Por outro
lado,
. 1 o~ 0 _ 1 _ 1 _ 3 —
e lim; 0 cos y ndo existe, uma vez que parax, = 3 € Yn = Gy tem-selimx, =
lim y, = 0 e lim cos xl = lim cos(2nm) = 1 e lim cos yl = lim cos((2n + 1)) = —1.
n n
Logo lim,_,0 ¢(x) ndo existe e 1) ndo é prolongédvel por continuidade ao ponto 0.
c) e @(x) >0, uma vez que a fungdo exponencial é sempre positiva. Por outro lado,
1
—% < 0, logo como a fungdo exponencial é crescente, temos ¢ 2 < e = 1.
Conclui-se que 0 < ¢(x) < 1, e ¢ é limitada.
e Para i: cos % é limitada, com —1 < cos Jl—c < 1. Quanto a xsen 31_6’ temos

1
) 1 . osen . sen
lim xsen — = lim X Y

X—+00 X X—+00 < y—0* y

e da mesma forma limxﬁ_mxsen% = 1 (alids, a fungdo é par). Logo, como

existem em IR, os limites em +o0 e —oo, existe a2 > 0 tal que ¢ é limitada em
[a, +oo[ e em | — 00, —a]. Para x € [—a, a], temos
1
xsen —
x

<|x = <a.

1
xsen —
X

Logo 1 élimitada em IR. (Alternativamente, como ¢ é prolongével por continui-
dade a 0, o Teorema de Weierstrass garante que o seu prolongamento continuo
terd maximo e minimo em [—4, 4], logo serd limitado e ¢, por consequéncia,
também.)

6. Considere a funcado f definida (no conjunto dos pontos para os quais a expressao x_iﬁ
designa um ntmero real) pela férmula f(x) = %

a) Indique, sob a forma de uma reunido de intervalos disjuntos, o dominio de f.
b) Calcule
lim f(x) lir? f(x) linln f(x).
x—1- x—1*

X—+00

c) Justificando abreviadamente a resposta, indique o contradominio de f.
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d) Dé exemplos de sucessdes (1) e (v,), de termos no dominio de f tais que (u,) e
(f(vn)) sejam convergentes e (v,) e (f(u,)) sejam divergentes.

RESOLUCAO

a) D={xeR:x>0Ax-1#0}=[0,1[ U 1, +ool.
1

28

b) lim f(x)= lim X~ lim - 0.

x—ot00 x —1 x>+ ] —
Vx
x—1
: o Ax
1 =1
i 70 = i, =
¢) CDy = f(D) = f([0,1)) U f(I1, +oo[).
o f([0,1[): se x € [0,1], entdo x —1 < 0 e assim f(x) < 0, ou seja, f([0, 1[) C] — o0, 0].
Por outrolado, como f(0) = Oelim,_,1- f(x) = —o0, e f é continua no seu dominio
(por ser o quociente de fung¢des continuas), do Teorema do Valor Intermédio
temos que ] — o0,0] C f([0, 1[). Logo, f([0, 1[) =] — o0, 0].
o f(]1,+00[): se x €]1,+00[, entdo f(x) > 0, ou seja f(]1,+oco[) C]O, +oo[. Como f
é continua em ]1, +oo[, e lim,_,1+ f(x) = +00, limy— 1 f(x) = 0, temos de novo
pelo Teorema do Valor Intermédio, que ]0, +oo[C f(]1, +oo[). Logo, f(]1, +o[) =
10, +ool.

Conclui-se que f(D) = R.

d) e (u,;) convergente com (f(u,)) divergente: qualquer sucessdo no dominio de f
com u, — 1, por exemplo, u, =1 -1 — 1e f(u,) > —oo.

K=

A0 = I

= +o00.

e (v,) divergente com (f(v,)) convergente: qualquer sucessdao no dominio de f
com v, — +09, por exemplo, u, =n — +oo e f(u,) — 0.

7. Sejam a,b € R e g :]a,b[ - R uma fungdo continua em Ja, [ tal que lim,_,, g(x) =
—lim,_,, g(x) = —co. Mostre que existe uma tinica fung¢do continua /, definida em [a, b]
e tal que
h(x) = arctg[g(x)z] , Pparax €la,bl.

Determine o seu contradominio.
RESOLUCAO

Seja ¢ :]a,b[ > R uma fungdo continua em Ja,b[, a,b € R tal que lim,_,,; g(x) =
—lim,_,, g(x) = —co. Queremos ver que existe uma tnica fun¢do continua h definida
em [a, b] tal que

h(x) = arctg[g(x)z], X €]a, bl.

Para x € ]a, b[: a funcéo h ja estd definida, de forma tnica, pela férmula acima, ou seja,
definimos h(x) = arctg[g(x)?],a < x < b.
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Para x = a, como h é continua em 4, temos necessariamente
h(a) = li te[g(x)?] = li t =
= 11m arc = l1mm arc =
x—at g g Y=+ gy 2 v

e da mesma forma

h(b) = lim arctg[g(x)z] = lim arctgy = T

x—b~ y—+oo 2

Para determinar o contradominio de /1, determinamos primeiro o contradominio de g:
uma vez que g é continua em Ja, b[ e lim,_,, g(x) = —oo, lim,_,;, g(x) = +oo, tem-se do
Teorema do Valor Intermédio que g(Ja, b[) = R. Conclui-se que o contradominio de g2
é [0, +oo[ e portanto

h(la, bl) = arctg([0, +oo[) = [0, %[

Como h(a) = h(b) = 7, temos entdo que CD;, = h([a, b]) = [O, %]

8. Sendo ¢ : [0,1] = R uma funcdo continua, mostre que:

a) Nao existe nenhuma sucessao (x,) de termos em [0, 1] tal que g(x,) = n para todo o
n € N.

b) Se existir uma sucessdo (x,) de termos em [0, 1], convergente, tal que g(x,) = % para
todo o n € IN, entdo existe c € [0,1] tal que g(c) = 0.

RESOLUCAO

a) Se existisse uma sucessdo (x,) de termos em [0, 1] tal que g(x,) = n para todo 1, entdo
lim g(x,) = +oco. Em particular, ¢ ndo seria limitada em [0, 1], o que é impossivel, do
Teorema de Weierstrass, uma vez que g é continua em [0, 1].

(Alternativamente, tomando uma subsucessao (x,) convergente de (x,) - que existe
porque x, é limitada, Teorema de Bolzano-Weierstrass - terfamos lim g(x,) = +co e
lim g(xp,) = g(lim x,,), porque g é continua. Logo g(lim x;,) = +00, 0 que é absurdo.)

b) Se (x,) de termos em [0, 1] é tal que g(x,) = % para todo n, entdo lim g(x,) = 0. Seja
limx, = ¢. Como (x;) C [0,1] e este intervalo é fechado ¢ € [0,1]. Temos entédo
lim g(x,) = g(c) e portanto g(c) = 0.

9. Mostre que a fungdo f : R — R dada por f(x) = xd(x), em que d : R — R é a fungdo de
Dirichlet (i.e, d(x) =1,se x € Qe d(x) = 0, se x € R\ Q) é apenas continua em x = 0.

RESOLUCAO
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Temos
0, sexeR\Q,

x, sex€Q.

f0) = xd(x) = {

Por defini¢do: para a # 0: existe ¢ > 0, por exemplo, ¢ = [a], tal que em qualquer
vizinhanga de a existem pontos x tais que |f(x) — f(a)| > ¢: sea € Q, toma-se x € R\ Q,
sea € R\ Q, toma-se x € Q.

Paraa = 0: |f(x) — f(0)| = [f(x)| < |x|. Logo, dado ¢ > 0, existe 6 > 0, por exemplo, 0 = ¢
tal que |x — 0] < 6 = [f(x) — f(0)| < &. Logo f é continua em 0.

Usando limites relativos a subconjuntos: para qualquer a € R temos

Iim xd(x)= lim x=a,
x—a,xeQ x—a,xeQ

Iim xd(x)= lim 0=0.
x—a,x€R\Q x—a,x€R\Q

Conclui-se que se a # 0, lim,_,; xd(x) ndo existe, e portanto f ndo é continua em a # 0.
Paraa =0,

lim xd(x)= lim Qxd(x) =0 = }Ciiréxd(x) =0=f(0)

x—0,xeQ x—0,xeR\

(jdque R =QUIRR\ Q). Logo f é continua em 0.

10. Mostre que se f : R — R é continua em a e f(a) > 0, entdo existe uma vizinhanga de g,
Ve(a), com ¢ > 0, tal que
Vyer X € Ve(a) = f(x) > 0.

RESOLUCAO
Seja f : R — R continua em g4, tal que f(a) > 0. Entdo, para qualquer 6 > 0, existe uma
vizinhanga V,(a), com ¢ > 0, tal que

x € Ve(a) = |f(x) = f(a)l <O.

Como |f(x) — f(@)l < 6 & f(a) — 6 < f(x) < f(a) + 6, tomando 6 > 0 tal que f(a) — 6 >
0 © 0 <6 < f(a), o qual existe porque f(a) > 0, temos entdo que

x € Ve(a) = f(x) > f(a)—0>0.
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