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Seja (U, ) uma carta local para uma variedade diferencidvel M de dimensdo n e ¢~! = (z!,... 2")

x
coordenadas locais associadas a carta (U, ). Seja ainda g = g;j(z)d2’ @ dz? um campo tensorial de tipo (g),
onde (g;5)(x) € Mpxn,Vz € U.
Mostremos que se a matriz (g;;) é simétrica e det(g;;) # 0 entdo g é uma métrica pseudo-Riemanniana. Se
X2, Y, € T, M entdo, da hipdtese de simetria da matriz (g;;), vem

Q(sz YI) = Gij (:L')d;ljz ® da’ (sz YI) = Gij (z)d;z:z (XI).dl‘j (Yr)
gji(w)dz? (X,).de' (Yy) = gij(2)da' (Yy).do? (X,)
= gij(z)de’ @ da? (Vy, Xy) = g(Va, Xu) VX, Y, € T M (1)
Por outro lado,
9( X0, Yy) = gij(@)de’(X,).de? (V) =0 VY, € T.M
= gij(r)dz"(X,) =0 ,Vj=1,...,n (2)
A equagao (2) é de facto um sistema de equagoes lineares que pode ser escrito na forma G.x = 0, onde G = (g;;)7
e
drt(X,)
dx™(X,)

Se det(g;;)T = det(gi;) # 0, a matriz G é nao-singular e o sistema de equagdes tem apenas a solugdo trivial
x = 0, ou seja,

de'(X,) = 0
— 2 X’“i =0
Toxk )
— XEsi=X' =0 Vi=1,...,n
= Xz =0 4)

Mostremos agora que se g é uma métrica pseudo-Riemanniana entdo (g;;) é simétrica e det(g;;) # 0. Sendo
¢ uma métrica pseudo-Riemanniana, satisfaz ¢(X,,Y:) = g(Yz, Xz) ,VX., Y, € T. M. Logo

= gij (z)da" (Yy).da? (X,) = gji(z)d:z:i(Xm).dasj (Y)
= 9ij(x) = gji(x) (5)

Por outro lado, se g é uma métrica pseudo-Riemanniana, a aplicacao linear G : T, M — T; M definida por
G(X,) = gij(x)da' (X,).do? = g;j(x) XL.da? (6)

é uma bijeccao, o que implica que Ker G = 0. Uma vez que G (a;gk) = gij(2).0%.dx7 = gy (z).dz?, a matriz
que representa a transformacao linear é exactamente

g1 - Gnl
G = R = (gi5)" (7)
9gin e 9nn



Portanto a matriz (g;;)7 é nao-singular e
det(gij) = det(gi)" #0 (8)

como se pretendia provar.
Mostremos ainda que g é uma métrica Riemanniana sse adicionalmente a matriz (g;;) é definida positiva.
Tem-se

9(Xe, Xa) = gij(w)da’ (Xo).do? (X)) = gij(x) X5 X]
git - Gin X;
= (Xp - Xp)| oo : (9)
i Gon X

ou seja, a métrica g define uma forma quadratica cuja matriz simétrica associada é (g;;). Da algebra linear,
sabemos entao que g(X,, X;) > 0,V X, (# 0) € T, M (isto é, a métrica g é Riemanniana) é equivalente a (g;;)
ser definida positiva.

Considere-se o grupo G de transformacoes afins proprias de R,
G={g:R—R|gt)=yt+zx, z,ye R, y >0} (10)
com produto dado pela composigao de fungoes.
a) Sejald = {(z,y) eR?:y >0} CR? e p : U — G definida por

o(r,y) =yt +z (11)

Entéao (¢,U) é uma carta local para G. Uma vez que a carta cobre o grupo todo, é na verdade uma carta global
e, deste modo, G adquire estrutura de variedade diferenciavel.
Sejam g, h € G com ¢(t) = yt + x, h(t) = wt + 2. Entéo

goh(t) =ylwt+2) +z = (yw)t + (x + yz) (12)
Em termos da carta global (¢,U) fica
(@,9).(z,w) = 97 (g)-07" (W) = ¢~ (g 0 h) = (x + yz,yw) (13)

(isto significa que ¢ é um homomorfismo de grupos, em que o produto em U é definido pela equagao acima).
Para mostrar que G é grupo falta verificar a existéncia de identidade e de inversa para cada elemento (uma vez
que a composigdo de fungdes satisfaz a assossiatividade).

A identidade em G é e(t) = t:

goe(t) = yt+z=g(t) (14)
eog(t) = yt+x=g() (15)
A inversa do elemento g(t) é g~1(t) = %t — &
goa™ ) = wt-T)ta=t=c) (16)
glogt) = —(yt+a)— - =t=e) (17)



Temos ainda que
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Uma vez que y > 0, a aplicacdo h.g™* é de classe C*, pelo que G (e U) é grupo de Lie.

b) Dada a forma bilinear nao-degenerada no ponto e,
(U, V), = (de @ de+dy @ dy) (U,V)

podemos construir uma métrica invariante a esquerda mediante
<U7 V>g = <(L971)* U’ (Lgil)*v>e
= (dz@dx+dy®dy) ((Ly-1), U, (Ly-1), V)

Como vimos na alinea anterior, as translaccoes esquerdas em U ~ G por g1

Lyih=g ' oh= (Z_I,E)
vy

sao definidas por

Podemos entao escrever, em coordenadas locais, o push-forward pela translaccao esquerda:

L
(L.‘]*l)* = ( 8 % ) = ;I
e portanto,
1 1
(Lg—1), U= ;U (Lg—1),V = ;V

Substituindo (24) na férmula (21), temos finalmente

1 1
(U, v, (dz @ dz + dy ® dy) (—U,—V)
y oy

— de GU) dz Gv) +dy GU) dy GV)
- %dm(U).dm(V) + %dy(U)-dy(V)
_ y—12[dx®dx+dy®dy](U7V)

(20)

(21)

(22)

(25)

Portanto, a métrica invariante & esquerda que no ponto (0,1) é dada por dz ® dx + dy ® dy é a métrica de

Poincaré.



3.

a) Seja (@, (,)) uma variedade pseudo-Riemanniana, N uma variedade diferencidvel e f : N — @ uma imersao,
isto é, uma aplicagdo de classe C™ tal que f.(p) é injectiva, V p € N. Define-se um campo tensorial de
tipo (g) em N mediante

(O VY, = (LU, £V 10 VpeN (26)
Uma vez que (,) é uma métrica em @, este campo satisfaz a propriedade de simetria:
(U V), = (LU, £V gy = (V5 1U) g = (VS U)), (27)
Se (,) é uma métrica Riemanniana, entao satisfaz
(Xg, Xq) >0 V Xy(#0) € T,Q (28)
Mas sendo f.(p) é injectiva (Ker f. =0) temos

<<UaU>>p = <f*U;f*U>f(p)>0 Vf*U(?éO)GITf(p)Q
oy, =0 —  fU=0 — U=0 (29)

Portanto ((,)) é definida positiva.

Provamos agora que se ({,)) é definida positiva entdo é nao-degenerada, ou equivalentemente, se ((,)) é
degenerada entdo nao é definida positiva. A aplicacdo ({,)) ser degenerada significa que existe (pelo menos) um
vector diferente de zero, U, € T),N, tal que

<<Upv Vp>> =0 v Vp € TPN (30)

Particularizando para V,, = U, obtemos ((Up, Up)) = 0 com U, # 0. Logo ((,)) nao é definida positiva.
Portanto, a forma bilinear induzida em N é simétrica, ndo-degenerada e definida positiva, pelo que (N, ((,)))
é uma variedade Riemanniana.

b) Consideremos a variedade pseudo-Riemanniana (R?, (,)) com a métrica de Minkowski:

() =—dt®dt +dx®dx (31)

Verifiquemos que (,) é de facto uma métrica pseudo-Riemanniana:

(X,Y) = (—dt®@dt+de®dz)(X,Y)=—dt(X).dt(Y)+ de(X).dz(Y)
—dt(Y).dt(X) + dz(Y).dz(X) = (—dt ® dt + dz @ dx)(Y, X)
(Y, X) VY X,Y € x(R?) (32)
(X,Y) = —dt(X).dt(Y)+de(X)de(Y)=0 VY €x(R?
{ParaY:ai: = dz(X) =0 = X*=0
ParaY =2 : =  d(X)=0 =  X'=0
t a x a _
= X=Xle + X7 =0 (33)

Consideremos agora o conjunto N = {(t,z) € R? : t = 2} C R?. Este conjunto é uma variedade diferencidvel
de dimensao 1, sendo (¢, R) uma carta global com ¢ : R — N definida por

o(x) = (v,2) (34)
Seja entdo f : N — R? a inclusdo de N em R2,
ft,z) = (t,x) (35)
Uma vez que
D(fo<p)<i) - Ker D(fop)=0 (36)



concluimos que o push-forward, f., é uma aplicagdo injectiva. Por outro lado, a aplicagdo f : N — f(N) é
simplesmente a aplicacao identidade e portanto é trivialmente um homeomorfismo com a topologia induzida
por R2. Logo f é um mergulho e N é uma subvariedade mergulhada em R?2.

Neste caso, a forma bilinear induzida em N é degenerada:

(X.Y) = (fX,LY) = —dt(f.X).d(£.Y) + da(f.X).de(f.Y)
0 0 0 0
= —dt <X& + X%> At <Ya + Y%> +
0 0 0 0]
= —XY+XY =0 ¥V X,Y € x(N) (37)

Pretende-se definir uma conexdo afim em R* com coordenadas (,z,y, z) cujas geodésicas sejam as solucdes
das equacoes de movimento de uma particula em queda livre
d?z? oo}

dee o (38)

onde 2° = ¢, 2! =z, 22 = y, 22 = 2. Uma conex?o afim é totalmente definida pelos simbolos de Christoffel
através de 9 9

- == 7:_ -
927 Ok L Oxt (39)
pelo que basta dar os 43 = 64 simbolos 1";  que definem a conexao afim.

A equagao da geodésica escreve-se, em coordenadas locais, do seguinte modo:

\Y

2£Ei . CL‘j .I'k
0 (5) + Dl (1(5), 209), (5), 2(5)) () () = 0 (10)

Uma vez que nas equagoes de movimento da particula em queda livre surgem derivadas de segunda ordem em
relagdo a t, o caminho natural a seguir é fazer com que t seja uma funcao linear do parametro s. Definimos
entao os seguintes simbolos de Christoffel:

. ¢ R
Lo=1Q oa s€J= k’/—_o (41)
J 0 caso contrario
As quatro equacgoes da geodésica sdo entao
£t
ds?
Pz | 9¢ (di\2 _
o o () =0 (42)
dy | 9¢ (ﬂf —
dSZ Oy \ds )
&z 4 09 (dt
ds? + 0z (ds) -
Da primeira equacao, temos que % = a, sendo a uma constante. Substituindo este resultado nas outras trés
equagoes obtemos, como pretendido,
d?z (dt)? ) d? 2 d? 2
e () o = a’igf +a’5; =0 =g
Ty (4) +a22—$:0 = aQ%Jran—‘;:O = %:72—‘5 (43)
d?z (dt\2 200 _ 2d%2 20¢ _ &z _ 09
@ (3) +a’5 =0 a*gr ta'g =0 &~ oz



5. Seja V um espago vectorial real de dimensao n e (,) uma forma bilinear, simétrica, ndo-degenerada em V.
a) Pretende-se mostrar que V3 = V possui sempre uma base {E1, ..., E,} ortonormada em relagao a (,).

Comecemos por notar que nao pode acontecer serem todos os vectores de V nulos. Se assim fosse teriamos

X+Y,X4Y)—(X,X)—(Y,Y)

oy = .

=0 VX, YeV (44)

contrariando a hipé6tese de (,) ser ndo-degenerada.
Seja entao E{ um vector nao nulo de V. Obtemos um vector normado mediante
EI
E, = % (45)
[(E1, B

Se dim V' =1 o processo para obtenc¢do de uma base ortonormal acaba aqui e a base é simplesmente {FE1 }.
Estudemos agora o caso dim V' > 2. Considere-se agora o conjunto Vo = {X € V; : (F1, X) = 0}. Uma vez

que {,) é bilinear, temos
{ X, YV, = X+YeWw,

XeVyaeR o aX € Vo (46)

e portanto Vo é subespago vectorial de V4. De facto, Vo = Ker (FE1,-), e atendendo a que a caracteristica da
aplicagdo linear (Fy,-) é 1 (porque E; # 0) temos que

dim V5 = nulidade = dim Vi — caracteristica = dim V; — 1 (47)

portanto dim V5 > 1 e existem vectores em V5 para além do zero.
Mostremos que também nao pode acontecer serem todos os vectores de V5 nulos. Suponhamos que podiam
ser todos nulos. Entao, como anteriormente,

(X,Y)=0 VX Yel (48)

Seja Z € V. Verifica-se facilmente que o vector Z — (Z, E1) E; pertence a Va. Portanto, Z pode ser decomposto
na soma de um vector pertencente a V5 com um vector pertencente ao espago gerado por F1, na seguinte formas:

Z=(Z—(Z,E\)E) + (2, E\) Ey (49)
Entao
(X,Z) = (X,Z—(Z,E) E1)+ (X, E)(Z, E)
— 040(ZE)=0 VXeVZeV (50)

contrariando novamente a hipétese de (, ) ser ndo-degenerada. Seja entdo E% um vector ndo nulo de V2. Obtemos

outro vector normado através de ,
E
2

Ey= ————— (51)
|[(E3, E5)
Repetindo este processo n vezes (até que dim V;, = 1), obtemos, por construgéo, um conjunto ortonormado
de n vectores, {E1, ..., E,}. Este conjunto é linearmente independente:
aFEi+ - +cepE,=0 (52)

Suponha-se que ¢, # 0. Entao
abi+-+e1En

E,=—- 53
\ - (53)
(Bn,E;) =0 = ¢ =0 ViZn =— FE,=0 (54)
donde se conclui que tem que ser ¢, = 0. Do mesmo modo se mostra que ¢; =0 Vi =1,...n, ficando provado
que {E1,...,E,} é linearmente independente. Sendo este conjunto constituido por n = dimV elementos,
imediatamente concluimos que {E1,..., E,} é uma base ortonormada em relagao a {, ).



b) O método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt baseia-se na escolha de uma qualquer base para V', {e1, ..., e, },
e na aplicagao do seguinte método iterativo, que consiste em retirar as projeccoes dos vectores determi-

nados anteriormente:

E1 = € (55)
i—1

eZaEk
E, = 56
; Ek,Ek (56)

Se (,) ndo é definida positiva, o método de Gram-Schmidt em geral ndo funciona porque (dependendo
da escolha inicial da base{es,...,e,}) pode acontecer numa iteragdo obtermos um vector E; # 0 tal que
(Ey, By = 0 de modo a que ndo possa ser aplicada a férmula de Gram-Schmidt.

6.
Seja @ uma variedade diferencidvel de dimensio n e V uma conexdo afim em Q. Seja (x!,...,2") um
sistema de coordenadas locais. Nessas coordenadas temos
. 0 .0
X =X"— Y=Y — 57
okl oz’ (57)
QY 0X'\ 0
XY =|X'—-Y'— . 58
X, Y] ( I i ) dx? (58)
) 0
— . iz i J
VxY leﬁ (Y 8zj) X V (Y 8zi)
[oY7 0 - 0
- XZ iy J =
{ ox* OxJ bt 6363]
0Y7 0 0
= X'—— —— 4 X'YITE — 59
ozt 0 i gt (59)
donde
QY 0X'\ 0
X, Y] - Y X = ([X'— -Y'— .
(X, Y] = VxY +Vy ( oxJ oxJ ) oxt
,0Y7 0 0
— — X'YITY, —
ozt OxJ 9 Ok
0X7 0
Y’ — +YIXITE
e aar T i1 9k
o 9
i k k
= Y'X7 (I3 - T5) 9ok (60)
Por definigao, V é simétrica quando satisfaz
[X,Y]=VxY —VyX VXY € x(Q) (61)
Logo, V é simétrica sse em qualquer sistema de coodenadas locais se tem
ri-1h=0 <« T5L=T% (ijk=1...,n) (62)



7. Seja (@, (,)) uma variedade pseudo-Riemanniana, ¢ : I — @ uma curva C* e E a energia de ¢ em [a,b] C I
b1
B.= [ . d (63)

Provemos que, se ¢ é uma geodésica da conexao de Levi-Civita, entdao ¢ é um ponto critico da energia. Seja
v: I x]—=1,1] — @Q uma variagdo de ¢ em [a,b], v = 7(t, ). Entéo, usando a compatibilidade da conexao
(de Levi-Civita) com a métrica e a simetria da métrica,

- [ [ H(BA) (e
[ {#a)a

Antes de prosseguir, mostremos que tem lugar a igualdade % = % ( ) Se v(t,a) = yi(t, @) 62“
Dy D (dy\ 9o D (9N _ 9o o)
da  da (8t) - OJa Oxt Ty Oa ((’hl) ~ Ja 02t T Ve Oz’
L 00 0P (0N 030 0w, 0
 da Oxt v da 57 \ 02t ) Oa Ozt v da 7' Oxk
0%yt 0 oyt oyl . 0
= a0ior ' 0t 0o |V 0at (65)
D @ _ %yt 0 +8yi2 J\ 0%yt 0 +8yi v. 0
ot \ O  Otda Ozt Oda Ot \Oxi)  Otdadxt  da 7\ Oxt
L0 o (OO0 oo, 0
T Otdadrt | da Ot e \Oxi)  0tdadr | Oa Ot I oxk

B 0%yt 0 Ayt oyl . 0 Dy
= 9a0iow T 9t 9a 9o ~ Ba (66)

Na tltima igualdade usou-se a simetria da conexao de Levi-Civita, que é equivalente a Ffj = Ffi.
Fazendo uso da identidade provada e da compatibilidade da conexao temos

687, _ 67,+07D7 ﬁ,_i_afyDy
ot \oa'" ot \oa )" da’ ot 9o’ da’ ot
Dy \N_9 /Oy, 9y Dy
A <aa’7>at<aa’7> <aa at> (67)
Substituindo este resultado na expressao (64) obtemos
dE, /D5 B b(d 87, Oy Dy
Ao /a<a—w>d’f—/ at\aa ) \oa ot ) J
 \1° oy Dy
()], [ (o) o

Usando finalmente a hipdtese de « ser uma variacao de ¢, e portanto g—l(a) = 32(b) = 0, concluimos que, se ¢

é uma geodésica (W) entao é ponto critico da energia:

dd%(o):*/a <gz(0) at>dt0 (69)

Mostremos agora a implicacao inversa, ou seja, que se ¢ é ponto critico da energia (ou equivalentemente, se
¢ verifica as equagoes de Euler-Lagrange) entao ¢ é geodésica da conexao de Levi-Civita. A Lagrangeana & qual

estd associada a energia é neste caso
1,. . 1.,../ 0 0
L:—<C,C>:§ISC <@,W (70)




e temos por hipotese que

d (0L\ oL oL .. L . 0L
—_ - —_ = n -7 - ) — — = 1
(aa‘sz) R T P e R (71)

Calculemos cada uma das parcelas:

PL 0

J —

rioE . 0@

) k
)5&]’:<%,£i>ij (72)
)

0*L 7= i 9 lxlzk i i i
07 0zt 927 \ 9t \ 2 ozl Ozk
_ O (w2 O N9 [0 9N
T Oxd oz!’ Ozt 97 \ Ozl Ozt
o 0 0 0 ,
_ s s gl
{<Vﬁazl’ 8zi> * <azl’vﬁaxz>}x .
0 0 0 0
_ k gl L J 5l
Jl<al.k’az>xx+Fﬂ<axl’azk>$$ (73)
oL o (1,,/0 0 1,,0 /8 8
= = (e A == (
ox? ozt \ 2 oxl’ Oxk 2 i\ 9zl Oxk

e
e o 0 9 a
= i {<V(W 920 Bk + 92l V %
Y A A S Y 9
B szf <8xj’6xk 2"

; 0 0
_ 1 kd
= a'z"Iy <8x3 8xk> (74)

?r'
=
=&,
B
S

. 2 . g ’
Somando tudo (e trocando indices) notamos que g wLZ anula o segundo termo de %xﬂ e obtém-se por fim

YA Y B
i <—8zj’8zi>+l—‘ﬂx]x <—axk,—axi> = 0 <=
a 0

E Qj’j +Fkl:b SC =0 (76)

Esta é a equagao da geodésica em coordenadas locais. Logo ¢ é geodésica da conexao de Levi-Civita.



8. Considere-se a métrica de Poincaré

1
ds* = E(dIQ + dy?) (77)
no semiplano superior @ = {(x,y) € R? : y > 0}. Pretende-se determinar todas as geodésicas desta

métrica.

Seja ¢ : I — @, com c(t) = (x(t),y(t)). O problema anterior garante que as geodésicas sdo os pontos
criticos da energia, que se escreve, neste caso, utilizando a métrica:

b1 b11 ) g .0 d
E = /—(é(t),é(t))dt:/ 5—2(das®d:z:+dy®dy) <:'c—+y—,:'c—+y—)dt

2 Y Or dy Oz oy
b
11
= ——(x +9?)dt (78)
/a 2y?
Portanto, ¢ é um ponto critico da acgao correspondente ao Lagrangeano L = ——(:I: +9 ) e consequentemente

satisfaz as equagoes de Euler-Lagrange (as quais foram efectuadas na aula teorlca)

R0 = E(F)-0 = a-fa=o 19
(%) -%=0 = g+i-T=o0
A primeira equacao pode ser integrada, obtendo-se
& =ky’ (80)

Substituindo esta expressao na segunda equacao de Euler-Lagrange ficamos com uma equagao diferencial em y:
92
j—=—+ky> =0 (81)
Y
Antes de mais, analisemos o caso k = 0. Temos entao

{ =0 = z(t) = cte (2)

-2
i — y? =0 = y(t) = cte.et
ou seja, as rectas verticais sao geodésicas da métrica de Poincaré.
o)

Consideremos agora o caso k # 0. Seja «(t) o angulo definido pelos vectores ¢(t) e - (na métrica de
Poincaré). Entao

é(t), 2 L
cosa(t) = < (1/)2 6z6> oN1/2 1 'y; 51 2.2 (83)
@t ) (&, &))" VBT Vit
Mostremos que y~! cos a é constante sobre uma, geodésica. Escrevendo
cosa 1 T T Y
- = (51)

e atendendo a que é constante sobre uma geodésica (resultado obtido das equagoes de Euler-Lagrange) temos

Yy oy \JiZ+ 2

= [54% + §° — yai — yyi] (85)

/52 y2m+2yy
d (cosa) iy % + g 2 Jir4y? T
2

dt y _y 22 + 92 (z2+y)3/2

Substituindo & = ky? e & = 2kyy, fazendo algumas simplificagoes (e notando que a expressdao que surge entre
paréntesis rectos é identicamente nula pela segunda equagao de Euler-Lagrange) obtém-se finalmente

d (cosa) —Ty e 2 3|
7 (V) mr e 0

cosa(t) = c'.y(t) = R.y(t) (87)

Portanto

10



Usando este resultado,

sina V1= cos? B \/171122y2
cosa Ccos & N Ry

gztana:
T

Substituindo novamente & = ky? ficamos com uma equacio diferencial de primeira ordem para y:

y= ny/l — R?y? (89)

R
Pretendemos finalmente obter a solucdo para y(t). Integrando a equagao anterior, temos
y k 1 k
= /#dt: —dt = /7@: —t 4 ct®
yy/1 — R?y? R yy/1 — R?y? R
) k te ) Ly
= In| ———|=—t+c = ———— =[x
<1+\/1R2y2> R 14+ +/1— R2%y?
Qﬁe%t
= y(t) = — 77 ,8>0 (90)
1+ 32R2e?rt
Podemos obter a solugao para x(t) integrando a expressao & = ky2. Obtém-se
2
z(t) = — +C (91)

R (1 +,32R262%t)

Neste momento temos a parametrizagao das geodésicas. Para obter as trajectérias das geodésicas notamos
que

w0 (c-2)] wor = | :

R R<1+62R262%t)

: 2
23.e Tt
1+ /32R262%t

[(1 + 52R262%t) B 2}2 n {QﬁR,e%t}Q 1
) R? (1 + 523262§t)2 R (92)

Logo as geodésicas que nao sao rectas verticais sao circunferéncias de raio % centradas nos pontos (C — %, 0).
Dito de outra maneira, as geodésicas da métrica de Poincaré sao circunferéncias cujo centro se encontra sobre
a recta y = 0 (possivelmente no infinito).

J& vimos o que representam as constantes de integracdo R e C'As outras duas contantes de integragao, k e
B3, ndo tém qualquer influéncia na trajectéria (como ficou provado), apenas definem diferentes parametrizagoes

das geodésicas.

Figure 1: Geodésicas na métrica de Poincaré

Mostremos agora que por dois pontos distintos (a e b) do semi-plano de Poincaré @ passa uma e apenas uma
geodésica. Se os dois pontos dados estiverem na mesma vertical, isto é, a = (ag, ay) € b = (bg, by) com a, = by,
é 6bvio que a tnica geodésica que contém a e b é a recta z = a, (com y > 0). Consideremos entdo que a, # b,.
Sabemos que as geodésicas sao circunferéncias com centro sobre a recta y = 0, portanto se existir geodésica que
contenha a e b tem que satisfazer

(az —x)* + af} = (by —2)*+ bf/ =
a§—2amx+m2+a§ = bi—szx—i—xQ—i—bz =
(a2 +al)— (b2 +b)) = 2x(ap—by) (93)
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lla|l®—[l6]1*
2(az—bs)
univocamente uma geodésica que passa por a e b.

Um exemplo de uma variedade Riemanniana que contém dois pontos pelos quais nao passa nenhuma
geodésica obtém-se facilmente das consideracoes anteriores: escolham-se quaisquer dois pontos distintos, a e
b, do semi-plano de Poincaré. Provamos antes que existe uma unica geodésica que os contém. Seja entao p um
ponto pertencente & geodésica e que se situe entre os dois pontos escolhidos. Entdo (Q \{p},(,)), onde (,) é a
restrigdo da métrica de Poincaré a Q \{p}, é uma variedade Riemanniana tal que nio existe nenhuma geodésica
que passe por a e b.

Para construir um exemplo de uma variedade Riemanniana que contém dois pontos pelos quais passam
infinitas geodésicas consideremos a variedade S2, a carta 1 :]0, 7[x]0, 2r[— S? definida por

lal®=16l2

e portanto, r = ou seja, a geodésica tem que ter o centro em (T—b)’ ) Determinamos assim
T T

¥(0, ) = (sind cos p, sin O sin ¢, cos ) (94)
e a seguinte métrica em S2:
ds® = df? + sin® 0 dip? = g(-,-) = df @ df + sin® 0 dp @ dyp (95)

Entao os simbolos de Christoffel sao todos nulos excepto

I‘Zw = —sinfcosf Ig, =Tl = (96)

e as equagoes da geodésica reduzem-se simplesmente a

0 —sinfcosf (p)* =0
¢+2c0509¢ =0

sin 6

(97)

Procuremos solucoes que satisfacam ¢ = c*¢. Com esta condicio a segunda equacao é automaticamente verifi-
cada e a primeira equacao escreve-se

6=0 — 0=at+0 (98)

Portanto rectas com ¢ = c*¢ e 0 = ', em coordenadas da carta, sio geodésicas. Estas curvas sao exactamente
os merideanos, circulos maximos que passam pelos dois pélos. Uma vez que existem infinitos merideanos (estao
em bijeccdo com o intervalo [0, 27[), construimos assim uma variedade Riemanniana com infinitas geodésicas
que passam por dois pontos.

Figure 2: As geodésicas da esfera que passam pelos pélos sdo os meridianos

9. Seja (Q, (,)) uma variedade pseudo-Riemanniana e ¢ : I — @ uma curva de classe C'°°Considere-se a fungao
L :T@ — R dada por
L(vp) = | (g, )" (99)

e a fungao Lagrangeana que se obtém por restri¢ao ao fibrado dos vectores ndao-nulos, L : TQ \ NQ — R.
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a) A hipdtese de ¢ ser uma geodésica é equivalente a % =0.

Basta mostrar que L(¢(t)) ndo depende do pardmetro t, para é¢(t) € TQ\ NQ:

Ao L a2 L 1) E0))]
= (L(e(1))) = e(t). é()| 5 o0, S
_ gewmen] o KEal
2((e(t), ) ), et
= L(&(t)) = c'* (100)

Assim, concluimos que o levantamento de uma geodésica ou néo intersecta o fibrado dos vectores nulos (se

L(¢(t)) # 0) ou estd contido nele (se L(é(t)) = 0).

b) Seja ¢ uma geodésica nao nula, isto é, ¢ ¢ NQ.

Entao, usando como na alinea anterior que % (¢,¢) =0, obtemos

i oL _aL _ i 0 . .12 _i .o 1/2
t(ag'si) ori t(8¢i|<c’c>| ) g 116

_d (155 1@al) 1z 1)l

dt\2 e ) 2o

! {aéu_,._>|3.éj+a2|<_c',g>_>|¢j_a|<cp¢>|}
2|(¢,e)|V/? | 02903 021 Oz dz’

QU

(101)

Como vimos no problema 7., a expressao contida entre paréntesis origina o primeiro membro da equagao da
geodésica e portanto c satisfaz as equagoes de Euler-Lagrange:

d (0L oL 1 ; ;
G oLy _ oL L fe piaiae) 102
n ((%Z) o’ 9, C>|1/2 {m +lpTe } 0 (102)

Logo ¢ é um ponto critico da acgao associada ao Lagrangeano L,
b
S= / (6, ) V2 dt (103)
a

que é neste caso o comprimento de arco.

¢) Como se viu anteriormente, se ¢ é geodésica,

jt< &) = 2<§f '>0 (104)

Mais ainda, se ¢ é uma geodésica ndo-nula, entao (¢,¢) =k # 0 . O comprimento de arco é dado por

/ [(é(s), ()12 ds = /TRI(E — to) (105)

e sendo k # 0, podemos inverter a relacao e verificar que o parametro ¢t da geodésica é uma funcao afim do

comprimento de arco:
t

1
_\/m to

[(é(s), e(s)) ]2 ds + 1 (106)
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d) Seja t — ¢(t) uma parametrizacao da curva ¢ e s — s(t) uma mudanga de pardmetro, portanto uma

aplicacao bijectiva e diferencidvel, que preserve o sentido em que o caminho é percorrido, isto é, ‘Cilf >0. A

aplicagdo t — c o s(t) é uma reparametrizacao da curva c e pelo teorema da mudanga de varigvel temos

/(()) (Scos). 2eos))
_ /((:’) (GeGF0. LemF0)
- [ <%<s<t>>%<s<t>>> "

b
/a <% dc> ds —/ (e, &)|/2 dt (107)

ou seja, o comprimento de arco é invariante por mudanca de parametro.

1/2
dt

1/2
dt

ds
—\|dt
dt

e) Seja ¢(t) uma parametrizacao de uma curva cujo levantamento estd contido em 7T'Q \ N@. A alinea anterior
diz-nos que uma mudanga de parametro nao afecta o comprimento de arco.

Vejamos que é possivel fazer uma mudanca de parametro de modo a que a norma do levantamento seja
constante, igual a 1. Considere-se uma mudanca de parametro dada por s(t). Pela regra da derivagao composta

temos entao de d g g .0
c dc t t ¢, ¢
=N = 22 1
<ds7 ds> <ds " ds > (E)Q (108)
dt

Se escolhermos s(t) de modo a que

ds —
= = VI (109)
obtemos uma parametrizagao de c tal que <filc, filg> = 1. (Uma vez que o levantamento esta contido em TQ \ NQ,

(¢, ¢) nunca se anula e a equacao diferencial acima tem solugao diferencidvel para todo o t).
Sabemos que ser ponto critico é equivalente a satisfazer as equagoes de Euler-Lagrange e para estas podemos

considerar como Lagrangeano a funcao integranda (no comprimento de arco) que se obtém depois da mudanga

de pardmetro. Assim, efectuando célculos semelhantes aos da alinea b) mas considerando agora ¢ = %, temos

d (0L oL _ d 9 . .12 9 . .12
_s(aﬁm‘) T o0 ds (a¢i|<c’c>| ) oz .4l

_ 4 (1%“& é>|> 1 14,4
ds\2 16,917 ) 2 (o2
_ 1 {3 (¢, 45, O |<c,c>|ij_a|<c,c)|}

2|(¢,¢)|V/? | 02903 021 O dz’
1 { i i1k
= —— ¥+ i } =0
2((¢, ¢)]"/* "
= il + T alah =0 (110)

ou seja, a reparametrizacao definida da curva ¢ é uma geodésica.

f) Seja y(t, @) uma qualquer variagdo da curva c(t) em TQ\ NQ. Se o comprimento de ¢ é < (ou >) que o
comprimento de qualquer outra curva nas mesmas codigbes unindo os pontos c(a) e ¢(b) entdo o compri-
mento de v(¢,0) é < (ou >) que o comprimento (¢, a), Vo € [—1, 1]. Sendo, por definigdo de variagao,
uma aplicagao de classe C*°, o comprimento de arco

b
- / |Gyt o), 4t @) /2 dt (111)
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¢ também de classe C°°. Portanto .

do

ou seja, ¢ é um ponto critico do comprimento de arco. Se o levantamento de ¢ estd contido em T'Q \ NQ entao,
pela alinea anterior, podemos concluir que existe uma reparametrizacao da curva que é uma geodésica nao-nula.

(0) =0 (112)

g) Considere-se R? com a métrica euclideana ds? = dz? + dy? e a seguinte familia de curvas seccionalmente
regulares unindo (0,0) a (0, 1):

Rt% se t€[0,1/4]
crit)={ Hgm+2(t—1) &  se te[l/4,3/4] (113)
RA-t)& + & se t € [3/4,1]

O comprimento da curva cg é dado por

1 1/2 1/4 1/2 3/4 1/2
/|<eR,eR>|/ it = / em, ér)]Y dt+// em, é)[M/2 di +
0 0 1/4

1
+/ er, ér)|M? dt
3/4

1/4 3/4 1 |R|
= / |R| dt+/ 2dt+/ |R|dt = — +1 (114)
0 1/4 3/4 2

Portanto podemos construir uma curva unindo (0,0) a (0,1) com comprimento de arco tao grande quanto se
queira, logo ndo existe curva de comprimento méximo. (Se exigirmos que a curva seja de classe C'*°, podemos
7arredondar” os cantos das curvas cg de modo que o novo comprimento de arco esteja tao préximo quanto se
queira de @ +1)

h) Considere-se R? com a métrica de Minkowski ds? = —dt? + dx?. Verifiquemos primeiro que um caminho
situado sobre o cone de luz tem comprimento nulo:

0 0
c(s) = (As—l—B)a—l—(As—C)%
— (¢ = (—dt@dt +dr@dx) (¢,¢) = —A2 + A2 =0
b
— [ eoas=o (115)
Portanto a curva 5 5 0.1/2]
_ ) sy tsas se s€(0,1/2
o(s) { s% +(1- s)a% se s €[1/2,1] (116)

tem comprimento de arco nulo. No entanto, ¢ nao é uma curva de classe C*°. Podemos, contudo, ”arredondar”
o canto e obter uma curva regular cujo comprimento é tao pequeno quanto se queira. Para ficar provado que
nao existe uma curva regular que una (0,0) a (0,1) de comprimento minimo, falta provar que nenhuma curva
regular unindo (0,0) a (0, 1) pode ter comprimento nulo. De facto, para ter comprimento nulo a curva tem que
satisfazer (¢,¢) = 0, o que significa que a curva tem que se situar sobre o cone de luz. Mas para unir os pontos
(0,0) e (0,1), é preciso percorrer duas diagonais o que implica que a curva nao é regular. Fica assim provado o
resultado pretendido.

10. Considere-se a esfera $3 = {(z,w) € C2 : 2> 4+ |w|> = 1} e os planos 7o = {(z,w) € C2 : 2 = 0} e
o = {(z,w) € C?* : w = az , a € C}. As intersecgoes S® N T € S% N T, sdo subconjuntos de C2
(dimg C? = 4) definidos por trés condigoes reais independentes, pelo que as interseccdes tém dimensio
real 1, ou seja, sao curvas.
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Mostremos primeiro que as curvas que se obtém por interseccido de S® com os planos nao se intersectam
entre si. Note-se que a intersec¢do de 7o, com 7, é apenas o conjunto {(0,0)}:

Moo NTa ={(z,w) €C?*:2=0 Aw=az , a € C} ={(0,0)} (117)
Portanto
(S]N7o) N (SP N e) = SN (e N7e) = S2N{(0,0)} =@ (118)

Do mesmo modo, se oy # aa,
Moy NTay = {(z,0) €C? 1w =1z Aw = azz} = {(0,0)} (119)

donde
(83N 70,) N(S3N7y,) =520 (e, NTay) = S2N{(0,0)} =@ (120)

Concluimos assim que os paralelos de Clifford nao se intersectam.

Mostremos agora que a intersecgao S3 N7, = ¢ é uma geodésica de S3 (com a métrica usual). Adoptemos
coordenadas esféricas em S3:

Re(z) = sinfsin g cosé

Im(z) = sinfsin psin

Re(w) = sinf cos ¢ (121)
Im(w) = cos@
A métrica usual em S3 escreve-se entao
ds?® = db? + sin? 0 dp? + sin? @ sin? o de> (122)
Uma parametrizacao para c é entao a seguinte:
ct) = (0t),0(t),&(t) = (¢,0,0)
== ¢(t) = (1,0,0) (123)

Ja vimos, no problema 7., que ¢ é geodésica sse é ponto critico da energia e isto equivale as equagoes de

Euler-Lagrange para o Lagrangeano = (¢,¢). Portanto, para ¢ ser geodésica, basta verificar as equagoes de

2
Euler-Lagrange:

L= L (¢,¢) = l(92 + 1 sin® 0 ¢? + 1 sin? fsin? ¢ €2 (124)
2 2 2 2
a(omy o
dt \ 96 o0
< 6 —sinfcosh ¢> —sinfhcosfsin®p £2 =0 (125)
sy
dt \ 0¢ Oy
< 2sinfcosf 0 +sin®0 @ —sin®fsingpcosp £2 =0 (126)
a (3_L) _oL
dt \ o¢ o€
< 20sin0sin® ¢ £ +sin? 0 2psinp € +sin?fsin® o £ =0 (127)
De facto, c(t) = (0(¢),¢(t),£(t)) = (t,0,0) satisfaz trivialmente as trés equagbes acima e portanto é uma

geodésica de S3.
Naturalmente a esfera S3 tem simetria esférica pel d S3N fi
pelo que podemos escrever uma curva To Na forma
S2 N 7o se utilizarmos uma mudanca de coordenas. Uma vez que ja provamos que S N 7o, é uma geodésica,
fica provado que todas as curvas S N7, sdo geodésicas S3.
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