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II1.

Enunciado

Considere dois subconjuntos de R, A e B, em que:

T 2T
A—{senx.xé [Z’?}}

e B é o conjunto dos termos da sucessao das somas parciais da série Y .- % Isto é, B é o
. ~ n 1 )
conjunto dos termos da sucessao S, = > ;-

Escreva o conjunto A na forma de um intervalo ou reuniao de intervalos.
Determine, se existirem, o supremo, infimo, méximo e minimo dos conjuntos A\ Q e B.

Decida se as seguintes proposicoes sao verdadeiras ou falsas, justificando apropriadamente
(demonstre ou dé um exemplo, conforme adequado).

i) Qualquer sucessao de termos no intervalo [0, 1[, convergente, tende para um ntmero
real pertencente a esse intervalo.

ii) Se (y,) ¢ uma sucessao de termos reais, entao a sucessao (arctg(y,)) possui pelo menos
uma subsucessao convergente.

iii) Se uma sucessdo de termos em B é convergente entao existe uma ordem a partir da
qual todos os termos sao iguais.

. Estude a natureza (convergéncia simples, absoluta ou divergéncia) das seguintes séries e

calcule a soma de uma delas:

) n°+om—1 b) Z(_l)n N ) Z . (log ("T) Q) Z(_l)n e

4 _
£~ n* —nsenn o n)log (n + 2) ——

. Determine para que valores de x € R a seguinte série de poténcias converge absolutamente,

simplesmente ou diverge:

Z cos(1/n)(3z — 1)".



I1I.

IV.

VI.

Considere, para cada n € N, fungdes a, : R — R tais que a série Y |a,(x)| converge uniforme-
mente e uma sucessao (b, )nen tal que a série > b, — b,_; converge. Mostre que a série

Z bnay,(x)

define uma funcao continua em R.

O 2° Teste comega aqui.

Considere duas fungoes f, g : R — R diferenciaveis em R e uma funcao h : R — R definida por

h(x) = f(arctg(g(x))).

a) Justifique que h é diferenciavel em R e determine A'(z).

b) Sabendo que f'(y) < 0 paray € |—2,2[ e ¢'(x) < 0 para x € R mostre que h é crescente em
R.

Seja f : R — R definida por

azel 1 sex >0
fla) =4,
z* + 3x + 2log(l —z), sex <0,

em que « é uma constante real.

a) Determine o sabendo que f tem derivada finita em = = 0 (se nao conseguir resolver esta
questao, use a = 5 nas alineas seguintes).

b) Calcule lim,, o f(x), lim,_ ;o f(x).

¢) Estude f quanto a diferenciabilidade e determine f’ nos pontos em que existir.

d) Estude f quanto a existéncia de extremos e intervalos de monotonia.
)

e) Determine o contradominio de f.

Considere ¢ : R — R diferenciavel verificando ¢(x) > |z| para todo o z € R. Seja A € |—1,1].

a) Calcule
Jim 6(r) — 6(0) ~ 1= Al lim_o(x) ~ 6(0) ~ 1~ Ale].

b) Mostre que a funcao gx(z) = ¢(x) — #(0) — 1 — A|z| possui pelo menos dois zeros distintos.

¢) Mostre que o contradominio de ¢’ contém o intervalo |—1, 1].



2 Solucao

I. a) Observando que a fungao continua sen é crescente em [r/4, /2], decrescente em [r/2, 27 /3],
sen(2m/3) = v/3/2 > v/2/2 = sen(n/4) e sen(n/2) = 1 obtemos que A = [v/2/2, 1].

b) Notamos que v/2 / 2 Q’ Q e que a sucessao de somas parciais da série definindo B é crescente
com Sy =1ed %L =1imS, =e. Daf que

infA=minA = \/5/2, sup A =1, max A nao existe,

inf B=minB =1, sup B = e, max B nao existe .

c) 1) A proposigao é falsa porque, por exemplo, a sucessao definida por a,, = 1 — % tem todos
os seus termos no intervalo [0, 1], é convergente e o seu limite é 1 ¢ [0, 1].

ii) A proposicao é verdadeira pois como arctg é uma fungao limitada a sucessao (arctg(yy,))
também ¢é limitada e pelo teorema de Bolzano-Weierstrass possui pelo menos uma
subsucessao convergente.

iii) A proposigao é falsa pois, por exemplo, a sucessao (.S,) é convergente para e e todos
os seus termos sao distintos.

II. 1. a) Notamos que todos os termos da série sdo positivos donde convergéncia correspondera
a convergéncia absoluta. Como

n245n—1 4 3 2 5 1
. wiopsenn  q. MO AOMS—nt 142 -5
=5 n* —nsenn 1 —=25
n?4+5n—1

obtemos que Y7 ¢ da mesma natureza que ) -5 e portanto é convergente.

n=2 n*—nsenn
b) Como o termo geral da série ndo converge para 0 (de facto |[(—1)"n| = n — +o0)

obtemos que Y (—1)"n é divergente.
¢) Como

i log (2£2) 1 1
log log n+2) logn log(n+2)

trata-se de uma série de Mengoli da forma Z Ay — Gpyg COM Ay = . Como lima, =0

1
log
Trata-se de convergéncia absoluta pois

a série converge com soma ag + a3 = 10é2 +
1

logn m > 0 para todo o n > 2.

log 3°

d) 3% (=1)"e™" converge absolutamente pois

(—D)me™ | =e™ <™

e a série geométrica » e~ " converge.

2. Comecamos por considerar

Zcos(l/n)y", y € R.
n=1



III.

IV.

O raio de convergeéncia desta série sera

1
lim —————==1

n—tse 3 /Teos(1/n)]

Dai que a série original converge absolutamente para |[3x—1| < 1 e diverge para [3x—1| > 1.
Nos casos y = 1 e y = —1 o termo geral da série nao converge para 0 pelo que diverge
também nestes casos. Assim a série converge absolutamente para 0 < z < 2/3 e diverge
para x < 0 ou x > 2/3.

Se a série de Mengoli > b, — b,_1 converge a sucessao (b,) é convergente. Sendo esta sucessao
convergente é também limitada. Seja entao M > 0 tal que |b,| < M para todo o n € N. Assim

podemos estimar
|bran(x)] < M|a,(x)] para n € N.

A série Y |an(x)| convergir uniformemente é equivalente a dizer que que dado € > 0 existe
ng € N tal que > . [a,(7)] < € qualquer que seja z € R. Mas entdo ) . [bya,(7)| < Me
mostrando que a série Y b,a, () é uniformente convergente. A convergéncia uniforme da série
de fungoes e a continuidade de cada um dos seus termos implica que a soma da série é uma
funcao continua.

a) O teorema de derivacao da fungao composta e a diferenciabilidade de arctg, f e g implicam
que h é diferenciavel e

(o) = farctglo(o)) 20

b) Como o contradominio da fungao arctg é |—m /2, 7/2[ C ]—2, 2] temos que f’(arctg(g(x))) <
0 para todo o z € R donde A/(z) > 0 para todo o z € R. Assim sendo h é estritamente
crescente em R.

a) Para f ser diferencidvel em 0 tém de existir e ser finitas as derivadas laterais em 0. Temos:

. fl=) = f(0) lo—1]
/ . _ x _
A0 = g PO g e
_ log(1 —
£00) = tim LW =IO gy 0l80 =0 gy ~ 1.
z—0~ Xz z—0~ X z—0- 1 —x

pelo que devemos ter ae = 1, isto é, o = 1/e.

b) Temos
lim f(z) = lim 2+ 3z + 2log(1 — x) = +o0,
lim f(z)= lim ze'e® = lim ze*? = +o0.
T—400 T——+00 r—+00



c¢) Os resultados sobre diferenciabilidade do produto, diferenciabilidade da fun¢ao composta
e das fungoes exponencial e logaritmo garantem que f é diferenciavel para x # 0,1. Para
x = 0 verificdmos a diferenciabilidade na alinea (a). Quanto a x = 1 temos

! 1 1 -1
Ja(1) = hlggr h B hli%lJr h =2
1+h) - f(1 1+ h)eh — ¢!
fi(1) = lim (1+7) = f(1) = lim (L+h)e c _o
h—0— h h—0~ h

Assim f nao é diferenciavel em x = 1. Nos pontos em que f é diferenciavel temos

(1+z)e* 2 sex>1,
flz)=¢(—z+1)e® se0<z<l,
20 4+ 3+ ﬁ se x <0,
d) Da expressao da derivada na alinea anterior nota-se imediatamente que esta é positiva para

x > 0. Para x < 0 temos )

20"+ —1

/
r)=——"
i) = =

pelo que o sinal da derivada é o oposto de 222 + 2 — 1 = 2 (1: — %) (x +1). Obtemos entao

que f’ é positiva em | — 1,0[ e negativa em | — oo, —1].
Sendo assim, e tomando também em consideracao a continuidade de f em 1, obtemos que
f é decrescente em | — 0o, —1] e crescente em [—1, +oo[. Assim —1 é um ponto de minimo

absoluto de f e nao existem outros pontos de extremo.

e) A continuidade de f, o teorema do valor intermédio e os limites calculados na alinea (b) e o
facto de f(—1) ser um minimo absoluto implicam que o contradominio de f é [f(—1), +o0.

VI. a) Temos ¢(z) —p(0) =1 — A|z| > (1 = N)|z| —¢(0) — 1. Como (1 —A) > 0 temos lim, 1 (1 —

N|z| — ¢(0) — 1 = 400 donde limy|—oo () — #(0) — 1 — A|z| = +o0.

b) Temos lim;|—.o gr(z) = +00 de acordo com a alinea anterior e g»(0) = ¢(0) — ¢(0) — 1 =
—1 < 0 e gy é continua pelo que o teorema do valor intermédio garante a existéncia de um
zero negativo e de um zero positivo de gy.

¢) Suponhamos 1 > A > 0. Seja hy(xz) = ¢(z) — ¢(0) — 1 — Az > gx(z). A funcdo h,, tal
como gy e pelas mesmas razoes, possui um zero negativo e um zero positivo. Chamemos-

lhes z; e z3 respectivamente. Aplicando o teorema de Rolle em [z1, 25|, possivel devido a
diferenciabilidade de ¢, existe um zero, zZ da derivada de hy em |z, z3[. Ora

hy(z) = ¢'(x) — A

pelo que ¢'(Z) = A. Assim o contradominio de ¢ contém [0, 1.

O caso —1 < A < 0 pode justificar-se, por exemplo, notando que a fungao ¢(x) = ¢(—x)
satisfaz as mesmas propriedades que ¢ pelo que o contradominio de v conterd [0, 1[. Como
V' (z) = —¢'(—x) o resultado segue.
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