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Resolucao e alguns comentarios

I.

1. A funcao h real de variavel real definida por

v Y > 07
W) = sen(xe 2 se x
alog(e™ +x)+0b, sex <0,
é diferencidvel em |0, 4+00[ e | — 00, 0] valendo af as regras de derivagao usuais.

Em particular

() = (e + xe®) cos(ze™), sex >0,
= a(2ze” +1)—3 se x < 0.

612 +$7
Para termos diferenciabilidade na origem é condi¢ao necesséria que a funcao seja
continua em 0. Como

h(0) = alog(e’ 4+ 0) + b= alog(l) + b=

xli)r(l)l_'_ h(z) = glclir(l) sen(ze”) =0

concluimos que devemos ter b = 0.
Para a derivada existir na origem € necessario e suficiente que as derivadas laterais
em 0 existam e sejam iguais. Ora

d

R, (0) = (%(sen(xez)) = ((e" + ze”™) cos(ze"))|,_o = (e” + 0e") cos(0e”) =1,
d

h(0) = (@ +x>) - (a(?we“ +1>ez21+x)

pelo que a fungao é diferencidvel na origem se e s6 se b =0 e a = 1. Assim

() = (e + xe®) cos(ze®), se x >0,
= (2ze*” + 1) —2 se x < 0.
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Comentdrio. Este problema testa essencialmente o calculo de derivadas usando
o teorema de derivacao da funcao composta, a relacao entre continuidade e dife-
renciabilidade e a relagao entre existéncia de derivadas laterais iguais e diferen-
ciabilidade.



2. Comentario. Varias das perguntas desta prova referem-se a funcao arctg e aqui
¢ talvez o local indicado para rever o que ¢é essencial sobre esta fungao. O arctg é
a funcao inversa da tg restrita ao intervalo | — 7/2, w/2[. Segue de propriedades
bem conhecidas da fungao tg que arctg(l) = 7/4, lim,_ ., arctgz = 7/2,...,
que arctg é uma funcao fmpar de classe C'*° com derivada ﬁ,. .. Um esboco do

seu grafico é

YA
T m/2

y = arctgx

Y

8

t —m/2
1 2
a)  lim =—.
neNyn—+oco arctgn
1
b)) lm — = o
neNn—+oo arctgn — /2

¢) Podemos aplicar a regra de Cauchy para obter

: 1/x , —1/2?
llim ——— = lim ———— = —
z—+oo arctgx — /2 a—+oo 1/(1 + 22)

3. De acordo com a alinea anterior todas as séries tém um termo geral que nao tende
para 0 quando n — oo pelo que sao divergentes.

4. Consideramos os conjuntos A e B definidos por

1 -1
A= xGR:M>O ,B:{xe[—1,1]:0<|arcsenx|§z}.
r+1 3

a) A=]2,+o0c[e B=[—V3/2,0[U]0,V3/2].

b) Como A nao é limitado superiormente sup A nio exite. Como /3 < 2 temos
ANB = ) e inf(ANB) nao existe. Como v/3/2 é irracional sup(BNQ) = v/3/2
mas max(B N Q) nao existe.

¢) A sucessao de termo geral (1/n),en, C B é mondtona e tem limite 0 ¢ B.



d) A funcdo g : B — R definida por g(z) = 1/x é continua mas nao é limitada

II. 1. a)

pois lim,_ g+ g(x) = +o0.

Se existir lim, .o+ g(x) = L € R entao a definigao de limite implica que existe
uma vizinhanca direita de 0 onde g é limitada, isto é, existe 6 > 0 tal que
r € |0,0[= |g(x)] < 2|L|. Aplicando o teorema de Weierstrass a g em
[6,/3/2] (g é continua) concluimos que g é limitada em ]0,v/3/2]. O mesmo
raciocinio é valido em [—+/3/2,0][.

A funcao definida por

g(z) = arctg (xiﬂ) .

esta definida para x # —1 e tem por dominio de diferenciabilidade o mesmo
conjunto. Para justificar esta afirmacgao nota-se que: arctg é uma funcao in-
definidamente diferencidvel definida em R; a aplicagdo z +— -5 estd definida
para x # —1 e também ¢ indefinidamente diferenciavel; o teorema de derivagao
da funcao composta implica que a composi¢ao da segunda com a primeira das
fungoes referidas atras é indefinidamente diferenciavel para z # —1.

O célculo de ¢’ usando o teorema de derivacao da fungao composta conduz a

0= — i ()

g _14_(#1)2&6 r+1

(@+1)? 11
(x+124+22(x+1)2 (z4+1)2+22

Como
Jim f(z) = lm arctg(y) = —7/2
e
lim f(x) = lim arctg(y) = m/2
r——1" Yy——+0o0
nao existem assimptotas verticais no ponto r = —1.
Como

lim f(z) =n/4

r—+o0
arecta y = 7/4 é uma assimptota nao vertical tanto a esquerda como a direita.
Como ¢’ > 0 nao existem pontos de extremo local e a fungao é estritamente

crescente em cada um dos intervalos | — oo, —1[ e | — 1, 400].
Para determinar o sentido da concavidade do grafico calculamos

2(x+1)+ 22 dx + 2

SO = v~ (@)

pelo que concavidade do gréfico estard virada para cima se x < —1/2 e para
baixo se # > 1/2, sendo x = —1/2 um ponto de inflexao.
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T
// ,,,,,,,,,,,, T4
~1 —31/2 g -
y = arctg(x/(z /1))
o o2

Reunindo todas estas caracteristicas de g um esboco do grafico serd similar ao
que se segue

2. a) Como
log x

V(e +) T
comecamos por considerar o limite

1 1
lim —8% — fim [z =0
z—+oo e 4 ] z—+o0 ev

por aplicagao da regra de Cauchy. Entao

lim /() — 0 — 1.
r—-+00

b) Usando os desenvolvimentos de MacLaurin do cos e da exponencial e a conti-
nuidade das séries de poténcias

z? zt 1 2
—1 L L

lim o i — 24 —lim—2 L)
=0z(e” —1) e=0g(z+Z+...) @0 14+5+...

3. Como
lim M(eY* — P(1/\)) = lim &

A—00 z—0 ;L’4

o polinémio P tera de ser o polinémio de MacLaurin de quarto grau relativo a
funcio x — e . Este obtém-se facilmente do da exponencial substituindo z por

2. Assim )

P(:C)=1+x2+%.



4.

II1. a)

Para determinar a série de Taylor de poténcias de = (série de MacLaurin) relativa
a fungao F(z) = senz + @ 1)2 e o maior intervalo em que a série representa a
funcao comegamos por notar que

+o0o _
senx = Z Lyﬂlx%_l aratodoo z € R
Zok—1t 0P

Por outro lado sabemos que uma série de poténcias é diferenciavel por diferenci-
acao termo a termo no interior do seu intervalo de convergéencia donde

1 d — k—1
e () () -Ea e
k=1

Assim a série de Mac-Laurin de F'(x) obtém-se da soma das duas séries obtidas e
representa a fungao para |z| < 1.

Suponha-se que f é holderiana em xy. Vamos verificar que f é continua em x.
Seja € > 0. Escolha-se 0 < § < ( ) P 6 tal que

(lz = 20| <d,x € A) = [f(x) — flzo)| < Clz — mo|".
Entao
(|t = xo| < b,z € A) = |f(x) — f(x0)| < Clx — x0|? <e.
Portanto f é continua em xg.

Neste caso, para |x — zg| < €

' f(@) = f(wo)

) < COlw — zofP ™
r — I

de maneira que
L F(@) = fw)

z—z0 X — T

=0.

e portanto f’(zg) = 0.

O facto de f ser diferencidvel em qualquer ponto garante que existe o limite da
razao incremental que define a derivada. A existéncia do limite implica que a
razao incremental é limitada numa vizinhanca de cada ponto, isto é, para cada
xo € A existe € > 0 e C' > 0 tais que para |z — zg| < € temos

'f )| ¢

r — g

Mas isto quer dizer que f é holderiana com expoente 1.



d) Consideremos que f nao é holderiana em zy. Em particular ndo é holderiana
com expoente 1/2. Qualquer que seja o C' > 0 e 0 € > 0 existem x # xy com

|z — x| < € tal que
|f () — f(0)|
|z — xo|1/?

> (.

Isto permite construir uma sucessao (x,),en tal que z,, — o e qualquer que seja

el () = £ (o)
Tn) — Zo
2 — 0] > C.
Mas entao
f@) — fa) _ C
|Tn — ol |20 — 20|'/?
e portanto
o ) = feo)l
n—-+o0o |,§(}n — xol
Mostrando que nao existe derivada em z.
Considere-se h : | — 1,1]— R definida por
—@, se x €]0,1],
h(z) =<0, se x =0,
bg(+x), sexe|—1,0[

E facil de verificar usando a regra de Cauchy que qualquer que seja p > 0

lim hz) = 400

oo TP

e que portanto h nao é holderiana na origem.

Comentdrio.  Para obter o exemplo na tultima alinea comece por notar que um
exemplo seria a funcao inversa de uma funcao cujo grafico estivesse “por baixo” de
qualquer polinémio perto de 0...



