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Apresente todos os calculos e justificagoes relevantes

(9,0) I. 1. Considere os seguintes subconjuntos de R:

xt—4
|z — 1]

A{x:xz()/\ SO},B{x:xZOAHkGka¢Q}.

a) Mostre que A = [0,v/2] \ {1} e justifique que B = [0, +oo[ \ Q.

b) Determine ou mostre que néo existem, os supremo, maximo, infimo e minimo de cada um dos
conjuntos A e A\ B.

c¢) Decida justificadamente quais das seguintes proposigoes sao verdadeiras e quais sao falsas:
i) Toda a sucessdo crescente e de termos em A tem um limite em R.
ii) Existe uma sucessio de termos em A com limite no complementar de A.

iii) Existem séries convergentes com termos em A.

2. Considere a sucessao real (u,) dada por:

uO:].,
Up =1+ 252 sen>0.

a) Mostre usando indugdo que u, < 2 para qualquer n € N.
b) Mostre que (u,) é uma sucessio crescente.
c) Mostre que (uy,) é convergente e indique lim w,,.

(9,0) II. 1. Estude a existéncia e, se for o caso, o valor em R de cada um dos seguintes limites:

—-1)™(2 2 2nt/2 4+ 2 2n)! + 2
a) lim M, b) lim uv ¢) lim %
n—-+oo 3n—1 n—+00 3n1/2 -1 n—-+00 (3’[1)' —1

2. Determine se as seguintes séries sao convergentes e calcule, sempre que possivel, a sua soma;:

S n' Tl+1' = nog—2n
V2 <n!+1 - (n(+ 1)!)+1)’ b)) (-1)"87".

n=1 n=1

(2,0) III. Sejam (a,) uma sucessao limitada e com termos em ]1, +o00[ e (b,) uma outra sucessao verificando
nany
b, = , n € Nj.
n n+ a, 1

1. Prove que (b,,) tem subsucessbes convergentes.

2. Prove que Y b, é uma série divergente.



Resolucao

I. 1. Considere os seguintes subconjuntos de R:

xt—4
|z —1]

Az{x:sz/\ SO},Bz{x:xZOAerNkmgé(@}.

a) Mostre que A = [0,v/2] \ {1} e justifique que B = [0, +oo[ \ Q.

Comecamos por notar que

4 _ 2 2
x*—4 <0 o (x* = 2)(z* +2) <0
|z — 1] |z — 1]

& 22-2<0 A |lzr—1/#0 (porquez*+2>0e|z—1>0)
& x € {—\[2,\[2] \ {1}
Entao,
A:{xER:mzo N x€ [—\/5,\/5}\{1}}: [O,\/ﬂ\{l}

Relativamente a B comegamos por notar que se existe um k € N tal que kx € Q entdo x € Q
pois, caso contrério, kz € Q para todo o k € N. Portanto B C R\ Q. Reciprocamente, se
z € R\Qentdo 1 -z =z ¢ Q. Portanto B é de facto o conjunto dos ndmeros irracionais
positivos.

b) Determine ou mostre que nao existem, os supremo, maximo, infimo e minimo de cada um dos
conjuntos A e A\ B.

Notamos que A\ B = ([0,v2[\ {1}) N Q. Entdo,

supA =sup A\ B =2 = max A4,
infA=infA\B=0=minA=minA\ B.
A\ B nio tem méximo pois sup A\ B =2 ¢ Q.

c¢) Decida justificadamente quais das seguintes proposigoes sao verdadeiras e quais sao falsas:

i) Toda a sucessao crescente e de termos em A tem um limite em R.

A afirmagao é verdadeira pois como A é limitado a sucessao sera crescente e majorada e
portanto convergente (ver teorema das sucessoes mondtonas e limitadas).

ii) Existe uma sucessao de termos em A com limite no complementar de A.

A afirmacédo é verdadeira pois uma tal sucessdo pode ser definida por x, = 1 — % que
tem termos em A com limz,, =1 ¢ A.

iii) Existem séries convergentes com termos em A.
+o0 1
A afirmagao é verdadeira. Considere-se, por exemplo, E o

n=1

2. Considere a sucessao real (u,) dada por:

uO:].,
Up =1+ 252 sen>0.

a) Mostre usando inducéo que u,, < 2 para qualquer n € N.



Para n = 0 temos up = 1 < 2. Supondo u,, < 2 para uma certo n € N, consideremos ,y1:

Up, 2
Up41 aF 5 = a4 5
Por inducgao conclui-se que u, < 2 para todo o n € N.
b) Mostre que (u,) é uma sucessio crescente.
Com n > 0 e tendo em conta a alinea (a):
U U 2
Un+1_un:1+7n_un:1_?n21_§:0

e portanto (u,) é uma sucessao crescente.
¢) Mostre que (uy,,) é convergente e indique lim w,,.

De (a) e (b) decorre que (u,) é crescente e majorada, pelo que é convergente. Da definigio
de (uy) segue que
lim w,
2

Resolvendo a equagao em ordem a lim u,,, obtem-se lim u,, = 2.

limwu, =1+

II. 1. Estude a existéncia e, se for o caso, o valor em R de cada um dos seguintes limites:

o (-)"2n+2) . 2n!/% 42 iy 22
iy CD"2n+2) lim T2 lim -
a) 77.—1>I}-10<> 3n—1 ’ b) 71—1>+OC 3%1/2 - 1’ C) n—1>+00 (3TL)' -1

(-1)?"(2(2n)+2) (4n+2) (4+2/n) 2

32 -1  6n-1 6-1/n 3
(=12t (2(2n + 1) + 2) _ “4n+4)  (4+4/n) 2
32n+1)-1  6m+2 6+2/n 3

Assim a sucessao possui subsucessoes com limites distintos (em particular a subsucessao dos
termos de ordem par e a subsucessdo dos termos de ordem {fmpar) e portanto é divergente.

b)

B WY v L W v

c¢) Note-se que

Além disso?,
(3n)!
Assim ot es
. n)! +

1Em alternativa seja B, = %’3: Entao Bn+1/6n = (3n+3)(3n+2)(3n+1)/(2n+2)(2n+1) — +oo pelo que B, — +o0.



2. Determine se as seguintes séries sao convergentes e calcule, sempre que possivel, a sua soma;:

=2 n! (n+1)' = nq—2n
a)z(n!+1_(n+1)!+1)’ b)) (=187

n=1 n=1

a) A série tem a forma

+oo
n! , . .
E (n — ny1) com ay = — 0 Trata-se de uma série de Mengoli.
n!
n=1

O termo de ordem n da respectiva sucessao das somas parciais é

1! (n+1)! 1,1
a1 — Qpy1 = = —=—1=—
! TN D) +1 2 2
em que se usou
1)!
lim "+ 1) 1.

mrD+1 141/t 1)

Portanto a série converge, com soma —1/2.

b) Como
Z(il)n372n _ 2(7372)71

trata-se de uma série geométrica com primeiro termo —1/9 e razdo —1/9. Como a razao
tem mddulo menor que 1 a série converge, com soma dada por

1 1 1

9 1—(=1/9) 10

(2,0) ITI. Sejam (a,) uma sucessao limitada e com termos em ]1, +o0[ e (b,) uma outra sucessao verificando
na,
by = ——, n € Nj.
n n+ ay, 1

1. Prove que (b,,) tem subsucessbes convergentes.

Seja M um majorante de a,. Entao 1 < a, < M para todo o n € N. Dai que

Ny, < nM

0<b, = <
n+a, n+1

< M.

Portanto (b,,) é uma sucessao limitada e, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, possui subsu-
cessoes convergentes.

2. Prove que Y b, é uma série divergente.

Por um lado
na, n

b, = >
" n+a, n+M_>

1. (1)

Por outro para >_ b, ser convergente a condi¢ao necessdria de convergéncia de séries implica

by, — 0. (2)

Conjuntamente (1) e (2) implicam 0 > 1 o que é impossivel. Logo > b,, é uma série divergente.



