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Resolugao e alguns comentarios

I. 1. a) Paran € N temos az, = log(cos(1/2n)+1) — log2 e aant1 =
log (1 +cos(1/(4n+1)) +1) — log3 gracas & continuidade das
fungoes log e cos. Dai que a sucessao nao tenha limite devido a
ter dois sublimites distintos.

b) Temos b,, = /¢, com ¢,, = Ef:)); . Sabemos que se existir o limite de

(%) entdo o limite de (b,,) existe e tem o mesmo valor. Portanto

calculamos

L Sl I 2n+1)!  (n))?

n——+oo Cn n—-+oo (2’[7,)' ((n —|— 1)')2
2n+2)2n+1)

= lim =4= lim b
n—-+oo (n+1)2 n—toc
2. a) Temos 0 < 2EBL < T pelo que o critério de comparagio e a

convergéncia de > # permitem concluir que a série é convergente.
b) Como
log(n+1)/2"*"  1log(n+1) 1

n—-+oco logn/2m 2 logn 2

a série é convergente. A ultima passagem pode ser justificada

aplicando a regra de Cauchy para calcular lim,_, 4 % =
1imm_,+oo 1/(1I/1_1) =1.

3. Temos ¢(x) = @’ log(p(@®+1) pelo que, usando o teorema de derivacao
da fungao composta, 1 é diferencidvel e

2 2 d
wl(m) — % log(p(x +1)E (.’L‘2 10g((p($2 + 1))

= ((p(x2 + 1))12 (2x log(p(2® + 1)) + M)

p(a? +1)

4. Como e~ V3 >ler—vV3>0 (a exponencial é uma fungao estrita-
mente crescente) podemos escrever

A=Qn [\/g,—&—oo{:@ﬁ}\/g,-i-oo[

em que na ultima igualdade se usou ser v/3 um irracional.
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II. 1. a)

Como A ¢ ilimitado & direita ndo existem sup A e max A. Temos
inf A = v/3 e nio existe minimo.

Como AN [0,2] é limitado qualquer sucessdo de termos neste con-
junto possui subsucessoes convergentes. Por densidade dos racio-
nais em R verificamos que para cada n € N existe ¢, € Q tal
que ¢, € }\/5, V3+1/n [ Tal sucessao (¢n)nen, para n suficiente
grande (de facto para n > 3), tem os seus termos no conjunto e
converge para v/3 que nao pertence a A.

A funcao arcsen estd definida e é continua em [—1, 1] e é diferencid-
vel em |—1,1[. Daf que o teorema de derivacao da fungdo composta
e o teorema da continuidade da funcao composta garantam a dife-
renciabilidade em |—o00,0[U]0, +00[ e a continuidade em 0.

Para decidir da diferenciabilidade de g em 0 pode considerar-se

g(z) — g(0) lim arcsen(1/(1 + z?%)) — /2

’ .
94(0) = ZE%1+ = -
I 1 —2x
= Jim, — T+ o
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Um célculo andlogo, com o aparecimento de um sinal — na pe-
niltima igualdade, mostra que ¢’(0) = /2 e portanto g nio é
diferencidvel na origem. Assim o dominio de diferenciabilidade é
]—00,0[U]0, 400
Para esbogar o grafico de g convém notar que g é uma funcao par,
isto é g(—x) = g(x) para todo o = € R, e bastard tomar z > 0 nos
calculos seguintes.
Do célculo da alinea anterior observamos que para x > 0

2
9@ =TV
(14 22)Va2 + 2

pelo que g é estritamente decrescente em ]0,4o00[ (e estritamente
crescente em |—o0, 0]).
O célculo de ¢g” para z > 0 conduz a

/2 2z°
g"(x) = VT 2t G
A+ 222 +2)

pelo que g é convexa em ]0, 400 (e em |—o0, 0]).
Notando que

> 0.

li =0
Jim g(z)
concluimos quanto a assimptotas que y = 0 é uma assimptota

quando  — +00 (e quando x — —00).
Podemos concluir que um esbogo do grafico sera



y = arcsen(1/(1 + 22))

Y

Figura 1: O gréfico de y = arcsen(1/1 + x?).

. a) Usando a regra de Cauchy
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b) Comegando por “mudar varidveis” via t = e~* e usando a regra de
Cauchy consideramos

. arctgt . 1
lim = lim —— =
t—0t t t—o+ 1+ t2

. Pelo teorema de Taylor o tinico polinémio nestas condigoes serd o po-
linémio de MacLaurin relativo a funcao tg.

Calculamos as derivadas da tg até a terceira ordem

d (tg 2) 1
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Assim o polinémio de MacLaurin de terceira ordem relativo a tg serd
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III. 1.

2.

Assim dividindo por x ambos os membros da primeira igualdade e
derivando ambos os membros na segunda obtém-se

sen x i x2n
— 2n+ )
- 20
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T gy T Ve
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Somando membro a mebro as igualdades obtém-se o resultado preten-
dido. Note-se que H é continua em 0, a soma das duas séries do lado
direito das igualdades também o é e que a série de Mac-Laurin de ﬁ
diverge se |z| = 1 pelo que o maior intervalo aonde a série representa
a fungdo é | — 1,1[.

a) Trata-se de uma série telescépica (ou de Mengoli) pelo que a sua
sucessao de somas parciais terd termo geral

log(log(n + 1)) — log(log 2) — +o0

pelo que a série diverge.

b) Aplicando o teorema de Lagrange (valor médio) & funcao diferen-
cidvel |1, +o0[ 2 & — log(log z) = n(x) em |z, x + 1] obtém-se

d
log(log(x + 1)) — log(log ) = ——(log(log )]s~ (1)
para algum c € |,z + 1[. Ora

1
zlogx’

d

7, log(logz)) =
Como o segundo membro da igualdade anterior é uma fungao de-
crescente de x podemos majorar o segundo membro de (1) por
n(z). Por outro lado o log ser estritamente crescente garante que
log(log(z + 1)) > log(log x).

¢) A alinea anterior implica que o termo geral da série > W é mi-
norado pelo termo geral da série divergente de termos nao negativos
da alinea (a). O resultado segue do critério geral de comparagao.

a) Aplicando o teorema de Lagrange a F(z) — ax — b no intervalo
[n,n + 1] com n € Ny obtemos
(F(n+1) —an+1) = B) = (F(n) - a(n) = B) = F'(cn) —
para algum ¢, € |n,n + 1[. Passando ao limite quando n — oo na
igualdade anterior obtemos lim,,—, ;- F'(c,,) = 0.
b) Considere-se F'(z) = % Temos que lim, 4o = 0 mas F'(z) =

2 cos(x?) — M que nao tem limite quando x — +o0.



¢) De facto se tomarmos F(z) = logx temos

lim F'(z)= lim —=0

T——+00 r——+00 I

mas lim,_, 4o F(z) = +o00.



