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Analise Matematica I
20 Teste e 1° Exame

Campus da Alameda 9 de Janeiro de 2006, 13 horas

Licenciaturas em

Engenharia do Ambiente, Engenharia Biolégica, Engenharia Civil,

Engenharia e Arquitectura Naval, Engenharia do Territorio,
Engenharia Quimica, Quimica

Apresente todos os calculos e justificagoes relevantes

1° exame

Para realizar o 2° teste resolva exclusivamente as perguntas no verso

I. Considere:

II. 1.

A:{xER:|x|Z;+1}, B=[-1,3[.

Mostre que AN B = [-1,-2] U [2,3][.
Indique, se existirem em R, sup A, min(AN B), max(AN B), min((ANB)\Q) e
max(ANBNQ).
Decida justificadamente quais das seguintes afirmacoes sao verdadeiras e quais
sao falsas:

i) Toda a sucessao mondtona de termos em A N B tem limite em AN B.

ii) Toda a sucessao decrescente de termos em A N B tem um limite negativo.

iii) Se F': A — R é uma fungao continua e (x,) uma sucessao de termos em
[—1,—2/3], entao a sucessao (F'(x,)) tem uma subsucessdo convergente (em
R).

Seja (u,,) uma sucessao real, com termo geral dado por

3"+ n
n3

Uy =

Determine os seguintes limites em R:

a) lim u,,, b) lim /u,,.

. Calcule a soma da série

[e.9]

> (=1)re.

n=1



2° teste e continuacao do 1° exame

(4,5) III. 1. Calcule: |
b) lim —2%

z—0 sen(x?) gtoo el/zT

2. Decida da convergeéncia ou divergéncia de cada uma das seguintes séries:

> on > n
a)zn!—senn’ Z logn
n=2 n=2

3. Determine para que valores de x € R a seguinte série converge absolutamente,

simplesmente ou diverge:
[e.e]

:0 n—l—l

n

(4,0) IV. 1. Seja ¢ : R — R uma fungao diferenciavel e f, g : R — R definidas por

f(@) =€), g(x) = p(senx).

Mostre que
f1(0) +g'(m/2) = ¢(1).
2. Considere a funcao f : R — R definida por:

f(x) =z + 2arctg |z

a) Calcule ou mostre que nao existem

lim f(z), lim f(x).

T——00 Tr——+00

b) Determine o dominio de diferenciabilidade de f e calcule a derivada f’.

c¢) Determine os intervalos de monotonia de f e, se existirem, pontos de extremo
relativo, classificando-os quanto a serem maximos, minimos, relativos ou ab-
solutos.

d) Determine o contradominio da restrigao de f ao intervalo | — 0o, 0].

2 (0 () - (7).

Sugestao: Poderd ser util uma aplicagao do teorema de Lagrange.

(1,5) V. Decida se a série

¢ ou nao convergente.



Resolucao

I. a) Uma vez que

|517|Z;+1 = (1’20/\$>§—|—1> Y, (;pg()/\_x>z_|_1>

-2 -2
2

& r>2 vV mg—g,

el

A =]—o00,—-2/3] U [2, +00]

e, consequentemente,

ANB=[-1,-2/3]U[2,3[

b) Tem-se

min(ANB) =—1

e nao existem sup A (pois o conjunto de majorantes de A é vazio), max(A N B)
(pois sup(ANB) =3 ¢ ANB), min((ANB)\Q) (pois inf((ANB)\Q) = -1 € Q)
emax(ANBNQ) (poissup(ANBNQ)=3¢ANBNQ).

c) i
il.

iii.

II. 1) a)
b)

Falso. Considere-se, por exemplo, 4, = 3 — %

Falso. Tome-se, por exemplo, z, =2 + %

Verdadeiro. Pelo teorema de Bolzano-Weierstrass (z,,) possui uma subsuces-

sdo convergente com limite em [—1, —%] Designemos o limite dessa sucessao

por . A continuidade de F' garante que as imagens por F dos termos dessa

subsucessao convergem para F'(z).

3"4+n
n3

Uma vez que

. . —n
lim = lim L2587

= +400.

C Upy1 . n® 3" l4+n+1 . 1+ (n+1)3E
lim = lim = lim
Up, (n+1)3 3"+n 1/3 4+ n3—n-1

=3

tem-se também

lim u,, = 3.

2) Trata-se de uma série geométrica de razao —e~2 e primeiro termo —e~2. Como
|—e7?| < 1 a série é convergente com soma

1. 1) a)

+o00 _
™2 1

2 n__ __ - =
Z( e”) 1+e2 e2+1

n=1

Usando a regra de Cauchy

log(1 + 2” 2 1
lim 28U ) TR 1,
=0 sen(x?) 2—0 2z cos(2?)  «—0 (1 4 x2) cos(x?)



2)

b) lim, 4 Lolg/f = 400, em que se usou lim, ;o e? = 1 e lim,_, o logz =
+00.
a) Seja a, = m Note-se que a,, > 0 para todoon € Ny e
C Qpe1 gntl n! —senn
lim = lim
an, (n+ 1) —sen(n+1) 27
1 senmn
T ntl — (nt1)! -
= 11m27_ sen(ntl) = 0<1
(n+1)!

pelo que o critério de D’Alembert garante a convergéncia da série an

b) Z(—l)"logn é uma série alternada, da forma » (—1)"a,, com a, = logn defi-

nindo uma sucessao decrescente e com limite 0. Logo, pelo critério de Leibniz,
a série converge.

Tem-se
+oo
byx"
Z o 1 Z
n=
com b, = (niﬂ)n Portanto trata-se de uma série de poténcias cujo raio de

convergencia pode ser calculado por
B 1 1
lim /b, llm n—-i-l

Logo a série converge absolutamente para |z| < 1 e diverge para |z| > 1. Para
xr = %1 a série é também divergente pois os termos gerais das séries numéricas
resultantes nao convergem para 0, uma vez que

n 1 —n
lim ( i ) = lim (1 + —) —=e L
n+1 n

Usando o teorema da derivagao da fungao composta, tem-se

fl(z) = e"¢'(e),

g'(z) = cosx ¢'(sen ).

=1.

Assim
f0)+4g'(m/2) = (1) + 0 (1) = &'(1).

a) Uma vez que lim, ..., arctg |z| = 7/2, tem-se

lim f(z) = —o0 e lim f(z) = +4o0.

T——00 T——400

b) Em vizinhangas suficientemente pequenas de um ponto de abcissa positiva ou
de um ponto de abcissa negativa a funcao coincide ou com x + 2arctgz ou



com x — 2arctgx que sao funcoes cuja diferenciabilidade decorre da diferen-
ciabilidade das funcoes polinomiais, da diferenciabilidade da funcao arctg, e
dos teoremas sobre soma e produto de funcgoes diferenciaveis. Tem-se assim

F(z) = {1+1+2, se x > 0,

1—1+2$2, se x < 0.

Além disso,

h — 2arctg h 1— 2
! = 1 _— = 1 71+h =-1
fe(0) = lim. h - 1 ’
. h+2arctgh 1+ 25
’ _ _ +h? _
Jal0) = hlg(r)l+ h hlggl+ 1 5

pelo que f nao é diferenciavel em x = 0. Assim o dominio de diferenciabilidade
de f é R\ {0}.

c) Para x > 0 tem-se f'(x) > 0 e f é continua em 0, pelo que f é estritamente
crescente em [0, +00].
Para z < 0 tem-se f'(z) = 0sse 1 — H = 0, isto é, 22 = 1 e portanto z = —1
¢ um ponto de estacionaridade. Além disso f'(z) > 0se z < —1, f'(z) <0
se x € |-1,0[ e f é continua em 0 pelo que f é estritamente crescente em
|—00, —1] e estritamente decrescente em [—1,0].
Juntamente com os resultados da alinea (a) concluimos também que —1 é um
ponto de maximo relativo (ndo absoluto) e 0 é um ponto de minimo relativo
(nao absoluto).

d) Da continuidade de f, de | — 00, 0] ser um intervalo e do teorema do valor
intermédio decorre que f(]—o0,0]) é um intervalo. Dos resultados das alineas
(a) e (c) conclui-se que f(]—00,0]) = ]—o0, f(—1)] = ]—o0, =1 + 7/2].

V. Sendo a fungao sh diferencidvel e crescente em |0, +00[ podemos usar o teorema de
Lagrange para estimar, para 0 < 3 < a,

0 <sha—shfg < (a—pf) sup ché.

Considerando o = % e ff= ﬁ obtemos, para n suficientemente grande (usando
a continuidade em 0 do ch e os argumentos do sh tenderem para 0),

o< () - () < (v 2o =2 (- )
Assim, para n suficientemente grande,
o< (0 () -0 () < ey <

Esta estimativa permite usar o critério geral de comparagao para garantir a conver-
géncia da série em estudo a partir da convergéncia de > 1/n?.




y = x + 2arctg |z|

Figura 1: Detalhe gerado numericamente do grafico da funcao f do exercicio IV.2. Note
as derivadas laterais em 0, o maximo e o minimo locais, o crescimento, etc.



