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Introducao

Definicao de Sidon

Os conjuntos de Sidon s3o aqueles que evitam ter estrutura aditiva.
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Introducao

Definicao de Sidon

Os conjuntos de Sidon s3o aqueles que evitam ter estrutura aditiva.

Definicao

Um conjunto de naturais A C N diz-se conjunto de Sidon se dados
quatro elementos de A a1, ap, az, as € A,
(31 +a» = a3z + 84) = {31,32} e {33, 34}.

Isto é, cada escolha de dois elementos de A produz uma soma
diferente.
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Definicao de Sidon

Os conjuntos de Sidon s3o aqueles que evitam ter estrutura aditiva.

Definicao

Um conjunto de naturais A C N diz-se conjunto de Sidon se dados
quatro elementos de A a1, ap, az, as € A,

(31 +a» = a3z + 84) = {31,32} = {33, 34}.

Isto é, cada escolha de dois elementos de A produz uma soma
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Introducao

Exemplos

Um exemplo de um conjunto de Sidon infinito é: {2" : n € Np}.
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Introducao

Exemplos

Um exemplo de um conjunto de Sidon infinito é: {2" : n € Np}.

No entanto, este conjunto tem apenas |logx(n)] 4+ 1 elementos em
[1, n]. Qual serd o maior nimero de elementos de um subconjunto
de Sidon de [1, n] que conseguimos obter?
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Introducao

Exemplos

Um exemplo de um conjunto de Sidon infinito é: {2" : n € Np}.

No entanto, este conjunto tem apenas |logx(n)] 4+ 1 elementos em
[1, n]. Qual serd o maior nimero de elementos de um subconjunto
de Sidon de [1, n] que conseguimos obter?

Podemos provar o seguinte:

Proposicao

Qualquer subconjunto de Sidon de [1, n] tem no maximo 2v/n
elementos.
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Estrutura e Propriedades

Sidon Denso

Demonstracao.

Basta notar que dados dois elementos a, b € A, temos
2 < a+ b < 2n. Ou seja, podem existir no maximo 2n — 1 somas
distintas. Existem @ somas num conjunto de tamanho

k = |A|, e por isso
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Estrutura e Propriedades

Sidon Denso

Demonstracao.

Basta notar que dados dois elementos a, b € A, temos
2 < a+ b < 2n. Ou seja, podem existir no maximo 2n — 1 somas
distintas. Existem @ somas num conjunto de tamanho

k = |A|, e por isso

k(k
2
= k’+ k<4n
= k<2yn.
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Estrutura e Propriedades

Construcao de Erdos

Serd que existem subconjuntos de Sidon de [1, n] de tamanho

cy/n?

David Nassauer, IST Conjuntos de Sidon



Estrutura e Propriedades

Construcao de Erdos

Serd que existem subconjuntos de Sidon de [1, n] de tamanho

cy/n? Sim!

David Nassauer, IST Conjuntos de Sidon



Estrutura e Propriedades

Construcao de Erdos

Serd que existem subconjuntos de Sidon de [1, n] de tamanho

cy/n? Sim!

Definicao

Seja (G, +) um grupo comutativo. Um conjunto de elementos
A C G diz-se conjunto de Sidon se dados quatro elementos de A
a1,ax,as3,as €A, (a1 +ax=a3+ as) = {a1,a} = {a3,as}.
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Estrutura e Propriedades

Construcao de Erdos

Serd que existem subconjuntos de Sidon de [1, n] de tamanho

cy/n? Sim!

Definicao

Seja (G, +) um grupo comutativo. Um conjunto de elementos
A C G diz-se conjunto de Sidon se dados quatro elementos de A
a1,ax,as3,as €A, (a1 +ax=a3+ as) = {a1,a} = {a3,as}.

Construgdo de Erdos:

o Notamos que S = {(x,x2) : x € Z,} é um subconjunto de
Sidon de ZI% (p primo).
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Estrutura e Propriedades

Construcao de Erdos

Serd que existem subconjuntos de Sidon de [1, n] de tamanho

cy/n? Sim!

Definicao

Seja (G, +) um grupo comutativo. Um conjunto de elementos
A C G diz-se conjunto de Sidon se dados quatro elementos de A
a1,ax,as3,as €A, (a1 +ax=a3+ as) = {a1,a} = {a3,as}.

Construgdo de Erdos:

o Notamos que S = {(x,x2) : x € Z,} é um subconjunto de
Sidon de ZI% (p primo).

o Se (x +y,x>+y?) = (z+ w, z? + w?), entdo
x> —z22=w?—y? Sex—2z#0, entdo x +z=w + y, mas

comox+y=z+w,temosx =wez=w.

David Nassauer, IST Conjuntos de Sidon



Estrutura e Propriedades

Construcao de Erdos

Construimos um subconjunto de Sidon de tamanho p de um
conjunto com p? elementos.
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Estrutura e Propriedades

Construcao de Erdos

Construimos um subconjunto de Sidon de tamanho p de um
conjunto com p? elementos.

Agora projetamos os pares (x,y) € ZIZJ deste conjunto para o
intervalo [1,2p?].

@ Usamos a aplicagao ¢ : Z,% — N tal que
e(x,y) =14 x+ 2py.
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Estrutura e Propriedades

Construcao de Erdos

Construimos um subconjunto de Sidon de tamanho p de um
conjunto com p? elementos.

Agora projetamos os pares (x,y) € ZIZJ deste conjunto para o
intervalo [1,2p?].
@ Usamos a aplicagao ¢ : Z,% — N tal que
o(x,y) =14+ x+2py.
o E possivel mostrar que esta aplicacdo preserva a propriedade
de Sidon!
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Estrutura e Propriedades

Construcao de Erdos

Construimos um subconjunto de Sidon de tamanho p de um
conjunto com p? elementos.

Agora projetamos os pares (x,y) € ZIZJ deste conjunto para o
intervalo [1,2p?].
@ Usamos a aplicagao ¢ : Z,% — N tal que
o(x,y) =14+ x+2py.
o E possivel mostrar que esta aplicacdo preserva a propriedade
de Sidon!

o Estes subconjuntos de Sidon do intervalo [1,2p%] tém p
elementos - conseguimos obter uma densidade de ﬁ, que ja

vimos que é o melhor possivel a menos de uma constante.
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Estrutura e Propriedades

Auséncia de Estrutura

Definicao

Dados dois conjuntos A, B, definimos o conjunto soma
A+B={a+b:acAbec B}.
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Auséncia de Estrutura

Definicao

Dados dois conjuntos A, B, definimos o conjunto soma
A+B={a+b:acAbec B}.

Exemplos:

e A=B={1,2,--- ,n}, temos A+ B =1{2,3,---,2n}
(linear).
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Estrutura e Propriedades

Auséncia de Estrutura

Definicao

Dados dois conjuntos A, B, definimos o conjunto soma
A+B={a+b:acAbec B}.

Exemplos:
e A=B = {1’2’ ’n}, temosA+B:{2’3’... 72,«,}
(linear).
e A= B ={1,2,4,8}, temos
A+ B = {27 37 47 57 67 87 97 107 127 16} (quadrético).

David Nassauer, IST Conjuntos de Sidon



Estrutura e Propriedades

Auséncia de Estrutura

Teorema

Existe uma constante C tal que se S é um conjunto de Sidon,
entdo para qualquer conjunto B tal que |S| = |B| = n tem-se

S+ B| > Cn?.
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Estrutura e Propriedades

Auséncia de Estrutura

Teorema

Existe uma constante C tal que se S é um conjunto de Sidon,
entdo para qualquer conjunto B tal que |S| = |B| = n tem-se

S+ B| > Cn?.

Demonstracao.

Seja B={b1, -+ ,b,}. Seja Bi={s+ b;:s € S}. Por
inclusao-exclusao,

IS+ B|=|BiU---UB,> > [B|- ) |BinBj

1<i<n 1<i<j<n
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Estrutura e Propriedades

Auséncia de Estrutura

Demonstracao.

Observamos |B; N B;| < 1. Isto porque se a intersecdo tivesse 2
elementos, teriamos s; + b; = sy + bj e s3 + b; = s3 + bj, ou seja,
s1 + s4 = s> + s3. Portanto,
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Estrutura e Propriedades

Auséncia de Estrutura

Demonstracao.

Observamos |B; N B;| < 1. Isto porque se a intersecdo tivesse 2
elementos, teriamos s; + b; = sy + bj e s3 + b; = s3 + bj, ou seja,
s1 + s4 = s> + s3. Portanto,

> IBl= ) IBNS5

1<i<n 1<i<j<n
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Quase Sidon

Sidon nos Reais

A definicdo de conjunto de Sidon pode obviamente ser extendida
para subconjuntos de reais.
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Quase Sidon

Sidon nos Reais

A definicdo de conjunto de Sidon pode obviamente ser extendida
para subconjuntos de reais.

e Exemplo: A = {log(p) : p primo}.
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Quase Sidon

Sidon nos Reais

A definicdo de conjunto de Sidon pode obviamente ser extendida
para subconjuntos de reais.

e Exemplo: A = {log(p) : p primo}.

Quest3o

Dado um subconjunto A C R de reais, serd que conseguimos
encontrar um conjunto proximo de A que seja de Sidon?
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Quase Sidon

Perturbacdes

Definicao
Uma e-perturbagdo de um conjunto A C R é f(A), onde f : R — R
é uma fungdo que satisfaz |f(x) — x| < € para todo o x € A.

Ou seja, é um conjunto de pontos muito perto dos pontos de A.
A pergunta pode ser entdo formulada da seguinte forma:
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Quase Sidon

Perturbacdes

Definicao
Uma e-perturbagdo de um conjunto A C R é f(A), onde f : R — R
é uma fungdo que satisfaz |f(x) — x| < € para todo o x € A.

Ou seja, é um conjunto de pontos muito perto dos pontos de A.
A pergunta pode ser entdo formulada da seguinte forma:

Questio

Dado um subconjunto A C R de reais, sera que conseguimos
encontrar uma e-perturbacdo de A de Sidon?
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Quase Sidon

Perturbacoes de Sidon

Teorema

Se A é um conjunto finito, existe uma e-perturbacdo de A de
Sidon.
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Quase Sidon

Perturbacoes de Sidon

Teorema

Se A é um conjunto finito, existe uma e-perturbacdo de A de
Sidon.

Demonstracao.

Prova-se com inducdo no nimero de elementos. O caso base
|Al =1 é trivial.
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Quase Sidon

Perturbacoes de Sidon

Teorema

Se A é um conjunto finito, existe uma e-perturbacdo de A de
Sidon.

Demonstracao.

Prova-se com inducdo no nimero de elementos. O caso base

|Al =1 é trivial.

A ideia central do passo de inducdo é observar que podemos
acrescentar um ponto a e-perturbacdo facilmente, ja que quase
todos os reais podem ser acrescentados sem quebrar a propriedade
de Sidon. O
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Quase Sidon

Perturbacoes de Sidon

X X X X X X X X X X X X X

— -+ -+
>4 -3 -2-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 1
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Quase Sidon

Perturbacoes de Sidon

X X X X X X X X X X X X X

— -+ -+
>4 -3 -2-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 1

, aj+a;
Nimeros "maus”: a; + a; — ax e = 5-2.
i j k 2
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Quase Sidon

Perturbacoes de Sidon

X X X X X X X X X X X X X

—r—r—0r————— 00— —0—0—0—0—0—0—1

54 -3 -2-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 1
Ndmeros "maus”: a; +a; — ax e a;a’

Este resultado pode ser extendido para incluir conjuntos A
numerdveis (o argumento indutivo funciona da mesma maneira).
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Quase Sidon

Sidon Nao-numeravel

Questao
Existem perturbacées de Sidon de conjuntos ndo-numerdveis?
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Quase Sidon

Sidon Nao-numeravel

Questao
Existem perturbacées de Sidon de conjuntos ndo-numerdveis?

Quest3o

Existem conjuntos de Sidon ndo-numeraveis?
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Quase Sidon

Sidon Nao-numeravel

Questao
Existem perturbacées de Sidon de conjuntos ndo-numerdveis?

Quest3o

Existem conjuntos de Sidon ndo-numeraveis?

A resposta a esta Ultima pergunta é sim.

David Nassauer, IST Conjuntos de Sidon



Quase Sidon

Sidon nao-numeravel

Teorema
Existe um conjunto A C R de Sidon ndo-numeravel.
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Quase Sidon

Sidon nao-numeravel

Teorema
Existe um conjunto A C R de Sidon ndo-numeravel.

Demonstracao.

@ R é um espaco vetorial de dimens3o infinita sobre Q.
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Quase Sidon

Sidon nao-numeravel

Teorema

Existe um conjunto A C R de Sidon ndo-numeravel.

Demonstracao.

@ R é um espaco vetorial de dimens3o infinita sobre Q.

@ Basta escolher uma base (ndo-numeravel) deste espaco.
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Quase Sidon

Sidon nao-numeravel

Teorema

Existe um conjunto A C R de Sidon ndo-numeravel.

Demonstracao.

@ R é um espaco vetorial de dimens3o infinita sobre Q.

@ Basta escolher uma base (ndo-numeravel) deste espaco.

@ Se a1, ap, a3, a4 sdo vetores da base, entdo é impossivel termos
a1 + ap = a3z + ag, ja que isto implicaria que a1, ap, as, a4 sao
linearmente dependentes.

Ol
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Quase Sidon

Sidon nao-numeravel

Teorema

Existe um conjunto A C R de Sidon ndo-numeravel.

Demonstracao.

@ R é um espaco vetorial de dimens3o infinita sobre Q.

@ Basta escolher uma base (ndo-numeravel) deste espaco.

@ Se a1, ap, a3, a4 sdo vetores da base, entdo é impossivel termos
a1 + ap = a3z + ag, ja que isto implicaria que a1, ap, as, a4 sao
linearmente dependentes.

Ol

No entanto, o resultado que todos os espacos vetoriais tém uma
base é equivalente ao axioma da escolha. Existira alguma
construcao mais facil de um tal conjunto?
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Mais Além

Trabalho para Casa

Problema
Existem conjuntos de Sidon densos em R?
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Mais Além

Obrigado
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