Calculos com Cilindros

q q Q -
Francisco Teixeira '
FCUP

6 de Marco 2021




Vai-se trabalhar numa algebra de diagramas cilindricos sobre um
corpo K, existindo em certos casos uma estrutura K[A].

Por outras palavras, vamos estar a trabalhar com combinacoes
K-lineares de n-diagramas. Chamamos a este conjunto de
elementos, D,,




Vejamos a definicdo de um diagrama:

Um [ll-diagrama "affine"consiste em duas linhas horizontais
infinitas em que estdo os nos correspondentesa Z x {0,1} e
arestas que os ligam, satisfazendo as condicoes:

e Cada no é o fim de uma (e sé uma) aresta (ndo ha nés que
nao passam por arestas)

¢ Todas as arestas sao curvas em R x [0, 1]

e Se uma aresta nao liga dois nés, é uma reta horizontal que
nao toca em nenhum né. S6 ha um numero finito destas
arestas

e Arestas nao se intercetam

e Os diagramas sao invariantes por translacao horizontal de
ordem [l




Visualmente:
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Podemos visualizar
isto como:

H




Podemos definir uma operacao
de "multiplicacido"entre os cilin-
dros. Tendo dois cilindros A e B,
AB é o diagrama resultante de
colocar A no topo de B e pro-
longar as curvas. Pode eventual-
mente resultar em lacetes, que
vamos representar como um el-
emento ¢* onde z é o nimero de
lacetes
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Note-se que, caso estejamos a
trabalhar com n par, pode ainda
surgir uma curva que circula a
volta do cilindro. Iremos rep-
resentar esse elemento como \
e trabalha-lo de maneira semel-
hante a q.
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Aproveitamos para definir dois elementos muito importantes:

T E; (neste caso i = 1)
l .
.
-
Corresponde a ligar o né de baixo 7 ao Corresponde a ligar, em cima e em baixo os
o I ool ) el Sl elementos i ao i + 1( mod n) e enviar

qualguer outro né j em cima no né j em

baixo

E possivel representar qualquer diagrama de D,, compondo
T, 7! (isto € o mesmo que 7 mas com o sentido oposto) e E;,
para qualquer n (!)




Problema: Qual o centro de D,,?




Problema: Qual o centro de D,,?
Vamos considerar os casos:

n=2




Problema: Qual o centro de D,,?
Vamos considerar os casos:

n=2 e n=3
{ {
Propriedades estranhas Propriedades faceis
(ndo esta bem nas definicoes) ("1° caso proprio")




Vamos comecar primeiro por atacar o caso n = 2
Algumas propriedades interessantes:

TE; = BT — Valido para todon > 2
T2E; = E;

FEi1Ey = T)\EQ Vilidoemn =2
EyEy = TAE,




Por exemplo, a segunda propriedade:




Vejamos um exemplo da utilizacdo destas propriedades em
acao. Emn =2

E\T3ExT?E, =
E\T3EyE,
FE7\TEsEq

qTEQEl =
g \TTE; =
qAEy
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Qualquer diagrama é composto de E; e 7. Isto é, € uma palavra
formada por E; e T

Usando as propriedades acima vistas, reduzimos cada palavra a
algo como aT*E; ou T%, com a € K[\, 3 € K

Considerando ainda que 72E; = E; temos que qualquer
elemento de D, pode ser escrito como:

aFh +bFEs + cTE +dT Es + Z eiTki

Para a,b,c,d € K[\ ee; € K




Ora, A € Z(D3) < A comuta com 7 e A comuta com E;

Pelo que podemos encontrar os elementos do centro
encontrando os elementos que comutam com 7T e ver quais
destes comutam com E;




Comutar com 7
TA=AT

TA =aTEL+bTEs+cTTE +dTTE,
= aTEq +.TE2 + l¢|Ey —i—.Eg
Por outro lado:
AT = CLElT = bEQT aF CTElT + dTEQT

aT FEy+bT E1 + cEy + dE,
:.TE1 + aTE; +.E1 + @ E;

Ouseja,j@=lll ¢ o=

Assim, resumindo tudo, para A comutar com 7, tem de ser da
forma:

A=aBi +aBy + bTE +bT B2 + Y T




Usando essa informacao, para comutar com E:

AE, =
aF1E + aEyFE + 0T E1 B+

bT B2 B + 3 e TR By + 3 di T* By
aqFEq1 + a\T E1 + bqT Er+

bAEL + > ¢ TE + > d; Ey

F1A =
aF1E| +aFE1Ey +bE1T B+
bELTEy+ >, CiElTQkH_l +> d; BT

aqFEy + aTAEs + bAE1+
bqT Eo + Z ;T By + z d; Fh




Ou seja:

(ag 4+ b\ + Z d;)Eq + (aX + bg + Z ¢i)TEL

(aq + b\ + Z di)E1 + (a) + bg + Z ¢i)TEy

Donde sai que:
aX + bq + Z c =0

E ficamos com um centro (hdo muito bonito...)




Z(Dg) =

aFy + aFEs + bT By + bT Es a,b, € K[\, ¢;,d; € K
—i—Zcﬂ’gkiH + Zdﬂ'zzi o eaA+bg+ Zci =0




Z(Dg) =

aFy + aFEs + bT By + bT Es a,b, € K[\, ¢;,d; € K
—i—Zcﬂ’gkiH + Zdﬂ'zzi o eaA+bg+ Zci =0

B.E
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Z(Dg) =

aFy + aFEs + bT By + bT Es
+Zci7-2ki+l + ZdZTZZ.L

a,b, € K[\, ¢;,d; € K

ea/\+bq+Zci:0 }
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—|—a;




Tratemos agora do caso n = 3.
Aqui ndo temos as mesmas propriedades faceis, mas ainda
conseguimos simplificar o suficiente!




Ainda temos que T E; = E;T e, de facto, surge outra
propriedade util:

EH—Q = TQEi
Temos também outra propriedade particular em Djs:

Er7E; = T °E;
Como TE, T~ ! = E;, por manipulagéo algébrica, basta ver
estas proposicoes no caso i = 1

Desta maneira, podemos reduzir cada palavra formada pelos E;
e 7 usando estas propriedades

Qualquer elemento A € D3 é entao da forma:

A=>"a,T"E + ) bTVEy+» T Es+ Y diT"




Comutar com 7 (ndo se vai contar com os termos > d; 7" ja
gue esses comutam obviamente) :

TA=
> T B + DUBTERE, + > o T5 By

AT =
S aT BT+ ) bTVET + Y T EsT =

ZaiTwi—H E3 + ZbiTyi+1 FE + ZCZ‘TZiJrl FEy
Ou seja, : , :
ZaiTl‘z — EbiTyz = ZciTZZ
Para comutar com 7 temos que A é da forma:
A= Z a; T* (E1 + FEy + Ed) I Z b TY

E quais destes comutam com E;?




Tal como em D5 vamos dividir em classes, neste caso mod 3.
Para facilitar, vamos escrever:

Z a; T% = Z 7"1‘7-3]% + Z Si7—3k¢+1 + Z tiTSkiJrZ
e ~~

S T

Da mesma maneira:

Z b, TY = Z fiTgki + Zgﬂ-?,ki—i-l + Z hi7-3k"+2

F G H




Ouseja,temos A= (R+ S+ T)(E1+ E2+ E3) + (F+G+ H)
E1A=
(REl +SE3+TE2>(E1 +E2—|—E3)—|—(FE1 —|—GE3—|—HE2) =
((RgEST2+ LT “+F)E +
(RT*+ ST 2+ Tq+ H)E>+
(RT 24+ 8q+TT?%+G)E;
AFE, =

(R+S+T)(Er\E1+ EsEy + EsEy))+ (F+ G+ H)E, =
(R+S+T)(qE1 +T 2B+ T?*E))+ (F+G+H)E, =

Rq+ST?+TT 2+ F
RT?+ ST 2+Tq+H | E;
RT 2+ 8q¢+TT?*+G

Donde saem as condicoes:
RT24+ ST 24+Tqg+H=0 e RT 2+S¢+TT*+G=0




E ca temos o nosso centro!

4

(Z 7“2'7-3]% aF Z SZ'TBIW+1 ai Z tiTgki+2)
(E1+ Es + E3)
+ 20 fiT?R 4+ 3 g TP 4 37 by Tokit2

Ty Si, tia fi7 Y, hz eK

e

SorTRTE 4 N s TR 4 Y 4y T3R T2+ H = 0
ST TR T2 4 S 5iqTRALS 4, T3k L G =0
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Ou, usando a notacao anterior:

Z(D3) =

(R+S+T)(E1+E2+E3) RT2+ST 2+Tq+H=0
I : e
) RT 2+ 8¢ +TT2+G=0




Ou, usando a notacao anterior:

Z(D3) =
(R+S+T)(E1+E2+E3) RT2+ST 2+Tq+H=0
I : e

) RT 2+ 8¢ +TT2+G=0
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Ou, usando a notacao anterior:

Z(D3) =

(R+S+T)(E1+E2+E3) RT2+ST 2+Tq+H=0
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) RT 2+ 8¢ +TT2+G=0
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