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Redes neuronais artificiais

Redes neuronais artificiais

Camada de input, camada(s) oculta(s), camada de output
Pesos das arestas

Enviesamentos (bias) dos neurdnios

Funcdo de ativacdo

Input layer Hidden layer Output layer
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Redes neuronais artificiais

Aproximador de funcoes

Seja f : R™ — R™ uma fun¢do desconhecida que pretendemos
aproximar. .

01 Oara O,

le’WQ’b(a;) = W2 O'(Wll’ + b)

onde W1, W5 sdo aplicagdes lineares.
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Redes neuronais artificiais

Aproximador de funcoes

Seja f : R™ — R™ uma fun¢do desconhecida que pretendemos
aproximar. .

01 Oara O,

le,Wg,b(x) = Wy O'(Wlx + b)

onde W1, W5 sdo aplicagdes lineares.

Teorema de Aproximacdo Universal para redes neuronais artificiais

Seja K C R* um compacto e f : K — R% uma funcdo continua.
Entdo, qualquer que seja € > 0, existem dy € ZT, W € Matg, x4, ,
Wy € Matd3><d2 e b e R® tais que Hf — fW1,W2,bHL2(K) < €.
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Redes neuronais artificiais

Funcdes de ativacdo usuais

Sigmoid

RelU
101
z,z>0
ReLU(z)=
(2) {O,u.’herwise 54
-10 -5 LO 5 10
(c)
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z,z>0

az,otherwise



Geometria

Espacos projetivos complexos

Uma relacio de equivaléncia em C*t1\ {0}:

z~w <= existe A\ € C* tal que z = \w /é Pi

Ent3o, o espaco projetivo complexo de
dimens3o n é definido como o conjunto das
classes de equivaléncia de ~.

_ Cn+1 \ {0}

e [2:1]=[-6:-3] € CP!
@ [i:0:—-2]=[1:0:2i] € CP?

cp”
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Geometria

e Um ponto [Zy: Zy:---: Z,] € CP™ é uma classe de
equivaléncia com multiplos representantes.
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Geometria

e Um ponto [Zy: Zy:---: Z,] € CP™ é uma classe de
equivaléncia com multiplos representantes.
e EmUy={[Zv:Z1:---:Z,] € CP": Zy # 0} estdo bem
definidas as coordenadas locais z : Uy € CP" — C"™,
Zj
==, Uy=C".
Zj Z07 0
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Geometria

e Um ponto [Zy: Zy:---: Z,] € CP™ é uma classe de
equivaléncia com multiplos representantes.
e EmUy={[Zy: Zy:---: Z,) € CP": Zy # 0} estdo bem
definidas as coordenadas locais z : Uy € CP" — C"™,
Z.
Zj = 75), U() = C".
@ Podemos pensar nestes pontos através das suas coordenadas

z2=(21,...,2,) € C".
@ CIP™ é uma variedade de dimens3o 2n.
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Geometria

@ Seja U C CP" o aberto onde Z; # 0 para todo o
7=0,1,...,n.
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Geometria

@ Seja U C CP" o aberto onde Z; # 0 para todo o
7=0,1,...,n.

e Em U, temos z; = % # 0. Podemos reescrever em
coordenadas polares: z; = rjewj.
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Geometria

@ Seja U C CP" o aberto onde Z; # 0 para todo o
7=0,1,...,n.

e Em U, temos z; = % # 0. Podemos reescrever em
coordenadas polares: z; = rjewj.

@ r; >0 e portanto r; = €% com y; € R. Logo:

zj = eViTihi = Wi

@ Vai ser conveniente trabalhar com a coordenada logaritmica
w = (y,0) e a sua parte real y.
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Geometria

@ Definimos o toro de dimensiao n como S =
T = (SHn.
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Geometria

@ Definimos o toro de dimensiao n como S =
T = (SHn.

Slz{eit:tER}
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Geometria

@ Definimos o toro de dimensiao n como S =
T = (SHn.

St={e':teR} {1 .t seR}
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Geometria

@ Definimos o toro de dimensiao n como S =
T = (SHn.

St ={e":t e R} {eltH) .t s e R} =C*
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Geometria

@ Definimos o toro de dimensiao n como S =
T = (SHn.

St ={e":t e R} {eltH) .t s e R} =C*

@ Podemos considerar a complexificacao do toro: T¢ = (C*)".
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Geometria

Acao de T" em CP”

Consideramos uma ac¢ao do toro T" em CP":

(eitl,...,eit”) 2o Zy - Zp] =2 ez eit"Zn]
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Geometria

Acao de T" em CP”

Consideramos uma ac¢ao do toro T" em CP":

(eitl,...,eit”) 2o Zy - Zp] =2 ez eit"Zn]

n=1:r oes n r iemann; 5rbi a
Caso 1: rotacdes na esfera de Riema as Orbitas sao os
paralelos.
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Geometria

Acao de T" em CP”

A agdo estende a uma agdo do toro complexo (C*)™:

(Wi, ...,wp) - [Zo: 21 Zp] =20 wiZy: - 2 wpZy)]
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Geometria

Acao de T" em CP”

A acdo estende a uma agdo do toro complexo (C*)":

(Wi, ...,wp) - [Zo: 21 Zp] =20 wiZy: - 2 wpZy)]

Caso n = 1: érbita densa + polos
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Geometria

O caso do CP?

(€™, e"2)  [Zo: Z1: Zo) = [Zo : €1 2y 2 €2 73]
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Geometria

O caso do CP?

(€™, e"2)  [Zo: Z1: Zo) = [Zo : €1 2y 2 €2 73]
Podemos tomar como aplicacdo momento para esta acdo o
seguinte i : CP? — R?:

| Z,|? | Z|? )

Zo: 2y Zs]) =
w([Zo : Z1 : Z2)) <‘Z()’2_|_’ZI|2+|ZQ\2’|Zo\2+\Z1’2+‘Z2’2
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Geometria

O caso do CP?

(€™, e"2)  [Zo: Z1: Zo) = [Zo : €1 2y 2 €2 73]
Podemos tomar como aplicacdo momento para esta acdo o
seguinte i : CP? — R?:

| Z,|? | Z|? )

Zo: 2y Zs]) =
w([Zo : Z1 : Z2)) <\Z0]2+!21|2+|Z2‘2,|ZO‘2+‘Z1’2+‘Z2’2

Nas coordenadas logaritmicas (y, 6):

62y1 6292
/’L(yb Y2, 917 92) = <1 ¥ €2y1 + 62y2 ) 1 ¥ 62y1 + €2y2>
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Geometria

O caso do CP?

(€™, e"2)  [Zo: Z1: Zo) = [Zo : €1 2y 2 €2 73]
Podemos tomar como aplicacdo momento para esta acdo o
seguinte i : CP? — R?:

Wl 71 7)) = 20 20
oot 202 + | 212 + | Za]? | Zo|? + | Z1 2 + | 252

Nas coordenadas logaritmicas (y, 6):

62y1 6292
/’L(yb Y2, 917 92) = <1 ¥ €2y1 + 62y2 ) 1 ¥ 62y1 + €2y2>

Observacio

2 2y 1
No caso n =1, fica u(y) = o5 = 172

a fungdo de ativagdo sigmoide.
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Geometria

Aplicacio momento e convexidade

Imagem da
aplicacdo momento
de CP? (em R?):

(0:3)

P
1| =
o]
—

(0.0)
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Geometria

Aplicacio momento e convexidade

Imagem da
aplicagdo momento o E um politopo convexo: o politopo
de CP? (em R?): momento, P.
1
(055)
1
=,0
oo Y
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Geometria

Aplicacio momento e convexidade

Imagem da
aplicagdo momento o E um politopo convexo: o politopo
de CP? (em R?): momento, P.
[O L) @ Cada ponto no politopo corresponde a
2 uma 6rbita da acdo de T2.
1
=.0
oo 2"

Jodo Camarneiro Kahler and Tropical Geometry for the UAT



Geometria

Aplicacio momento e convexidade

Imagem da
aplicagdo momento o E um politopo convexo: o politopo
de CP? (em R?): momento, P.
[O L) @ Cada ponto no politopo corresponde a
2 uma 6rbita da acdo de T2.
@ Interior do politopo: érbita densa da acdo
de TZ
1
Lo
oo 2"
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Geometria

Aplicacio momento e convexidade

Imagem da
aplicagdo momento o E um politopo convexo: o politopo
de CP? (em R?): momento, P.
[O,%) o Cada /po.nto no pcjll'topo c;orresponde a

uma érbita da acdo de T~.

@ Interior do politopo: érbita densa da acdo
de TZ
(l 0) e Coordenadas simpléticas (x, 6) na érbita
(0,0) 2? densa
eyt e2y2

r = —--—— 9 = ——F—F5—
1+ e2y1 + e2v2’ 1+ e2y1 + e2v2
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Aplicag¢do ao resultado

Podemos considerar a fun¢do de transicdo da coordenada y para a
coordenada z.
o:R? 5 P°

e2v1 e2y2
o(y1,y2) =

1+ €291 + e2v27 1 + 291 4 2u2

Vamos utiliza-la como func3o de ativacido.

Jodo Camarneiro Kahler and Tropical Geometry for the UAT



Aplicag¢do ao resultado

Podemos considerar a fun¢do de transicdo da coordenada y para a
coordenada z.
o:R? 5 P°
e2v1 e2y2
U(y17 y?) - 1 + €2y1 + 62y2 ) 1 + e2y1 + €2y2

Vamos utiliza-la como func3o de ativacido.

Comparando com a fungdo sigmoide:

. €2y1 €2y2
U<y17y2) = (1 + €2y1 ’ 1 —+ @2y2)

Jodo Camarneiro Kahler and Tropical Geometry for the UAT



Aplicag¢do ao resultado

Teorema de Aproximacao Universal

Seja K C R um compacto e f : K — R uma fung¢do continua.
Ent3o, qualquer que seja € > 0, existem d € Z™", aplicacdes
lineares W, : R — R% Wy : R* — R e um vetor b € R? tais que

IIf = fwn,wanllL2k) < e

fWth, ( ) Wo (T(Wlﬂf -+ b)
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Aplicag¢do ao resultado

Teorema de Aproximacao Universal

Seja K C R um compacto e f : K — R uma fung¢do continua.
Ent3o, qualquer que seja € > 0, existem d € Z™", aplicacdes
lineares W, : R — R% Wy : R* — R e um vetor b € R? tais que

Hf le,WQ, |L2 <€
Jwiwa (@) = Wao(Wiz +b)
Ideia: Dividir R em intervalos Iy, I, ..., Iy de modo a que

I; N K seja suficientemente pequeno.
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Aplicag¢do ao resultado

Teorema de Aproximacao Universal

Seja K C R um compacto e f : K — R uma fung¢do continua.
Ent3o, qualquer que seja € > 0, existem d € Z™", aplicacdes
lineares W, : R — R% Wy : R* — R e um vetor b € R? tais que

Hf le,WQ, |L2 <5
fwiwap(x) = Wao(Wiz + b)
Ideia: Dividir R em intervalos Iy, I, ..., Iy de modo a que

I; N K seja suficientemente pequeno.
| L [ L |
1 [ — 1 - 1 >
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Aplicag¢do ao resultado

Teorema de Aproximacao Universal

Seja K C R um compacto e f : K — R uma fung¢do continua.
Ent3o, qualquer que seja € > 0, existem d € Z™", aplicacdes
lineares W, : R — R% Wy : R* — R e um vetor b € R? tais que

Hf le,WQ, |L2 <5
fwiwap(x) = Wao(Wiz + b)
Ideia: Dividir R em intervalos Iy, I, ..., Iy de modo a que

I; N K seja suficientemente pequeno.

| L [ L |

T [ — 1 1 T >
Aproximar f por uma funcdo em escada definida nestes intervalos.
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Aplicag¢do ao resultado

Fan de CP"
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Aplicag¢do ao resultado

Degeneracao tropical

@ Fung¢do de ativagdo o : R — P°

e Degeneracio tropical: o4(y) = o(ty), 0o = hin oy
[e.e]
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Aplicag¢do ao resultado

Degeneracao tropical

@ Fung¢do de ativagdo o : R — P°
e Degeneracio tropical: o4(y) = o(ty), 0o = hin oy
[e.e]

@ Nocason =1: o(ty) = %

0 (y) =
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Aplicag¢do ao resultado

Degeneracao tropical

@ Fung¢do de ativagdo o : R — P°
e Degeneracio tropical: o4(y) = o(ty), 0o = hin oy
[e.e]

@ Nocason =1: o(ty) = %

0 sey<0
one(y) =44 sey=0
1 sey>0
A funcao limite 0, = lim oy é em escada: toma um valor
t—-+o0

constante no interior de cada cone do fan de CP".
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Aplicag¢do ao resultado

Exemplo (caso n = 2):

A .(U.U)

(1,0) —_—>

"0.1)
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Aplicag¢do ao resultado

QOutro ingrediente

Consideremos uma divisdo de R em intervalos Iy, I1,...,Iy.

Lema

Existe uma aplicacdo afim L : R — RY que envia os intervalos I;
nos cones maximais do fan de CPV.

Exemplo:
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Aplicag¢do ao resultado

Retomando a demonstracido

@ Dividir R em intervalos o, I1,...,In de modo a que I; N K
seja suficientemente pequeno, aproximar f por uma fungdo
N
em escada g = ) c;1;, definida nestes intervalos.
Jj=0
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Aplicag¢do ao resultado

Retomando a demonstracido

@ Dividir R em intervalos o, I1,...,In de modo a que I; N K

seja suficientemente pequeno, aproximar f por uma fungdo
N
em escada g = ) c;1;, definida nestes intervalos.

7=0
e Enviar os intervalos para o fan de CPY (L : R — RY)
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Aplicag¢do ao resultado

Retomando a demonstracido

@ Dividir R em intervalos o, I1,...,In de modo a que I; N K

seja suficientemente pequeno, aproximar f por uma fungdo
N

em escada g = ) c;1;, definida nestes intervalos.
=0

e Enviar os intervalos para o fan de CPY (L : R — RY)

e Func3o em escada, oo : RN — RN
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Aplicag¢do ao resultado

Retomando a demonstracido

@ Dividir R em intervalos o, I1,...,In de modo a que I; N K

seja suficientemente pequeno, aproximar f por uma fungdo
N

em escada g = ) c;1;, definida nestes intervalos.
=0

e Enviar os intervalos para o fan de CPY (L : R — RY)
e Func3o em escada, oo : RN — RN
o Ajustar as constantes: W : RY — R
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Aplicag¢do ao resultado

Retomando a demonstracido

Dividir R em intervalos Iy, I1,...,In de modo a que [; N K

seja suficientemente pequeno, aproximar f por uma fungdo
N

em escada g = ) c;1;, definida nestes intervalos.
=0

Enviar os intervalos para o fan de CPV (L : R — RY)
Func3o em escada, oo : RN — RV
Ajustar as constantes: W : RV — R

Funcao aproximadora: W oo o (tL), com t suficientemente
grande.
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Aplicag¢do ao resultado
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