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Definicdo de Affine Celular Algebra (




Seja A uma k-algebra unitaria e ¢ uma k-involucdo. Dizemos que
um ideal J bilateral é um Affine Celular Ideal se
i(J)=J
Existe um k-mddulo V livre de rank finito e uma affine
k-algebra B comutativa com uma k-involucao o tal que

A=V ®, B éum A — B-bimédulo, sendo a estrutura a
direita a naturalmente induzida por B

Existe um isomorfismo de médulos bilateral « tal que o
seguinte diagrama é comutativo, onde A’ = B®, V é
B — A-bimédulo, em que a estrutura a esquerda é a induzida
por B e a direita por (b ®v)a := 771 (i(a)T(b ®v))
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Por sua vez, A é uma se ha uma
decomposicdo em k-médulos A = D J! tal que i(J]) = J! e que
J;j = @ J] seja uma cadeia de ideais bilaterais tal que J;/J;_1 é
um Affine Cell Ideal de A/J;_1




Temperley-Lieb Algebras (TL) como

o
- &




Na dltima apresentacdo, trabalhamos com as TL(nomeadamente,
nos casos n = 2 e n = 3). De facto, estas sdo um exemplo de

Podemos definir a cadeia de ideais Jy C Jo C ... C J, em que J; é
gerado pelos diagramas com no maximo ¢ arcos verticais,
(equivalentemente, Ji, Js, ..., J, se n impar). Por sua vez, estes
ideais sdo da forma

Ji=Jy® D Jj, sen par
Onde J]( sao os diagramas com exatamente j arcos. Temos
também J;/J;_o >~ (My,(B;), ;) para uma certa matriz de
multiplicacdo 1); e B; certa k—algebra comutativa (que, de modo
geral, € um anel de polinémios ou de Laurent sobre um corpo)
A involucdo a considerar é de voltar ao contrério os diagramas
(upside down)

Para simplicidade, vai-se considerar g # 0




Considere-se o seguinte exemplo. Em TL3, na camada J;/0(~ Jp),
podemos representar os elementos através de matrizes 3 x 3 (onde
as linhas correspondem aos fundos dos diagramas e as colunas aos
topos)

“. .“ “'

oo 1 0 ’ ’
**lo 0 0 . +




Por sua vez, a multiplicac3o é feita utilizando esta matriz

q 1 =z
P = 1 ¢q z7t
rl z ¢
Por exemplo:
1 0 0 1 0 0 g 0 0
EE;=[(0 0 0J¥10 0 0] =(0 0 O] =qFE;
0 00 0 0 0 0 0 0

Como seria de esperar




Representacoes das




Dizemos que um médulo M é simples (ou, no ambito da Teoria da
Representacdo, que é uma representacdo M ¢é irredutivel) se os
nicos sub-médulos sdo 0 ou M. Equivalentemente, podemos dizer
que M é simplesse AM #A0eVme M,m#=0=Am =M

A classificacdo dos médulos simples é dada por:

Seja A uma ACA com a cadeia de células

O=JycJic---cJ, =4
Tal que Jj/Jj_l = (Mn(Bj), 1,[}])
Entdo ha uma bijecdo entre as classes de isomorfismo dos médulos
simples de A e:
m é ideal maximal de

(j,m) |je€{l,....,n} e B, tal que hd uma entrada de
1j que ndo pertenca a m




Moadulos simples de TLo




Seja L um médulo simples de Tly ~ k[r*!] @ (My(k[z]),v)

Ent3o temos!:

B (Ms(kz]),y)L =0, ou
(Mp(K[z]), )L # 0

Se (1), entdo L é um k[r*!]-médulo simples. Ent3o, tendo v € L
tal que v # 0 e @ sobrejetiva com:

o: k[t*] — L
a —  av

Temos entdo:
L ~ k[r%1]/ ker(y)
Podemos ver que ker(y) é maximal, sendo entdo do tipo
(tT—A), A€ k\{0}
E assim:
L~ k[ /(r — )

!Nota: Assume-se k algebricamente fechado




Se n3do acontecer (1), temos entdo que L é um
(Ms(k[z]),v)-mbdulo simples. L vai corresponder a um
M (k[z])-médulo E dado pelo seguinte teorema:

Existe uma bijecdo entre o conjunto dos My(k|[x])-médulos E
simples ndo isomorfos tais que M (k[x])})E # 0 e o conjunto dos
(My(k[x],)-mébdulos simples ndo isomorfos.

Note-se que se E é médulo simples sobre My (k|[x]), existe um ideal
maximal m = (z — p), p # 0 em k[z] tal que Ma(m)E = 0. Assim,

Mo(k[z])YE = 0 < $E = 0 < 9 € Ma(m)

Que corresponde a condicdo do teorema na pagina 10




Centro de TL,




Na apresentacdo anterior mostrei uma deducdo do centro de TLg e
TLs, usando definicdes alternativas dos seus elementos (E1, Eo, T
etc). N3o se usaram ideias relativas a

Podemos encontrar estes centros ao mergulhar estas algebras nou-
tras maiores com uma estrutura mais simples

Partindo de A comumacadeia0=JgCc JjC---CJ, =4
com J]/JJ j| 2 ( m; (Bj),;), dizemos que
My, (B1) X+ -+ X M n(B ) é a sua Assymptotic Algebra




Seja A ACA com uma cadeia como descrita acima, sendo
m = min{s|r.ann,; _ (Js/Js—1) = 0} e tendo:
¢:A—End(ayg, JIm/Im-1) X -+ x End(aJo)

em que ¢(a) = (p,...,p2), onde p% é a acdo de a na camada
Jm/Jr—l
Se A/J; semiprimo para j € {0,...,m — 1}, entdo
End(4/5,_,Jj/Jj-1) = My, (B;), j € {0,...,m} e temos

c(A) = ¢™H(Bm x -+ x By)

Podemos entdo obter o centro de TLo da seguinte maneira




Tly = k[r*!] & My (k[z])
Com o embedding em k[rF1] x My (k[x])

o(f(r) + M) = (f(1), /(T) + M)

ST

Em que:




C( TLQ)




Temos:

F(T) + My = (g 2)

=

m(l)) N (aq + bz

cq + dx

ax + bq
cx + dg

):

> e f(X)=m(X?)X + h(X?)

g 0
0 g

)




Ficamos com as equacdes:

(a—d)g + (c—bz = 0
(a—d)xz + (b—c)g
Que, como (a — d) e (¢ — b) tém graus diferentes, nos diz que
a=dec=b
Sobra entdo a equacio:

|
o

ax +bg+m(l) =0

Que com a condic3o anterior descreve exatamente o centro que
mostrei na ultima apresentacao.

Z(TLy) =
aFEi +aFy +bTE +bT B, a,b, € k[x],¢;,d; € k
—|—Zci7—2k"’+1 4 Zdﬂ'zzi’ : e ar + bg+ Zci =0

Podemos repetir para TLs, embora este procedimento n3o dé
resultados muito explicitos
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Um elemento central em




Podemos encontrar em certas um elemento central, a partir
da dltima camada
Tendo a cadeia:

O=J,CcJyc---CcJ,=A

Temos que Jo/J_1 =~ Jy/0 = Jy é isomorfo a (M, (B),?) por um
isomorfismo de médulos (bilateral) «
Vamos ver que o elemento:

_ i+
z=o " (¥7)
é central em A, se B for um dominio e 1) tiver determinante n3o
nulo




z € central em J,

Seja m € Jy. Embora « tenha sido definido como isomorfismo de
mddulos, dada a multiplicagdo definida em J e (M, (B), )
podemos vé-lo como um isomorfismo de anéis, pois:

uwpw = u - w & ala H(w)a "t (w))
Assim:
a(w)pa(z) = ala™ (a(w))a™ (a(2) = a(w?)
Continuando:

a(mz) = a(m) - a(z) =

a(m)ypy™ = a(m) det(v) = ¥ Ppa(m) = a(zm)

Que nos diz, entdo, que zm = mz




22 é central em A

Seja a € A. Entéo,




z é central em A

Seja a € A, entdo temos az? — z%2a =0

= a(az® — 2%a) = a(az?) — a(z%a) = 0
Por ser um isomorfismo de A—mddulos bilateral e de anéis:
0 =aa(z?) — a(z?)a

— gt — otYgta
det(v)(a(az — za))

Se det(¢)) # 0, temos, ent3o (j& que estamos a trabalhar com
dominios) az = za




Um "Toy problem"




Seja A = k[G] ® J onde J = (M,,(B), ). A acdo de G sobre J é
a seguinte:
Dado um homomorfismo de grupos

p:G— S,
Se g € G entdo:
g (bEij) = bE,4;
(bEZ‘j) g = bEipfl(j)
Para este exemplo concreto vai-se ter G =Z2, n=4e
p((1,0)) = (12)

p((0,1)) = (34)

Supomos que B dominio e 1) simétrica com determinante ndo nulo
e satisfazendo algumas condicdes que permitirdao A ser uma
algebra associativa.




Podemos considerar ¢ a involucdo que em J atua como a
transposicdo e em k[G] leva g € G em g~!. Dai pode-se ver que A

7

(S

Vamos encontrar os elementos centrais em A seguindo estes
passos:

Elementos centrais em J = (M, (B), )
Elementos centrais em k[G]
Elementos que n3o estejam contidos num dos dois




Seja M € M, (B) Nc(A). Em particular, M € ¢(J) ou seja:
VX € M,(B), My X = XypM
Em particular, como 1 € B, temos que:

M = M

Combinando isso com a informac3do de cima, se M é central:

MyX = XM = XM

Ou seja, M1 € ¢(M,(B)), donde se conclui que M1 = bl,,b e B
Daf:

M+ = bl,, = M det(y)) = by




Do facto de v ser simétrica vem que M é simétrica.
Falta ainda considerar os efeitos das acdes de G sobre as matrizes.

Terdo de ser analisadas os efeitos das permutacdes (em notacdo

ciclica) (12) e (34). Uma vez que M é simétrica, sera da forma:

Z1
Z2
xs3
L4

M =

T2
Y1
Y2
Y3

T3 T4
Y2 Y3
21?2
Z2 W1

Assim, considerando que (12)"! = (12)e (34)7 1 =(34)

T2 Y1 Y2 Y3
r1 T2 T3 T4
T3 Y2 21 22
T4 Y3z 22 W1

(12)M =

=M(12)=| X

— ($1,.’B3,1’4) - (y17y27y3)

il
T2
T3
T4

T3
Y2
21
zZ2

T4
Y3
z2
w1




Procedendo de maneira analoga para (34 ):

T1 T2 T3 X4 T
T4 Y3 22 w1 z3
T3 Y2 21 22 Ty

— (23,92, 21) = (24,3, w1)

Assim, podemos definir o conjunto:

Iy X2 T3 I3
I X1 T3 I3
r3 X3 21 22
r3 I3 22 Zz1

,Ti, 2 € B

E concluir que
c(A)NJ =¢c(J)NL

T2
Y1
Y2
Y3

Ly

Y3
z2

T3
Y2
Z1
z2




Os elementos da camada do topo sdo da forma:

p=aid+b(12)+c¢(34)+d(12)(34)

Mas analisando o elemento da camada inferior: E13 temos que
para ser central:

pE13 = aB13+bEy3+-cE13+dE23 = E13p = aF13+bE13+cE14+dEy

=b=c; b+d=0;




De facto isto d4 uma condicdo necessaria e suficiente para
pertencer ao centro. Podemos ver:

pEij = aEij aF bEa(i)j aF bEij = bEJ(i)j = (a aF b)Eij

Eijp = aEij + bEw(j) + bEij — bEw(j) = (a + b)EZ

Como G ~ Z% é abeliano, sabemos que estes elementos sdo
centrais k[G] e consequentemente em A. Assim:

c(A) N k[G] :kid+k<(12)+(34) —(12)(34))




Seja P =a+b(12) + ¢(34) + d(12)(34) + M. Como G é abeliano,
podemos concluir imediatamente que M é estavel para a acdo de
G. Pode ser visto que o conjunto dos estaveis L* é composto de
matrizes do tipo:

a b ¢ c
b a ¢ c
d d e f
d d f e

Ao mesmo tempo, multiplicando por I,, (que também é estavel)
podemos ver que M1 = M, e podemos concluir que
M1 € Cyy,(py(L*) tomando a forma

cow 8§
o o8 <
- 0 O O
D - O O




A partir daqui podemos extrair mais informacao sobre z,y, e, f
verificando os produtos pelos elementos F;; (sendo que, no
méximo, apenas temos de o fazer 16 vezes)

As condicdes resultantes serdo necessarias e suficientes para
pertencer ao centro




Questoes?




