EEMRTAMENTO Probabilidades e Estatistica  12semestre-2013/2014

DE MATEMATICA LEAN, LEE, LETI, MEAer, MEBiom, MEEC, MEMec 11/06/2014 - 11:00
TECNICO LISBOA

Duracao: 90 minutos 2°teste B

Justifique convenientemente todas as respostas!

Grupo I

10 valores
1. (a) Seja (X1,Xp,...,X,) uma amostra aleatéria proveniente de uma populagao X ~ Bernoulli(p), com 3.0)
0 < p < 1. Deduza o estimador de mixima verosimilhanc¢a do parametro p.
Seja (x1,...,X,) € {0,1}" uma concretizagao de (Xi,..., Xn).
Funcao de verosimilhanca:
Xiind. n Xii.d. n
Lplx1, - Xn) = [y, X X1 Xnlp) =0 [ ] fro(xilp) =7 [ fx(xilp)
i=1 i=1
L n n
=[Ip " -p)~¥ = pria*i@ - p)" Zim %, 0<p<l.
i=1
Funcao de log-verosimilhanca:
n n
2(plxy,...,xp) =logL(plxy,...,x,) = ) xilogp+ (n— Z x;)log(1—p)
i=1 i=1
diferencidvel em ordem a p. Maximizacao de ¢(p|x,..., X,):
d Yhoxi n-Y" x; L L n > ox;
—0(plx1,...,xp) =0 =1 =17 o x,-—pri—np+pri =0ep= Zi=17 _ g
dp p 1-p izl =1 i=1

Seja p = X, entdo p é maximizante de ¢(p|xy,...,x;) se e somente se (onde X # 0A X # 1)
d2
d—lﬂﬁ(plxl,...,xn)|p:ﬁ<0e

d? d

"oxi n=Y" x;
d—pzf(leCI,-..;Xn)ipzﬁ: Zl_l : Zl_l '

p2 (1_p)2 )|p=5€

(Z?zlxi n=Xil ki
dp* p 1-p

)|p=,a=_(

<0,

pois 0 < X < 1. Logo, o estimador de maxima verosimilhanga de p é X e a sua estimativa é x.

(b) Tendo sido seleccionadas ao acaso 1000 moedas de entre as moedas um euro em circulacdo em Por-  (3.0)
tugal, constatou-se que 300 moedas da amostra ndo eram portuguesas. Com base nesta informacao,
determine um intervalo de confianc¢a aproximado a 99% para a proporcao p de moedas ndo portugue-
sas entre as moedas de um euro em circulagdo em Portugal.
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Seja X; = 1, se amoeda ndo € portuguesa, e X; = 0, se a moeda é portuguesa. X; ~ Bernoulli(p), onde
p = P(moeda ndo ser portuguesa), i = 1,...,n.

Se Xj,..., X, sdova. ii.d. com E(X;) = pe Var(X;) = p(1 — p) < oo, pelo T.L.C. (a aproximagao vélida
X-EX) X-p _a
= ~ N(0,1).
VVvarx) rd-p)in ©,1)
Varidvel fulcral: Para simplificar a deducao do intervalo de confianc¢a considera-se outra aproximacao

(p = X é estimador de méxima verosimilhanca de p e a sua estimativa é % =0.3)

porque n = 1000 > 30), entdo

X-p
VX1-X)n

Quantis: 1 - @ =0.99 =~ P(-b< T < b|Hp), b:Fn1)(b)=1-0.01/2=0.995= b=2.5758.
Intervalo aleatério de confianga:

X-p _ . . _ . .
-bs————<beX-b\/X1-X)/n<sp=X+b\/XQ1-X)/n
VXA-X)/n

= [ACy90(p) = [X-b\/ XA -X)/n, X+ b\/X(1-X)/n].

Intervalo de confianca:

ICo99(p) = [X—bV/xX(A-%)/n,%+b\/x(1-3%)/n]
= [0.3-2.57581/0.3(1 - 0.3)/1000, 0.3 + 2.57581/0.3(1 — 0.3)/1000]

=[0.263,0.337].

T= £ N(@©,1).

2. Uma determinada fabrica emite diariamente para a atmosfera elevadas quantidades de certo poluente. A
direc¢do de ambiente dessa fabrica afirma que a mesma estd a cumprir o limite imposto por lei, ou seja,
em média a fabrica emite no méximo 16 unidades/dia desse poluente. Uma entidade independente mediu
durante 40 dias, escolhidos ao acaso, a quantidade didria de poluente emitido pela fabrica, tendo obtido
para essas observacoes uma média de 19 unidades. Com base na amostra, e supondo que a quantidade
didria de poluente emitido pela fabrica tem distribuicdo normal com desvio padrao de 5 unidades, responda
as seguintes questoes:

(a) Pode-se concluir, para um nivel de significincia de 5%, que a fabrica ndo estd a cumprir o limite im-  (3.0)
posto por lei?
Seja X = quantidade didria de poluente emitido pela fabrica. (X, ..., X;) uma a.a. de X ~N(u, o =5).
Hipoteses:
Hy:pu<16 versus Hy : p>16.
Estatistica do teste:

X-16 p=16
To = ~ N(0,1),
0 olvn
cujo valor observado é #) = é?\_/g =3.795.

Regiao critica:

a = 0.05 = P(Rejeitar Hy|p =16) < 0.05= P (T > blu =16) < Fno,1)(b) = 0.95 & b = 1.6449.

RC =]1.6449, +oo.

Decisao: Se fy > 1.6449 = Rejeita-se Hj e se fp < 1.6449 = Nao se rejeita Hy. Logo, como f = 3.795 >
1.6449, rejeita-se a hip6tese de a fabrica estar a cumprir o limite imposto por lei (emissdo média de
no méaximo 16 unidades/dia desse poluente) ao nivel de significancia de 5%.

(b) Ao efectuar o teste da alinea anterior, qual serd a probabilidade de, correctamente, se concluir que a (1.0)
que a fabrica ndo estd a cumprir o limite imposto por lei, caso o valor médio da quantidade de poluente

emitido pela fabrica seja de 18 unidades/dia?
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X-16
P(Tomar decisdo correctaly = 18) = P(Rejeitar Ho|u =18) = P(——= >1.6449|u =18)

olvn
Se pu =18, entdo X-18 ~ N(0,1)
olyn
X-18 16 18

=Pl—— > — +1.6449 =18
G~ sva svaot=1®)

=1 - Fy(0,1)(—0.885) = Fy0,1)(—0.885) ~ 0.8119.

GrupoII 10 valores

1. Segundo as hip6teses de heranca de Mendel, filhos de pais em que ambos os progenitores possuem sangue
do grupo AB podem ter grupo sanguineo AA, AB e BB com probabilidades, respectivamente, 0.25, 0.50 e
0.25. Recolhida uma amostra de 284 criancas com ambos 0s progenitores possuindo sangue do grupo AB,

obtiveram-se os seguintes resultados:

Grupo sanguineo ‘AA AB BB

Numero de criangas ‘ 65 152 67

Sera que estes resultados sdo consistentes com as hip6teses de heranga de Mendel? Decida através do valor-
p do teste, tendo em considerac¢do os niveis de significancia usuais.
Seja X a v.a. que representa o grupo sanguineo de uma crianca com ambos os progenitores possuindo
sangue do grupo AB: X =1, se AA; X =2, se AB; X =3, se BB.
Hipoteses:
Hy:P(X=1)=P(X=3)=0.25P(X =2)=0.5 versus H; : X tem outra funcao de probabilidade.

Estatistica do teste:
k ,
_ a 2 _ .2
To=), & m Xe-p-n= Xy

cujo valor observado é dado por

P
classe 0; pi  ei=np; —(0’:’)
L

{X=1} 65 0.25 71(=5) 0.5070

{X=2} 152 0.50 142 (=5) 0.7042

{X=3} 67 0.25 71(=5) 0.2254
n=284 1 284 o = 1.4366

Sejam p; = P(X = 1|Hp verdadeiro) = 0.25, p» = P(X = 2|Hp verdadeiro) = 0.50 e p3 = P(X =
3| Hy verdadeiro) = 0.25. Note-se que k =3 (e; =5,Vi) e f =0 (ndo foram estimados parametros).

Valor-p:

p = P(Ty = ty| Hy verdadeiro) =1 — FX(ZZ) (1.4366)) =1-0.5124 = 0.4876.

Decisdo: Se a = 0.4876 = Rejeita-se Hy e se a < 0.4876 = Ndao se rejeita Hy. Logo, aos niveis de signi-
ficancia usuais (0.01,0.05,0.10), ndo se rejeita a hipétese de estes resultados serem consistentes com as

hipéteses de heranga de Mendel.

2. Para estudar a relacdo entre a altura das ondas (X, em metros) e o montante Y (em milhares de euros) dos
estragos causados na orla costeira em dias de forte agitacdo maritima, foram obtidas observacdes relativas

a 30 dias com forte agitacao maritima, que conduziram a:
30 30 30 30 30
Yoxi=212 Y x¥=1824 ) x;y;=6410 ) y;=630 Y y7=28230
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

(a) Ajuste um modelo de regressao linear simples de Y sobre x e obtenha uma estimativa para o incre-

mento esperado no montante dos estragos causados na orla costeira por um acréscimo de meio metro
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na altura das ondas.

A _ Li%iVi—nXJ _ 6410-30x7.0667x21 _ B = Am_ _
Pr="m g = MO =6.009 ¢ f = 7~ 1% = 21~ 6.009 x 7.0667 = ~21.461

Equacdo de regressdo ajustada: E(Y|x) = —21.461 +6.006 x.
Seja A = E(Y|x+1/2) - E(Y|x) = /2. Logo, A = &1 = 8099 _ 3 9045,

(b) Assumindo as hip6teses de trabalho habituais, teste ao nivel de significincia de 5% a hip6tese de a  (4.0)
altura das ondas nao influenciar o montante dos estragos causados na orla costeira.
Hipoteses:
Hy: B1 =0 versus Hy : B1 #0.
Estatistica do teste: R
Th= b0 n tin-2) = 1(28),

__ o2
n A_ o=
Zi=1xi nx

cujo valor observado é f = 6.009/, / % =10.091,

_ N _ _ 2y 2 _ 2
Onde 0_2 — ﬁ[(Z?ZI ylZ _ nyZ) _ (ﬁl)Z(Z?ZI xlg _ an)] — (28230—-30x21%) 6.0;)3 (1824—-30x%7.0667-) =115.542.

Regiao critica:

a = 0.05 = P(Rejeitar Hy|Hp verdadeiro) < 0.05 = P(|Ty| > bl Ho) < Fy,q (b) =0.975 < b = 2.048.

RC =] —00,-2.048[U]2.048, +00.

Decisao: Se |fy| > 2.048 = Rejeita-se Hy e se | fp| < 2.048 = Nao se rejeita Hy. Logo, como ) = 10.091 >
2.048, rejeita-se a hipotese de a altura das ondas nédo influenciar o montante dos estragos causados

na orla costeira ao nivel de significancia de 5%.
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