X resolugao (exame de 3 de Julho de 2004)

1. a) Escolhemos os 3 nés que se encontram mais préximos de ¢t = 4, ou seja {2,3,5},
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portanto o polinémio interpolador é pa(z) = 7+ (—1)(z — 2) + &(z — 2)(z — 3),
e temos pp(4) =7 -2+ 2 = 10 =5.33333.
1. b) Pela férmula de erro, para x € [2, 5]
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Bo(z) = (z —2)(z — 3)(z — 5), com € € [2,5],

e usando a hipétese |¢”(£)] < 1, obtemos |Ea2(z)| < |(x — 2)(z — 3)(x — 5)]|/6.
Em particular, para = 4, temos |E2(4)| < |(4 —2)(4 —3)(4 —5)|/6 = 1/3.
2.a) As fungoes base sdo ¢1(x) = 1, ¢ao(x) = 1%6,
o produto interno discreto definido nos pontos 1 = 1,z9 = 2,23 = 3, x4 = 5, é dado por

4
k=1

Em particular, < ¢1,¢1 >=1+14+1+1=14,
<1 >=<¢o,p1 >={H + 15t 15 T 1 =6+4+3+2=15,
<o, d0 >= (157 + (£5)7 + (£5)° + (#%)* = 36 + 16 + 9 4 4 = 65.
Finalmente, no segundo membro, < ¢1,¢ >=9+7+6 +5 = 27,
< o, >= 9121+711+22+613+51+5—9><6+7><4+6><3+5><2:54+28+18+10:110
b) Das equagoes 4a + 15b = 27, 15a + 65b = 110,

obtemos no método de Gauss-Seidel,
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como ag = 2,bp = 1, obtemos a; = 27 15 =3; b = —110 — %a = —16150 — % =1.

A iteracao seguinte d4 o mesmo valor (p01s também é da forma (z,1) agora com z = 3).
Como a segunda iterada € igual a primeira, concluimos que atingimos o ponto fixo, que é a solucao do sistema,
logo o erro é nulo. (Pode-se verificar directamente que (1,3) é a solugao do sistema.)

3. a) O espacamento é h = 1, e temos
h 1 27
Sy(c) = g(c(l) +¢(5) +4(c(2) + c(4)) +2¢(3)) = 5(9 +5+4(7+ E) +2-6) =25+ 3
b) A estimativa para o erro absoluto fica
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[Ea(c)] <

logo maxye g ¢ (1)] < 124 = 58 — 9,

pois ¢ (t) = 12(;7)"" = 12( s

Por outro lado, como f 77dt = log(t + 1), o valor exacto é dado por
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I(c) = / c(t)dt = / 3+ mdt =12+ 12(log(6) — log(2)) = 12 + 121og 3.
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Assim, Ey(c) = I(c) — Sa(c) = 12+ 12log(3) — 25 — + = 12log(3) — 12log(e) — 1 — } = 12log(3/e) — &.



4. A eq. dif. é de 2a.ordem, p” = e definindo u = p,v = p/, temos
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(u,v) = (p',p") = (v, U%H) = F(u,v), um sistema de la.ordem.
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Como sao 2 iteragoes, h = 15 e o método de Euler fica
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(tnt1, Ont1) = (tn, 0n) + 5 (vn,

Comegando com (ug, vg) = (p(0),p'(0)) = (0,v),
(i, 01) = (0,0) & (v, i) = (5,0 4 3),
(u2,v2) = (5,v + %) + %(v—i— 1, W) (v+ 4,v—|— + 2+4)

Assim, a posigao p(1) = u(1) é aproximada por ug = v + 4.

5. Reordenamos as varidveis para aplicar o método de Jacobi,
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A diagonal é estrit dominante por colunas se |R| |S| < 2 (nao é por linhas), e o mét. Jacobi converge.
Temos ||C||1 = : max{3,2+ |R|,3,2+|5|} = %, com r = 2 + max{1,|R],|S]}.
Com x) = 0, obtemos xM) = (by,a1,dy,¢1) = 4(1, 1,1,1),

logo [le™[|1 < (5)7 =L [x® — Of|1, e xDl}s = L(1+1+1+1) =

Em particular, ||x —x||; < (§) ;% = ;= e assim

HX—X(l)Hl = H(b7a7dac) - i(1717171)”1 =b— i‘ + ’a_ i‘ + ’d_ i| + Je— i’ < 4L
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6.a) A repeticao das experiéncias traduz-se numa iteragao

4Cphi1 + 1

1
03+2 =1, logo 4Cn+1 :C2+1<:>Cn+1 = E(Cg—i—l)
n
Definindo g(x) = %(x + 1), o limite C' sera o ponto fixo de g.

Como ¢'(v) = % >0 = g é crescente, entao g(0) = %,g(l) = %,
11

implica g[0,1] C [7, 5] € [0,1] (¢ invariante),
e maxge(o,1] |9 ()] = maxgep 1 322 = 3 <1 (é contractiva).
Pelo T. Pto. Fixo, C), converge para um valor C € [%, %]

6.b) Por a), sabemos que o ponto fixo estd no intervalo [, 3].

Assim, aplicando o mét. ponto fixo a [, 3], temos
3,1 3
L= max |¢'(z)]= max =(=)?=—
e 190 = mas 35 = 1o

Escolhendo Cp = %, obtemos C = (% ¥ +1) = 1 + 55, com erro absoluto:
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C = Col < =£|C1 = Co| = 13256 — 13><16’

por outro lado, como |C| > i, o erro relativo é majorado por
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dc| = — < 0.01.
[9c] IC[ = ] ~1613x16 13256
Concluimos que C7 = % + ﬁ aproxima C' com erro relativo inferior a 1%.



