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1 O circulo trigonométrico

Uma das formas elementares de introduzir as func¢des trigonométricas é
utilizar o chamado circulo trigonométrico. Foi, alids, desta maneira que as
referidas fungdes foram estudadas no ensino secundario.

Chamamos circulo trigonométrico a uma circunferénci de raio 1 cen-
trada na origem de um referencial ortonormado directo no plano (O, ey, e;).
Relembramos que um referencial (O, ej, e;) do plano se diz ortonormado
directo sse os Vectoreﬂ e; e e; tiverem igual comprimento e o angulo ori-
entado de e; para e, for um angulo recto, orientado no sentido contrério ao
dos ponteiros do rel6gio. Na figura[I|representamos o referencial (O, ey, e;)
e o circulo trigonométrico, que designaremos por C.

Designemos por & e 1) as coordenadas de um ponto genérico Q do plano
no referencial (O, e, e;). Relembrando que a equacdo de uma circunferén-
cia centrada na origem O do referencial e com raio R > 0 é & + 1> = R?,
vemos que o ponto Q pertence ao circulo trigonométrico sse

g+ =1 (1)

A condigdo (1)) é, portanto, a equagdo do circulo trigonométric

!Seria mais razodvel usar o termo circunferéncia trigonométrica mas, por tradigéo,
circulo trigonométrico é o termo usado.

2Por convencdo, escreveremos os vectores em letra escura néo itélica.

¥Nao esquecer que se trata de uma circunferéncia!
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Figura 1: Circulo trigonométrico.

Seja x um ntimero real qualquer; vamos associar ao nimero x um ponto
P do circulo trigonométrico. Para isso, consideramos, tal como indicado
na figura 2} o angulo orientadd| 6 cuja medida em radianos é x. Esse
angulo determina uma semi-recta a partir da origem O do referencial, que
intersecta o circulo trigonométrico num tinico ponto. E precisamente esse
o ponto P que, por defini¢do, associamos ao ntimero real x.
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Figura 2: O ponto P associado ao ntimero real x.

Note-se que, do ponto de vista formal, acabdmos de definir uma aplica-
¢do W que, acadanumeroreal x, associa o ponto P do circulo trigonométrico

#Relembramos que o sentido positivo é o contrario ao dos ponteiros do relégio.
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construido da forma descrita:
Y:R—->C.

A fungdo W é obviamente sobrejectiva porque, dado um ponto P qual-
quer do circulo trigonométrico, é possivel (e muito facil) determinar um
numero real x tal que P = W(x), por outras palavras, tal que P seja o ponto
associado a x pelo processo descrito no inicio. De facto, basta considerar a
semi-recta OP, determinar um angulo orientado 6 que ela faca com o vector
e, e tomar para x a medida, em radianos, desse angulo 0 (ver figura .

No entanto a fungdo W nao ¢é injectiva. De facto, suponhamos que o
ponto P do circulo trigonométrico estd associado a um certo ntimero x, ou
seja, que P = W(x). Isto significa que um angulo orientado entre o vector e;
e a semi-recta OP mede x radianos. Mas entdo um outro angulo orientado
entre e; e a semi-recta OP mede, por exemplo, x + 27t radianos, visto que
um angulo de 27t radianos corresponde a uma volta completa no circulo
trigonométrico. Consequentemente o ponto P estd também associado ao
numero real x + 27, ou seja, P = W(x + 2m). Das igualdades

P=W¥(x)=WVY(x+2n)

concluimos que W néo é injectiva.

Pode agora por-se a questdo: dado um ponto P do circulo trigonomé-
trico, a que nameros reais estard P associado? Por outras palavras, quais os
ntmeros x tais que P = W(x)? Para responder a esta questdo, designemos
por 0 um angulo orientado entre e; e a semi-recta OP. Sendo a a medida,
em radianos, do angulo 0, tem-se P = W(a). Todos os outros angulos
entre e; e a semi-recta OP diferem de 0 por um valor correspondente a um
numero inteiro de voltas completas no circulo trigonométrico. Como uma
volta mede 27 radianos, todos os outros angulos entre e; e a semi-recta
OP tém uma medida (em radianos) que difere da de 0 por um mdltiplo
inteiro de 2mt. Quer isto dizer que a medida x, em radianos, de qualquer
um desses angulos é igual a @ mais um multiplo inteiro de 27; por outras
palavras, existe um ntimero inteiro K tal que x é igual a 2Km + a:

dKeZ x=2Kn+a. (2)

Acabamos de ver que, se P é um ponto do circulo trigonométrico associado
ao numero real a (o que significa P = W(a)), entdo P estd associado ao
numero real x (ou seja, P = W(x)) sse a condigdo (2) for verificada. Dito de
outra forma, W(x) = W(a) sse a condicdo (2) for verificada.



No estudo da trigonometria é usual abreviar a escrita da condigdo (2),
omitindo o quantificador existencial. Assim, em vez de (2), escreveremos,
com o mesmo sentido,

x =2Km + a. 3)

Ja mostramos que W(x) = W(a) sse a condicdo (3) for verificada.

Hé que ter alguma ateng¢do com a notacio (3). O significado de (3) ¢,
por convengdo, o de : existe um inteiro K tal que x = 2Kn + @. Assim,
por exemplo, a condicdo (3)) é equivalente a

x = =2Knt + a. 4)

De facto x = —2Km + a pode escrever-se na forma x = 2(-K)n + a e,
como quando K percorre o conjunto dos inteiros o mesmo sucede a —K, as
condigoes (3) e [@) sao equivalentes (ndo esquecendo que, por convengio
de linguagem, cada uma delas pressupde um quantificador existencial na
variavel K).

Um outro tipo de notagdo abreviada, muito usado no estudo da trigo-
nometria, é o que passamos a expor. Consideremos a seguinte condigéo:

(dKeZ x=-2Kn+a) V (([AKeZ x=-2Kn-a). (5)

De acordo com a convengao j4 feita, cada uma das condi¢des que se encon-
tram entre parénteses, pode ser escrita omitindo o quantificador existen-
cial. Assim, (3) é equivalente a

x=-2Kn+a V x=-2Kn-a. (6)
E usual abreviar a escrita de @ para
x=-2Kn +a. (7)

Cuidado na leitura de (7)! De acordo com as convengdes feitas, o sinal +
significa uma disjun¢do. Logo @) é uma abreviatura de @; mas, por sua
vez, x = —2Kn + a e x = —2Km — a sdo abreviaturas, respectivamente, de
dK € Z x = -2Kn + a e de AK € Z x = —2K7t + @, pelo que (6) significa (5).

Convem, nesta altura, o leitor familiarizar-se com este tipo de notagdes.
Para o ajudar nessa tarefa daremos mais alguns exemplos.

Exemplo 1. Consideremos os pontos P e Q do circulo trigonométrico repre-
sentados na figura

Como determinar todos os niimeros reais x tais que P ou Q estdo asso-
ciados a x? Por outras palavras, quais os valores de x tais que P = W(x) ou
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Figura 3: Exemplo

Q = Y(x)? Como sabemos, pela figura 3, que P = W(a) e Q = ¥(t + a),

vem, por (3),
x=2Kn+a V x=2Kn+mn+a. (8)

A primeira destas condi¢des diz-nos que a diferenca entre x e @ é um
multiplo inteiro de 27, ou, 0 que é o mesmo, que é um multiplo inteiro par
de 1. A segunda condigdo, que se pode escrever x = (2K + 1)1t + , diz-nos
que a diferenca entre x e @ é um maultiplo inteiro impar de . A disjuncdo
das duas condigoes, que é precisamente (8), diz-nos que a diferenca entre
x e @ é um multiplo inteiro par de m ou um multiplo inteiro impar de
7; mas isto quer dizer que a diferenca entre x e a é um mdltiplo inteiro
(qualquer) de 7, ou seja, x é da forma Kn + . Acabamos de mostrar que
é equivalente a

x =Kn+ a. 9)

Exemplo 2. Consideremos os pontos P e Q do circulo trigonométrico repre-
sentados na figura 4| e determinemos todos os niimeros reais x tais que P
ou Q estdo associados a x, ou seja, tais que P = W(x) ou Q = W(x).

Sabemos, pela figura[d, que P = W(a) e Q = W(n—a). Por consequéncia,
tendo em conta (3),

x=2Kn+a V x=2Kn+m-a. (10)

A primeira condi¢do diz-nos que x é obtido somando um maultiplo par de
1 (2Km) a a. A segunda diz-nos que x é obtido fazendo a diferenca entre
um mdltiplo impar de 7 ((2K + 1)7) e a. A férmula pode entdo ser
abreviada para

x = Knt + (-1)Xa. (11)
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Figura 4: Exemplo

Exemplo 3. Consideremos os pontos P e Q do circulo trigonométrico repre-
sentados na figura 5| e determinemos todos os nimeros reais x tais que P
ou Q estdo associados a x, ou seja, tais que P = W(x) ou Q = W(x).
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Figura 5: Exemplo
Sabemos, pela figura 5, que P = W(a) e Q = W(—-a). Por consequéncia,
tendo em conta (3),
x=2Kn+a V x=2Kn-a. (12)

Tendo em conta a convengdo de notagdo introduzida em (7), vemos que

é equivalente a
x =2Kn + a. (13)



2 Fungao seno

Nesta sec¢do introduziremos o seno de um ntiimero real x, recorrendo ao
circulo trigonométrico, tal como foi feito no ensino secundario. Em seguida
estudaremos algumas propriedades da funcédo seno.

Para definir o seno do ntiimero real x comecamos, tal como indicado na
figura e} por considerar o angulo orientado 0 cuja medida em radianos é x.
Em seguida consideramos o ponto P do circulo trigonométrico associado
ao numero x, ou seja, tal que P = W(x). Finalmente o seno de x é a
ordenada do ponto P no referencial ortonormado onde esta inserido o
circulo trigonométricoﬂ

Bl sen x

\9 (x radidnos)
|/

v

Figura 6: O seno de x.

Desta forma associamos, a cada nimero real x, um outro niimero real a
que chamamos o seno de x. O que estamos a fazer ndo é mais do que definir
uma fung¢do, a que chamaremos fung¢do seno (usualmente designada por
sen), que associa a cada namero real x o valor do seno de x definido pelo
processo descrito.

A fungdo seno tem por dominio o conjunto R dos ntimeros reais, uma
vez que o processo descrito para calcular o seno de x se pode aplicar a
qualquer ntiimero real. O contradominio da fung¢do seno é o conjunto das
ordenadas dos pontos do circulo trigonométrico, ou seja, o intervalo [-1, 1].
Na notagdo usual para fungdes, podemos portanto escrever:

sen: R — [-1,1].

*Note-se que o valor do seno de x assim definido é independente do referencial orto-
normado directo escolhido.



Para alguns valores de x € muito f4cil, recorrendo ao circulo trigonométrico,
determinar o seno de x; por exemplo:

sen( = 0; seng =1, senm=0
3
senjn = -1, sen(2m) =0; sen (—g) =-1.

Também ¢ facil determinar os valores da fungdo seno nos pontos %, 7
e 5. Consideremos o nimero real Z; para calcular o seu seno devemos
recorrer ao circulo trigonométrico, tal como representado na figura 7| e
determinar a ordenada do ponto P, que, neste caso, é o comprimento do
segmento PR.

»
»
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Figura 7: O seno de %

Ora, por construgédo, os angulos ZOPQ e ZOQP sdo iguais e a sua soma
mede 7 — £ = Z radianos, porque a soma dos angulos de um tridngulo
é sempre igual a w radianos. Logo cada um dos angulos ZOPQ e £OQP
mede £ radianos, o que prova que o tridngulo AOPQ ¢é equilatero. Conse-
quentemente, a medida do lado PQ é igual a do lado OP (e também a do
lado OQ), cujo comprimento é 1, por ser o raio do circulo trigonométrico.
Como, por construgao, os triangulos AOPR e AOQR sao geometricamente
iguais, concluimos que os segmentos PR e QR tém o mesmo comprimento,

que terd de ser igual a 3. Logo



Para calcularmos o seno de % recorremos novamente ao circulo trigo-
nométrico, como representado na figura

A
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Figura 8: O seno de 1

O triangulo AOPQ é rectangulo em Q e o angulo /POQ mede 7 radianos.
Logo o angulo ZOPQ também mede 7 radianos, pelo que o tridngulo AOPQ
éisosceles. Designando por & o comprimento do segmento PQ (que é igual

ao do segmento OQ) tem-se, pelo teorema de Pitagoras, &2+ &2 = 1, ou seja

2 _ L. i i S L n 5
&* = 5; daqui se conclui que & = 5 = - Portanto o seno de 7, que é o

comprimento do segmento PQ, é dado por

n 2

sen - = —-.

Calculemos ainda o seno de %, recorrendo a figura E} Por construcéo,
os tridngulos AOPQ e AORS sdo geometricamente iguais, pelo que o com-
primento do segmento RS é igual ao comprimento do segmento PQ; mas
este ultimo é o seno de Z, que j4 sabemos ser igual a 3. Designando por & o
comprimento do segmento OS, que € precisamente o seno de 7, podemos
aplicar o teorema de Pitadgoras ao tridngulo AORS, obtendo:

2

el -

Concluimos assim que & = 1—-1 = 3, ou seja & = g Acabamos de
demonstrar que:
n_ V3
sen 5 = 7

10
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Figura 9: O seno de %

Seja x um ntmero real qualquer e seja P o ponto do circulo trigonométrico
associado a x, ou seja, tal que P = W(x). Tendo em conta (3), que nos
garante que, para todo o K inteiro, P = W(2Kn + x), vemos que

Vx e RVKeZ sen(2Km + x) = senx. (14)

Um outro resultado interessante, que se deduz facilmente do circulo
trigonométrico, é o seguinte:

VxeR sen(—x) = —senx. (15)

De facto, como se vé na figura[I0} os segmentos PR e QR tém o mesmo
comprimento. Ora o comprimento de PR coincide com a ordenada de P
que, por defini¢do, é o seno de x; o comprimento de QR coincide com o
simétrico da ordenada de Q que, por definigdo, é o seno de —x. Conse-
quentemente a igualdade é verificadall|

®A demonstracao, tal como a fizémos, s6 é vélida se o ponto P estiver no 1° ou no
2° quadrante; no entanto é facil adapta-la aos casos em que P pertence ao 3° ou ao 4°
quadrante.

11
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Figura 10: sen(—x) = —senx.

De forma inteiramente analoga se prova as igualdades seguintes:

Tt Tt
sen(E +x) = sen(E —x);
sen(m — x) = senx;
sen(7mt + x) = —senx;

sen(3—n + x) = sen(3—n - x)
2 - 2 '

Mais geralmente, e tendo em conta as propriedades e (15), tem-se

sen(2Kmt — x) = —senx (16)
sen (ZKn + g + x) = sen(% — x) (17)
sen(2Km + 1+ x) = —senx (18)
sen(2Km + 7T — x) = senx (19)
sen (ZKTC + 3771 + x) = sen(sg — x) (20)

As igualdades a sdo vélidas quaisquer que sejam K pertencente a
Z e x pertencente a R.
[ J

Sejax € [0, 7];ja sabemos que o seno de x é a ordenada do ponto P associado
a x (P = W(x)), tal como representado na figura

12
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Figura 11: x < senx sempre que x > 0.

Como x pertence ao intervalo [0, 7], o seno de x coincide com o com-
primento do segmento PR (ver figura[IT). O comprimento deste segmento
¢ menor ou igua ao comprimento do arco de circulo trigonométrico PQ.
Mas, como o circulo trigonométrico tem raio 1, o comprimento do arco PQ
éigual a medida (em radianos) do dngulo ao centro, ou seja, x. Concluimos
assim que, para x € [0, 7], se tem senx < x.

No caso de x ser maior do que 7, o seno de x é sempre < 1 e o arco
correspondente de circulo trigonométrico tem um comprimento maior do
que 7, nimero este que é maior do que 1. Em conclusédo podemos escrever:

Vx>0 senx<ux. (21)

Claro que, se x < 0, entdo —x > 0 e podemos aplicar a —x a desigualdade
(21): sen(—x) < —x. Utilizando a equagdo (15), esta desigualdade pode
ainda escrever-se —senx < —x, ou, multiplicando esta tiltima desigualdade
por —1, senx > x. Portanto:

Vx <0 x<senx (22)

Para x € [0, 5] sabemos, por , que senx < x. Como, para esses
valores de x, 0 seno de x é > 0, concluimos que | sen x| < |x|. Analogamente,
para x € [-7,0], sabemos, por , que x < senx. Mas, para x € [-7,0],
sabemos que o seno de x é < 0, pelo que [x| = —x > —senx = |senx|. Para

T

x < —-Joux 2 7 tem-se [x| > 7 > 1; como |senx| é sempre < 1, temos

7Alids, s6 é igual no caso x = 0.

13



também |sen x| < |x|. Acabdmos de demonstrar que
VxeR |senx| < |x| (23)

Figura 12: Grafico da restri¢do do seno ao intervalo [0, 27].

Vamos agora esbocar o grafico da fungdo sen : R — [-1,1]. A funcdo
seno assim definida, como func¢do de R em [-1,1], é, como ja4 vimos,
sobrejectiva; no entanto as igualdades a mostram-nos que ndo é
injectiva. Quando x cresce de 0 até 7, o ponto P do circulo trigonométrico
(ver figura|6) associado a x percorre, no sentido contrario ao dos ponteiros
de um relégio, o quarto de circulo trigonométrico que estd no primeiro
quadrante do referencial (O, e;, e;). Vemos assim que o seno de x, que é
a ordenada de P, cresce de 0 até 1. Quando x cresce de 7 até 7, o ponto
P percorre, no sentido contrario ao dos ponteiros de um relégio, o quarto
circulo trigonométrico que estd no segundo quadrante do referencial, pelo
que o seno de x decresce de 1 até 0. Utilizando a igualdade sen(5 + x) =
sen(7 — x), que € a féormula com K = 0, vemos que, no intervalo [0, ],
o grafico do seno é simétrico em relagdo a recta vertical de equagdo y = 7.
Finalmente, utilizando a igualdade sen(m + x) = —sen(n — x), que resulta
das féormulas e , vemos que, no intervalo [0, 27t], o grafico do seno
é simétrico em relagdo ao ponto de abcissa 7 e ordenada 0. O grafico
da restricdo do seno ao intervalo [0,27] terd entdo uma forma como a
apresentada na figura

Para outros valores da varidvel independente, o seno é facilmente cal-
culado através da igualdade (I4). Esta igualdade diz-nos, em particular,
que sen(x + 27) = sen x; consequentemente o grafico do seno vai ser uma
“repeti¢ao” da curva representada na figura[I2l Apresentamos um esbogo
do gréfico da fungdo seno na figura A curva esbocada nessa figura,
que é o grafico da fungdo seno, é usualmente chamada uma sinuséide (ou

14



curva sinusoidal). Repare-se que, por (15), a func¢do seno é impar, pelo que
o seu grafico é simétrico em relagdo a origem dos eixos.

2y

Figura 13: Grafico da fungéo seno.

Pelo facto de se ter, para todo o x real, sen(x+27) = sen x, dizemos que a
funcdo seno é periddica e que 21 é um periodo dessa fungdo. De uma forma
geral, uma fung¢do ¢ : R — R diz-se periddica sse existir um ntimero real
T > 0 tal que, para todo o x em R, se tenha ¢(x + T) = ¢(x). Chamaremos
periodo de ¢ a qualquer nimero real T que verifique esta Gltima igualdade;
chamaremos periodo principal de ¢ ao infimo dos ntimeros reais T que
verificam aquela igualdade. A funcdo seno é periddica e o seu periodo
principal é 27.

Nao queremos deixar de referir uma outra propriedade geométrica interes-
sante do seno de um ntimero real x. Para isso consideremos um tridngulo
AORS, rectangulo em S, como o representado na figura

R

0 (x radianos)

S

Figura 14: O triangulo rectangulo ORS.

Suponhamos que amedida do angulo 6, em radianos, é x,com0 < x < 7
. Consideremos um referencial ortonormado directo com origem no ponto
O, com o primeiro eixo na direc¢do de OS e o segundo na direcgdo de SR,
como representado na figura

15
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P cup
0 >
O 0 S
) Cop
Figura 15: senx = ek

Designemos respectivamente por c,, e por 1 o comprimento do cateto
oposto ao angulo 0 (ou seja, o comprimento do segmento RS) e o com-
primento da hipétenusa do tridangulo rectangulo AORS. Consideremos
o circulo trigonométrico com centro em O; seja P o ponto de intersecgdo
desse circulo com a semi-recta definida pela hipétenusa OR do triangulo
rectangulo AORS ﬂ Consideremos ainda o segmento PQ, que é um seg-
mento vertical, paralelo a RS, e que vai do ponto P até a semi-recta definida
pelo segmento OS. O seno de x, que é a ordenada do ponto P, é igual ao
comprimento do segmento PQ. Atendendo a que o comprimento de OP é
1, por se tratar do raio do circulo trigonométrico, tem-s =ﬁ

— P
senx = PQ = :Q
opP
Mas, recorrendo ao teorema de Thales, sabemos que % = % ; acabamos
de provar que
RS Cﬂp
senx = —— = —.
OR h

Por outras palavras, num triangulo rectangulo qualquer, sendo x a
medida, em radianos, de um dos dngulos agudos, o seno de x é igual ao

8No caso representado na figura [15[o circulo trigonométrico intersecta a hipétenusa
OR mas isso ndo aconteceria se o comprimento dessa hipdtenusa fosse inferior a 1.

9Utilizaremos a notacio AB para designar o comprimento do segmento AB.
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quociente entre a medida do cateto oposto a esse angulo e a medida da
hipétenusa.

Seja @ um numero real qualquer e consideremos a equagao
senx = sena (24)

Como resolver esta equacdo? A ideia é muito simples: recorrer ao circulo
trigonométrico. O seno de @ é um nimero compreendido entre —1 e 1
e, na figura (16, representamos a recta horizontal r de equacdo y = sena.
Dizer que o seno de x é igual ao seno de a é dizer que os pontos do circulo
trigonométrico associados a x sdo os pontos de interseccdo daquela recta
com o circulo, ou seja, os pontos P e Q na figura Consequentemente x
éigual a @ ou a ™ — @, ou difere destes valores por um mdltiplo inteiro de
27t. Em resumo:

senx =sena & x=2Kn+a V x=2Kn+n—-a (KeZ) (25

v

Figura 16: A equacdo senx = sena.

Detalhemos alguns casos particulares da equagao (25). No caso de
se ter « = 0 (0 que corresponde a equagdo senx = 0), vem x = 2Km ou
x = 2Kn + m; significa isto que x é um multiplo inteiro de 7. Portanto

senx=0 & x=Kn (KeZ) (26)

17



Consideremos ainda a equacao (25), com a = 7, que corresponde a
equagao senx = 1. Por sabemos que x = 2Kt + J oux = 2K+ m— 7;
significa isto que x = 2K7 + 7. Portanto

senx=1 & x=21<n+§ (K € Z) 27)
Finalmente, consideremos com a = —7 (o que corresponde a equa-

¢do senx = —1). Por sabemos que x = 2K — S oux = 2Kn+ m+ 5, ou
seja, x = 2Km — 7. Portanto

senx=-1 o x=2Kn—g (K € Z) (28)

3 Func¢ao co-seno

O co-seno de um nimero real x pode ser definido por um processo analogo
ao do seno. O co-seno de x é a abcissa do ponto P do circulo trigonométrico
associado a x, tal como representado na figura

A

P o] sen x

i \9 (x radianos)
|/

v

Figura 17: O seno e o co-seno de x.

Chamaremos fungédo co-seno, e designa-la-emos por cos, a fungdo que a
cada ntiimero real x associa o co-seno de x, ou seja, 0 ntimero cos x. Tal como
para o caso do seno, é imediato ver, recorrendo ao circulo trigonométrico,
que

cos: R — [-1,1]

¢ uma funcgao sobrejectiva mas ndo injectiva.

18



»
»

/2 -x P

v

Figura 18: cosx = sen(3 — x).

Seja x um ntimero real qualquer; representamos o angulo cuja medida
em radianos é x na figura O co-seno de x é, na figura[18] a abcissa do
ponto P, ou seja, o comprimento do segmento OQ. Os triangulos AORS e
AOPQ sdo, por construcdo, geometricamente iguais. Logo o comprimento
do segmento OQ (que coincide com o co-seno de x) é igual ao comprimento
do segmento OS (que coincide com o seno de 7 — x). O raciocinio que
fizemos com o ponto P no 1° quadrante generaliza-se facilmente ao caso
em que P pertence aos outros quadrantes, pelo que se tem

VxeR cosx =sen (g - x) (29)

E, alids, esta igualdade que justifica 0 nome de co-seno: os angulos cujas
medidas sdo, em radianos, x e 7 — x sdo complementares.

Quando estuddmos a fungdo seno verificAmos que, num tridngulo rec-
tangulo qualquer, o seno de x (sendo x a medida, em radianos, de um dos
angulos agudos) é igual ao quociente entre a medida do cateto oposto e a
medida da hip6tenusa. Como o co-seno de x é o seno de 7 — x, e este valor
é a medida, em radianos, do outro dngulo agudo do tridngulo, concluimos
que, num tridngulo rectdngulo, o co-seno de x é igual ao quociente entre a
medida do cateto adjacente e a medida da hipétenusa. Reportando-nos a
figura[I4] podemos escrever:
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A partir da férmula (29) podemos facilmente calcular o valor do co-seno
em pontos onde conhecamos o seno. Assim, tem-se:

Tt Tt Tt
cos(;— senE =1, cosE =sen( —(; COSTT = sen(—a) =-1;
cos 77-( =sen(-mn) = 0; cos(2m) = sen (—77-() 1; cos( 2) =senm = (;

m_ N3 m o om_ V2 L |
COS = =Sen— = —=; COS =sen—_ =—- Cos = =sen - = .

Na tabela que apresentamos a seguir, indicamos os valores do seno de

_ T _ .
x=3ex=7:

x e do co-seno de x paraoscasosx =0, x = I, x =
x|z |z |z
x |0 ¢ 3|5 |3
1| 2] 8
senx |0 5 | 5|5 |1
V3| V2| 1
cosx || 1 > | 5 0

Com recurso ao circulo trigonométrico, ou a férmula (29), é facil deduzir
para o co-seno as igualdades correspondentes as estabelecidas para o seno

em (13), (1), (18), (17) e (20), e que sao:

cos(—x) = cos x
cos(2KT + x) = cos x
cos(2Km — x) = cos x

cos(2Kmt + 1+ x) = —cosx

cos(2Km + 1 — x) = —cosx

W W
— O
~ ~—

A~ N N~ A~
W W
W N
~ ~

W
=~
N

Estas igualdades sado vélidas quaisquer que sejam K pertencente a Z e x

pertencente a R.

A titulo de exemplo, deduziremos apenas a igualdade (30):

Tt Tt
cos(—x) = sen (E + x) = sen(E — x) = COS X.

Na expressdo anterior, a primeira igualdade resulta de substituir x por
—x em (29); a segunda igualdade é obtida de (17), com K = 0; a dltima
igualdade ndo é mais do que . Recomendamos ao leitor interessado,
como exercicio, a dedugdo das outras férmulas, quer recorrendo a ,
quer recorrendo directamente ao circulo trigonométrico.
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Alias todas estas igualdades sdo casos particulares de uma situagdo que
relaciona o seno do namero K7 + x (K inteiro) com o seno ou o co-seno de
x. De facto, recorrendo ao circulo trigonométrico, é facil mostrar que:

senx seK=4m (meZ),

K=4m+1 e”Z),
sen (KE + x) = o8y 5¢ " (1 ) (35)
2 —senx seK=4m+2 (meZ),

—cosx seK=4m+3 (meZ)

Ccos X seK=4m (me?Z),
- K=4m+1 eZ),
cos (KE + x) _msent se " (m ) (36)
2 —cosx seK=4m+2 (meZ),

senx seK=4m+3 (meZ)

H4 uma maneira de memorizar facilmente as férmulas e (36), que
passamos a descrever. Seja P o ponto do circulo trigonométrico associado
ao numero K7; se o ponto P estiver situado no eixo das ordenadas, entao
a fun¢do “muda de nome” (queremos com isto dizer que o seno passa a
co-seno e vice-versa); se P estiver situado no eixo das abcissas, a func¢éo
“mantém o nome”; o sinal + ou — é determinado pelo sinal que a fungdo
em questdo (o0 seno ou o co-seno) toma no quadrante a que pertence o
ponto do circulo trigonométrico associado a KZ + x, supondo que o ponto
associado a x estd no primeiro quadrante.

Exemplifiquemos, aplicando a regra descrita a

cos (577'( + g + x).

Como 577 + 7 determina um ponto do circulo trigonométrico no eixo das
ordenadas, a fung¢do co-seno passa a seno. Como 577 + 7 + x determina
um ponto do circulo trigonométrico no quarto quadrante (supondo que o
ponto correspondente a x estd no primeiro quadrante) e, no quarto qua-
drante, o co-seno € positivo, deverd ter-se

Ccos (577'( + g + x) = senx.

Repare-se que este resultado seria o obtido por aplicagéo de (36), tendo em
conta que

Tt Tt Tt
57n+§+x—1155+x—(4><28+3)§+x.
[ J
[ ] [ ]

21



A partir da igualdade é imediato obter o gréfico da fung¢do co-seno:
basta transladar o grafico do seno, para a esquerda, de 7. Apresentamos
o gréfico da fungdo co-seno na figura A fungdo co-seno é periddica e
o seu periodo principal é 2rt. Por outro lado, a igualdade (30) mostra-nos
que a fungdo co-seno € par, pelo que o seu grafico é simétrico em relagdo
ao eixo das ordenadas.

Figura 19: Grafico da funcdo co-seno.

Seja x um ntmero real qualquer e seja P o ponto do circulo trigonométrico
associado a x. Designemos respectivamente por £ e a abcissa e a ordenada
de P no referencial onde esta inserido o circulo trigonométrico. J4 sabemos
que, por defini¢do, se tem cosx = £ e senx = 1. Por outro lado, tendo
em conta que o raio do circulo trigonométrico é 1, sabemos que a equagao
do circulo trigonométrico é &* + 1> = 1 (ver férmula (I)). Acabdmos de
demonstrar que, para todo o nimero real x, se te

cos’x +sen’x =1 (37)
Diremos que é a igualdade fundamental da trigonometria.

Prosseguiremos esta sec¢do com a resolucao de algumas equacgdes trigono-
métricas. Comecemos por considerar a equagdo

COSX = Ccos (38)

19N3o confundir os simbolos cos? x e cosx*>. O primeiro designa (cos x)?, enquanto o
segundo designa cos(x?).
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onde a é um ntimero real dado e x é a incégnita. A resolugdo pode fazer-se
utilizando as igualdades e (25):

Tt Tt
COSX = COoS«x L=t sen(i — x) = sen (E — a)

= %—x:2Kn+g—a\/%—x:21<7z+7t—g+a
& x=-2Kn+a V x=-2Kn—-a«a

& x=2Kn+a V x=2Kn-a«a

& x=2Kmxa.

Um outro processo de resolver é recorrer directamente ao circulo
trigonométrico, tal como fizemos na resolucdo de — que é a equagdo
correspondente para o caso do seno. Dizer que o co-seno de x é igual ao
co-seno de a, é dizer que os pontos correspondentes a x e a @ no circulo
trigonométrico tém a mesma abcissa, ou seja, situam-se numa mesma
recta vertical, de equacdo x = cosa, como representamos na figura
Consequentemente x = a, ou x = —a, ou x difere destes valores por um
multiplo inteiro de 2n. Por outras palavras, x = 2Kn + a ou x = 2Kn — q,
com K inteiro.

»
»

X=COosQ;

v

Figura 20: Resolucdo de cosx = cosa.

Como casos particulares da equacdo (38), assinalamos:

i
cosx:O@x:Kn+E;

cosx =1 ©x =2Km;
cosx = -1 ©x=2Kn+m.
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Uma outra equagdo que se pode tratar de forma analoga é
CcosXx =sena (39)

A ideia é reduzir tudo a uma tnica funcdo — que pode ser o seno ou o
co-seno. A equagdo (39) é equivalente a

Tt
COS X = COs E—OC

que € uma equagdo do tipo (38), onde em vez de a aparece 7 — a. Tem-se
entao
T e
x:2K7'c+§—oz \ x:ZKT(—E+a.

Consideremos agora a equagao
COSX = senx (40)

Tendo em conta a resolugao de (39), podemos garantir que x é solugao de

sse

x:2K7'c+%—x \% x:ZKT(—g+x.

Como a segunda destas igualdades é uma condigdo impossivel, vem

T
=2Kn+ = —x,
X T X

que é equivalente a

Tt
=K+ —.
X Tt 4

Uma outra forma de obter este resultado é recorrer directamente ao
circulo trigonométrico, como representado na figura

Dizer que o seno de x é igual ao co-seno de x é dizer que os pontos do
circulo trigonométrico associados a x tétm uma abcissa igual a ordenada,
ou seja, pertencem a recta r de equagdo y = x; na figura 21| trata-se dos
pontos P e Q. Logo x é igual a 7, ou € igual a 57, ou difere destes valores
por um multiplo inteiro de 27. Portanto x = Knt + 7, com K inteiro.

Consideremos ainda a seguinte equagao:

cos?x —sen’x — cosx =0 (41)

Ja sabemos que a ideia para resolver uma equacgdo deste tipo — onde
aparecem as fungdes seno e co-seno — é reduzir tudo a mesma fungéo.
Neste caso isso consegue-se facilmente através da igualdade fundamental
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Figura 21: Resolucdo de cosx = senx.

da trigonometria (37). Substituindo, na equagao (41), o sen® x por 1 —cos? x
obtemos
cos’x — (1 — cos®>x) —cosx =0,

equagdo que é equivalente a
2cos’x —cosx—1=0.

Substituindo, nesta tltima equagdo, o co-seno de x por &, ou seja, fazendo
a mudanca de variavel & = cos x, obtemos

282 _&—-1=0.

Trata-se de uma equacgdo do segundo grau na varidvel &, cujas solugdes
sdo obtidas utilizando a férmula resolvente para este tipo de equagdes:

- 1+ 41-(4x2x%x(-1) v~ 1- \/1—(4><2><(—1)).

2x2 2x2
Tem-se entdo 1
=1 v =—.
3 £=-3
Concluimos assim que x é solu¢do da equagdo sse
1
cosx=1 VvV osX = —3.
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A primeira destas equagdes ja foi resolvida anteriormente (é do tipo (38));
a segunda pode escrever-se cos x = cos &, que é também uma equagio do
tipo (38). As solucdes de ([#1I) sdo entdo

x=2Kn V x=2K7'c+2?n V x=2Kn—2?n,
ou ainda -
X:2K§.

Exercicio 1. Determine o conjunto de solu¢des de cada uma das seguintes

equagoes:
(i) sen’x +2cosx—1=0;

(ii) sen’x +cosx—1=0.

Vamos deduzir, com recurso ao circulo trigonométrico, algumas férmulas
importantes. Comecaremos com as férmulas do seno e do co-seno da soma
de dois ntimeros reais x e y, que sdo:

sen(x + ) = senxcosy + cosxseny

cos(x + ) = cosxcosy —senxseny

A 0
w
P
71/ Y u
2 >
(0] €

Figura 22: Seno e co-seno da soma.
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Para demonstrarmos as férmulas e (43), consideramos o circulo
trigonométrico representado na figura O referencial ortonormado di-
recto onde estd inserido o circulo trigonométrico é, como habitualmente,
designado por (O, ey, ;) e encontra-se também representado na figura
Sejam respectivamente P e Q os pontos do circulo trigonométrico associ-
ados aos ntmeros reais x e x + y. Designemos por R o ponto do circulo
trigonométrico associado ao numero x + 7. Designando respectivamente
por u e por v os vectores correspondentes aos segmentos orientados OP
e OR, podemos pensar no referencial (O, u, v); por construgao trata-se de
um referencial ortonormado directo.

As coordenadas dos pontos P e R no referencial (O, ey, e;) sdo, respecti-
vamente,

(cosx,senx),

Tt Tt
(COS (E + x) ,sen (5 + x)) = (—senx, cosx),

pelo que os vectores u e v se podem escrever da seguinte forma:

u = Ccos xe; + sen xe;

V = —senxe; + COS xe,.

As coordenadas do ponto Q no referencial (O, u, v) sdo, por defini¢do de
seno e co-seno,

(cosy,seny).

Consequentemente o vector w, correspondente ao segmento orientado OQ
(ver figura 22)), pode escrever-se da forma

W = COS yu + sen yv.

Introduzindo nesta tltima igualdade as expressdes que obtivemos para u
e v como fungdo de e; e e;, vem

W = COS yu + sen yv
= cos y(cos xe; + sen xe;) + sen y(— sen xe; + cos xe;)
= (cosxcos Yy — senxsen yy)e; + (senx cos y + cos x sen y)e;.

Portanto as coordenadas do ponto Q no referencial (O, ey, e») sdo
(cosxcosy —senxseny,senxcosy + cosxseny).
Mas, por defini¢do, as coordenadas de Q no referencial (O, ey, e;) sdo

(cos(x + y), sen(x + v)).
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Logo

sen(x + i) = senxcos i + cos xseny
cos(x + y) = cosxcos i — senxseny,

que sdo precisamente as igualdades [{@2) e (43).

A partir das igualdades e é imediato obter as férmulas para o
seno e o co-seno da diferenca de dois ntmeros reais; basta substituir em
e y por —y, tendo em conta que o seno é uma fun¢do impar e o
co-seno é uma funcdo par. Obtém-se

sen(x — ) = senxcosy — cosxseny (44)
cos(x — ) = cosxcos y + senxseny (45)

E também a partir de e que podemos obter o seno e o co-seno
da duplicagdo: basta substituir y por x em cada uma daquelas igualdades.
Vem

sen(2x) = 2sen x cos x (46)

cos(2x) = cos® x — sen” x (47)

A férmula permite-nos exprimir o quadrado do seno de x e o
quadrado do co-seno de x como fungdo do co-seno de 2x. De facto, tendo
em conta a igualdade fundamental da trigonometria, podemos eliminar o
co-seno quadrado em (47), obtendo

cos(2x) =1 —2sen’x,
ou ainda,
1 — cos(2x)

2

Analogamente, eliminando o seno quadrado em (#7), por intermédio da
igualdade fundamental da trigonometria, vem

sen®x = (48)

cos(2x) = cos®x — (1 — cos®x),

ou ainda,

1+ 2
cos?x = %‘9‘) (49)

Resta-nos deduzir quatro férmulas importantes, que nos ddo a soma e
a diferenga entre os senos e os co-senos de dois niimeros reais u e v, e que
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sdo as seguintes:

senu—senv:2cosu-2i_vsenugv (50)
cosu—cosv:—Zsenu;Usenu;U (51)
senu+senv:25enuzvcosu;v (52)
COSM+COSU=2COSu—2i_UCOSu;U (53)

Para deduzirmos (50), partimos das férmulas e (44):

sen(x + y) =senxcosy + cosxseny
sen(x — i) =senxcosy — cosxseny.

Subtraindo estas duas equagdes termo a termo, obtemos
sen(x + y) — sen(x — y) = 2cosxseny (54)

Como queremos obter uma férmula para a diferenga entre o seno de
u e o seno de v, é natural desigharmos x + y por u e x — iy por v, ou seja,
utilizarmos a seguinte mudanca de varidveis:

+ =
{x y=1u (55)
X—Yy=0
Resolvendo o sistema (55) em ordem a x e y, obtemos
x_u+v
w2 (56)
y= >

Podemos agora introduzir na férmula osvaloresdex+y,x—y,xey
dados por e (56); obtemos

u+o U—"7°
senu —senv = 2cos > sen >

que é precisamente a férmula (50).
Substituindo, em , v por —v, e tendo em conta que a fungdo seno é
impar, resulta imediatamente (52).
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Asdedugoes de (51) e (53) sdo semelhantes, partindo agora das formulas
e @5):

cos(x + y) = cosxcosy — senxseny
cos(x — ) = cosxcos y + senxseny.

Subtraindo e somando estas duas equagdes termo a termo, obtemos res-
pectivamente

cos(x + y) — cos(x — y) = —2senxseny (57)
cos(x + y) + cos(x — y) = 2cos x cos y (58)

Introduzindo em e os valores de x + i, x — y, x e y dados por (55)
e (56), obtemos respectivamente

uU+v Uu—170
COSU — COSV = —2sen sen
2 2
u+v Uu—1°

CcosU + cosv = 2Cos > COs >

que sdo precisamente as igualdades e (53).

4 Funcoes tangente e cotangente

A funcdo tangente, designada por tg, é definida pela férmula

sen x
tgx = 59
&% COs X 9

O dominio da funcédo tangente, tal como decorre de (59), € o conjunto Dy,
de todos os nimeros reais cujo co-seno é diferente de zero:

Dig = {x € R; cosx # 0} :{xelR;xiKn+g(K€Z)}.

A tangente tem uma interpretagdo geométrica simples no circulo trigo-
nométrico, tal como indicado na figura 23| onde se considera o caso de x
pertencer ao intervalo |0, 7[.

Recordamos que o seno de x é a ordenada do ponto P do circulo trigo-
nométrico associado a x, ou seja, no caso da figura 23| o comprimento do
segmento PQ. O co-seno de x é a abcissa de P, ou seja, o comprimento do
segmento OQ. Portanto:

_senx PQ

8= s~ 00
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Figura 23: Primeira interpretacdo geométrica da tangente de x.

Recorrendo ao teorema de Thales, e tendo em conta que o comprimento
do segmento OS é igual a 1, visto ser o raio do circulo trigonométrico, vem

tgngzR:S:_S.
0Q O8]

No caso de um qualquer valor de x pertencente ao dominio da tangente,
é imediato ver que o valor absoluto da tangente de x é igual ao comprimento
do segmento vertical, tangente ao circulo trigonométrico, e que une a semi-
recta OP, determinada pelo ponto P do circulo trigonométrico associado a
X, ao eixo das abcissas.

A tangente de x tem uma outra interpretacdo geométrica, no circulo
trigonométrico, que descrevemos na figura 24} onde a recta r é tangente ao
ponto P do circulo trigonométrico associado a x. Os triangulos AOPQ e
AOPR sao semelhantes, visto serem ambos rectangulos e terem um angulo
agudo (de medida x radianos) igual. Ora nés sabemos que, em triangulos
semelhantes, a razdo entre lados opostos a angulos iguais é constante; logo,
e atendendo a que o raio do circulo trigonométrico é igual a 1, vem

PO PR —
tgx:senx: _Q = ﬁ = PR.
cosx  0OQ OP

No caso de um qualquer valor de x pertencente ao dominio da tangente,
é imediato ver que o valor absoluto da tangente de x é igual ao compri-
mento do segmento da recta tangente ao ponto P do circulo trigonométrico
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Figura 24: Segunda interpretagdo geométrica da tangente de x.

associado a x, definido pelos pontos P e pelo ponto de intersec¢do dessa
recta com o eixo das abcissas.

Em ambeas as interpretacdes geométricas apresentadas o valor absoluto
da tangente de x corresponde a medida de um segmento de uma recta tan-
gente a um determinado ponto do circulo trigonométrico. Dai ajustificagdo
para a designacdo de tangente.

Consideremos agora um tridngulo AOPQ qualquer, rectangulo em Q,
como o representado na figura

0 (x radianos)

Q

Figura 25: O tridangulo rectangulo OPQ.

Ja sabemos que, num triangulo rectangulo qualquer, o seno de x, sendo
x a medida em radianos de um dos dngulos agudos, é igual ao quociente
entre os comprimentos do cateto oposto a esse angulo e da hipétenusa.
Sabemos também que o co-seno de x é igual ao quociente entre os compri-
mentos do cateto adjacente e da hipétenusa. Designemos por 6 o angulo
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agudo /POQ e seja x a medida, em radianos, do angulo 0. Tem-se

PQ I
tx_senx_ﬁ_ PQ
& "~ cosx 0Q OQ'

or

Em conclusdo: num triangulo rectangulo qualquer, a tangente de x, sendo
x a medida em radianos de um dos dngulos agudos, é igual ao quociente
entre os comprimentos do cateto oposto a esse angulo e do cateto adjacente.

A interpretacdo geométrica da tangente feita na figura 23 permite-nos de-
monstrar uma propriedade importante da tangente de x, quando x pertence
ao intervalo [0, 7[. De facto, e reportando-nos a figura 23| vemos que, para
x pertence ao intervalo [0, 7[, a drea do triangulo AORS é maior ou igua
a drea do sector circular OPS. Ora a 4rea do tridngulo AORS é igual a

1 —
EOS S=

S

N| =

e a drea do sector circular OPS, tendo em conta que o raio do circulo
trigonométrico é 1, é igual 47

=X
Concluimos assim que
1 1
- x< RS,
272
ou seja, L
x < RS.

Mas, para x € [0, 7[, o comprimento do segmento RS coincide com a
tangente de x. Acabamos de mostrar que

VYx € [O, g[ x < tgx. (60)
Tendo em conta esta desigualdade e a desigualdade (21)), podemos escrever

Vxe[O,g[ senx < x < tgx (61)

1 Aligs, s6 é igual se x = 0.
12Relembramos que a drea de um sector circular de raio R e angulo ao centro x radianos
éigual a 3R?x.
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Facamos agora um estudo da fungdo tangente e esbocemos o seu grafico. Ja
sabemos que o dominio da fungao tangente é o conjunto D, dos niimeros
reais x tais que o co-seno de x é diferente de zero, ou seja,

Dy ={xeR; Cosx¢0}:{x€]R;x;tK7z+g (KeZ)}.

Recorramos a interpretagdo geométrica explicitada na figura 23| A ve-
mos que, quando x cresce de 0 até 7, sem atingir este valor, o comprimento
do segmento RS — que coincide com a tangente de x — vai aumentando,
a partir de 0, tanto quanto nés queiramos. Isto significa que, no intervalo
[0, %[, a tangente é uma funcdo crescente e toma todos os valores do inter-
valo [0, +oo[. O gréfico da restricdo da fun¢do tangente ao intervalo [0, 5[
estd representado na figura

4

oy 4

Figura 26: Restricdo da fungdo tangente ao intervalo [O, g[

E muito facil ver que a fungio tangente é impar porque

sen(—x) —senx  senx
cos(—x)  cosx  COSX

tg(—x) = = —tgx.

Entdo o grafico da tangente terd de ser simétrico em relagdo a origem
do referencial. A partir da figura 26, concluimos que a restri¢ao da fungéo
T

tangente ao intervalo ] - %, 5[ terd um gréfico como o esbogado na figura27}

Das igualdades sen(x+2m)=senx e cos(x+2m) = cos x resulta o seguinte:

sen(x +2m)  senx

= =tgx.
cos(x +2m) cosx

tg(x +2m) =
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Figura 27: Restri¢do da fungdo tangente ao intervalo ]—%, g[

Devido aigualdade precedente, dizemos que a fungdo tangente é periddica
e que um seu periodo é 27. No entanto, tendo em conta as igualdades
e (36), podemos escrever

sen(x +m) —senx

tg(x + ) = = =tgx.
g(x+m) cos(x+m) —cosx *
Acabamos de mostrar que:
Vx € Dy tg(x+m) =tgx (62)
4y
3n2/ 2 /2 Bm2
X

Figura 28: Fungao tangente.

Devido a (62), dizemos que 7t é um periodo da fungdo tangente. Tendo

em conta que a restri¢cdo da fungdo tangente ao intervalo ]—g, %[ éinjectiva,

como se depreende da figura27, vemos que 7 é o menor periodo da funcao
tangente; dizemos tratar-se do periodo principal.
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Uma vez conhecido o grafico da restrigdo da funcdo tangente ao in-

tervalo |-%, %[, esbocado na figura e sabido que 7@ é um periodo da
funcdo tangente, é imediato obter o grafico desta funcdo. De facto ele vai

ser uma “repeti¢do” do grafico representado na figura27} Esbogamo-lo na

figura

A funcdo cotangente, designada por cotg, é definida pela férmula

cotgx = (63)

O dominio da funcdo cotangente, como se depreende de (63)), € o conjunto
Dot de todos os ntimeros reais cujo seno é diferente de zero:

Deog ={x €R; senx #0} = {x e R; x # Kn (K € Z)}.

Utilizando as igualdades e é imediato encontrar um relagdo
entre a cotangente e a tangente:

cosx_sen<§_ )—tg(n x)
=tg|5 - ).

cotgx = conx -
Ccos (5 — x)

Mostramos assim que, para todo o x no dominio da cotangente, se tem
T
cotgx = tg (E - x) (64)

E precisamente que sugeriu o nome de cotangente: a cotangente de x
¢ a tangente de 5 — x e os angulos com estas medidas (em radianos) sdo
complementares.

A cotangente tem uma interpretacdo geométrica simples no circulo
trigonométrico, tal como indicado na figura [29, onde se considera o caso
de x pertencer ao intervalo ]0, 5[. Na figura os triangulos AOPQ e AORS
sdo semelhantes, pois sdo ambos rectangulos e o angulo /POQ é igual ao
angulo ZORS. Tem-se entdo:

cosx_O_Q_E 7S

cotgx =

senx oP 0S

No caso de um qualquer valor de x pertencente ao dominio da cotangente,
é imediato ver que o valor absoluto da cotangente de x é igual ao compri-
mento do segmento horizontal, tangente ao circulo trigonométrico, e que
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Figura 29: Primeira interpretacdo geométrica da cotangente de x.

une a semi-recta OP, determinada pelo ponto P do circulo trigonométrico
associado a x, ao eixo das ordenadas.

A cotangente de x tem uma outra interpretacdo geométrica, no circulo
trigonométrico, que descrevemos na figura 30} onde a recta r é tangente ao
ponto P do circulo trigonométrico associado a x. Os tridngulos AOPQ e
AOPR sdo semelhantes. Logo, atendendo a que o raio do circulo trigono-
métrico é iguala 1, vem

O PR _—
cotgx = %Y _Q = — =PR.
senx pQ  OP

No caso de um qualquer valor de x pertencente ao dominio da cotan-
gente, é imediato ver que o valor absoluto da cotangente de x é igual ao
comprimento do segmento da recta tangente ao ponto P do circulo trigono-
métrico associado a x, definido pelos pontos P e pelo ponto de interseccdo
dessa recta com o eixo das ordenadas.

Repare-se que, para todo o x pertencente simultaneamente ao dominio
da tangente e ao dominio da cotangente, se tem

1
tgx = —.
cotgx tgx

Consequentemente, na figura o comprimento do segmento PR é o
inverso aritmético do comprimento do segmento PS:
— 1
PR = p—
PS
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Figura 30: Segunda interpretagdo geométrica da cotangente de x.

Consideremos um tridngulo rectdngulo qualquer; seja x a medida, em
radianos, de um dos angulos agudos. Ja sabemos que a tangente de x é
igual ao quociente entre os comprimentos do cateto oposto a esse angulo
e do cateto adjacente. Por consequéncia a cotangente de x é igual ao quo-
ciente entre os comprimentos do cateto adjacente e do cateto oposto. Em
resumo, num tridngulo rectangulo qualquer, a cotangente da medida x (em
radianos) de um angulo agudo é igual ao quociente entre o comprimento
do cateto adjacente a esse dngulo e o comprimento do cateto oposto.

Para obtermos o grafico da funcdo cotangente, recorremos a (64) e ao facto
da tangente ser uma funcdo impar:

s T
cotgx = tg(z —x): —tg(x— E)

O gréfico da func¢do x — —tgx obtem-se a partir do grafico da tangente
(figura[28), por simetria em relagdo ao eixo das abcissas. Representamo-lo

na figura
Finalmente, o gréafico da fun¢do cotangente pode obter-se a partir da

figura 31} por translacdo de Z. Representamo-lo na figura [32
& p 2+ Nep &
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Figura 31: Grafico de x — — tg x.
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Figura 32: Fungao cotangente.

Da observagéo da figura 32]vemos que o contradominio da cotangente
é o conjunto R dos ntiimeros reais e que se trata de uma fungdo periddica,
cujo periodo principal é . O grafico apresenta assimptotas verticais de
equagdo x = Km, com K inteiro. A restricio da fungdo cotangente ao
intervalo ]0, [ é uma fungdo decrescente. Alids, 0 mesmo se passa com a
restrigdo da fungdo cotangente a qualquer intervalo da forma |Km, (K+1)7[,

com K inteiro.
[ )

A tangente e a cotangente de x sdo imediatamente calculadveis para valores
de x que conhegamos o seno e o co-seno. Na tabela que apresentamos a
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seguir, indicamos os valores do seno de x, do co-seno de x, da tangente de
x e da cotangente de x (quando possivel), para os casos x =0, x = ¢, x = |

1
_n _ m.
x—3€x—2.

X o| X |
6 4 3 2
ax ol L2138
>¢ 2 | 2 | 2
COS X 1££1 0
2 2 2
1
tex 0| — 1 \/5—
& V3
1
cotx—\/§ 1 — 0
& V3

Utilizando as férmulas e é imediato deduzir férmulas correspon-
dentes para a tangente e para a cotangente; sdo as seguintes:

tg(Km+x) =tg x (65)
tg (Kn + g + x) = — cotg x (66)
cotg (Kmt + x) = cotg x (67)
cotg (KT( + g + x) =—tgx (68)

Hé uma maneira de memorizar facilmente as féormulas a , que
passamos a descrever. Seja P o ponto do circulo trigonométrico associado
ao ntimero que se quer calcular a tangente ou a cotangente (Km + x ou
Kmt + 7 + x); se o ponto P estiver situado no eixo das ordenadas, entdo a
funcdo “muda de nome” (queremos com isto dizer que a tangente passa a
cotangente e vice-versa); se P estiver situado no eixo das abcissas, a fungdo
“mantém o nome”. Se a fun¢gdo mudar de nome aparece o sinal — ; se ndo
mudar de nome o sinal fica + .
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Repare-se que, para todo o x € Dig N Deotg, se tem

1
tgx = —.
cotg x tgx

1 o
No entanto a fungdo x — tox nao coincide com a fungdo x — cotgx. De
g X

. .. < .
facto o dominio de x — =r interseccdo do dominio da tangente com
x

o conjunto de pontos onde a tangente ndo se anula, ou seja, o conjunto de
pontos onde nem o seno nem o co-seno se anulam. Trata-se de um conjunto
estritamente contido no dominio da co-tangente, pelo que as fung¢des sdo

distintas. Obviamente, x — tg_x é a restricdo da fungdo co-tangente ao
conjunto Dig N Deotg-

5 Funcgoes secante e co-secante

Para além das fungdes seno, co-seno, tangente e co-tangente, é ainda usual
definir as fungdes secante e co-secante’] As fungoes secante — designada
por sec — e co-secante — designada por cosec — sdo definidas respectiva-
mente por:

1
secx = (69)
Cos X
1
cosecx = (70)
sen x

Como se depreende de e (70), o dominio da secante é o conjunto de
numeros reais x tais que cos x # 0 e o dominio da co-secante é o conjunto de
numeros reais x tais que senx # 0. Vemos assim que o dominio da secante
coincide com o dominio da tangente, enquanto o dominio da co-secante
coincide com o dominio da cotangente.

Os gréficos das fungdes secante e co-secante sdo facilmente obtidos,
respectivamente, a partir dos gréficos do co-seno e do seno. Representamo-
los nas figuras [33]e

Da analise das figuras [33|e 34 vemos que o contradominio das fung¢des
secante e co-secante é o conjunto |—oco, —1]U[1, +oo[. Sdo fung¢des periddicas
de periodo principal 27.

3Estas fungdes ndo fazem parte dos programas recentes do ensino secundario.
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Figura 33: Fungao secante.

Ay

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 34: Fungao co-secante.

As fungdes secante e co-secante tém uma interpretacdo simples no circulo
trigonométrico, que passamos a descrever, com base na figura onde
x é um numero real compreendido entre 0 e 7 e P € o ponto do circulo
trigonométrico associado a x.

Os tridngulos AOPQ e AORA sdo semelhantes, pelo que, tendo em
conta que o raio do circulo trigonométrico é 1, se tem

—— OR OP 1 1
OR = O = O = = = secx.
OA 0Q 0Q  cosx

Vemos assim que a secante de x coincide com o comprimento do segmento
OR. Dai o nome de “secante”, visto a recta que passa em O e em P ser
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Figura 35: Fungao co-secante.

secante ao circulo trigonométrico.

Para a interpretagdo da co-secante no circulo trigonométrico, conside-
ramos os tridngulos AOPQ e AOSB. Como se trata de tridngulos seme-
lhantes, sabemos que a razao entre lados correspondentes a &ngulos iguais
é constante; logo

s 05 _OP _ 1 _
OB PQ PQ senx
A co-secante de x coincide com o comprimento do segmento OS. O nome
de co-secante vem do facto de ser a secante de 7 — x, o que ¢é imediato
porque

= cosecXx.

1 T
cosecx = = =sec|—- —x].
senx  cog (% - x) 2
Recapitulamos as interpretagcdes geométricas, no circulo trigonomé-
trico, das diversas fungdes trigonométricas do ntimero x, compreendido
entre 0 e 7, reportando-nos a figura

senx = PQ cosx = 0Q
tgx:ﬁ cotgx:ﬁ
secx = OR cosecx = OS
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Consideremos um tridngulo rectangulo qualquer e designemos por x
a medida, em radianos, de um dos angulos agudos. A secante de x,
por ser o inverso aritmético do co-seno de x, é igual ao quociente entre
o comprimento da hip6tenusa e o comprimento do cateto adjacente ao
angulo agudo em questdo. A co-secante de x, por ser o inverso aritmético
do seno de x, é igual ao quociente entre o comprimento da hipétenusa e o
comprimento do cateto oposto.

Da igualdade fundamental da trigonometria — férmula — podemos
deduzir relagdes semelhantes para as outras fungdes trigonométricas. Re-

lembremos (37):

cos’x +sen’x = 1.

Dividindo ambos os membros desta equacao por cos? x (supondo cos x # 0)
e por sen? x (supondo sen x # 0) obtemos, respectivamente,

sen? x 1
1+ — = 5=

cos?x cos?x
cos? x 1

=+ 1= >
sen? x sen? x

Tendo em conta as defini¢des das fun¢des tangente, cotangente, secante e
co-secante, as duas igualdades anteriores podem escrever-se da seguinte
forma:

1+tg?x =sec’x (71)

cotg” x + 1 = cosec” x (72)

6 Funcodes trigonométricas inversas

Nesta secgdo abordaremos o problema da inversdo das fungdes trigono-
métricad]] Comegamos por recordar brevemente o que se entende por
inversa de uma funcdo. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer e seja f uma
funcdo de A em B; significa isto que, a cada elemento a do conjunto A nés
associamos um elemento b do conjunto B que designamos vulgarmente por
f(a). Suponhamos agora que a fungdo f é bijectiva, ou seja, que verifica a
condigdo seguinte: todo o elemento b do conjunto 4 é imagem de um e de

4 As fungdes trigonométricas inversas, embora ja tenham feito parte dos programas do
ensino secunddrio, ndo constam dos actuais programas.
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b=f(a)

a=f"(b)

Figura 36: Fungao inversa.

um dnico elemento a do conjunto A. Em linguagem simbdlica, dizer que
f A — B ébijectiva é dizer que:

VbeB JlacA b= f().

Tendo em conta a bijectividade de f, podemos definir uma nova fungéo,
agora de B em A, que a cada elemento b do conjunto B associa o inico
elemento a4 do conjunto A tal que b = f(a). Esta nova funcdo, a que
chamaremos fungdo inversa de f, sera designada por f~!. Na figura
representamos esquematicamente uma funcgao bijectiva f : A — B e asua
inversa f! : B— A. Claro que o dominio de f é o contradominio de f ! e
o contradominio de f é o dominio de f~!, tendo-se

VaeA VbeB a=f'b) & b= f()

Por exemplo, se f : R — R for a func¢do definida por f(x) = x* (que
é uma bijec¢do de R em R), a fungdo inversa f~! : R — R é definida por
£ = V.

Suponhamos agora que A e B sdo dois subconjuntos de R e que f :
A — B é uma fungéo bijectiva; como sabemos tem-se f~! : B —» A. Como
os conjuntos A e B sdo subconjuntos de IR, podemos pensar nos graficos
das fungdes f e f7!; serd que existe alguma relagdo de tipo geométrico
entre estes dois graficos? Por outras palavras, serd que, conhecendo o
grafico de f, é possivel determinar o gréfico de f~!? Vamos ver que
sim. Comecemos por relembrar que um ponto (a,b) do plano pertence ao
grafico de uma funcao real de varidvel rea @ sse a pertencer ao dominio
de ¢ e b = @(a). Seja agora x um ponto no dominio A de f e seja y =
f(x); entdo o ponto do plano (x,y) pertence ao gréfico de f. Mas, da
igualdade y = f(x), concluimos, por definicdo de fungdo inversa, que x =
f~!(y); consequentemente o ponto (y, x) pertence ao grafico da fungéo 1.
Aplicando um raciocinio analogo a funcdo f!, vemos que (x, y) pertence

15Funcdo com dominio e contradominio contidos em IR.
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ao grafico de f sse (y,x) pertencer ao grafico de f~!. Mas, do ponto de
vista geométrico, é facil relacionar (x, y) com (y, x), tal como se indica na
figura sdo pontos simétricos um do outro em relacdo a bissectriz dos
quadrantes impares (ou seja, a recta de equagdo y = x).

A

y=x
Yi--e(yx)
i .
1 .
1 ‘
1 //
[
1 //
Yo )
- ! .
>
7 y X

Figura 37: Pontos (x, y) e (v, x).

Torna-se agora evidente a relagdo de tipo geométrico entre os graficos
de f e de f™!: sdo simétricos um do outro em relagdo a bissectriz dos
quadrantes impares. Na figura |38/ esbocamos os gréficos de uma fungao f
e da sua inversa f1.

v

Figura 38: Fungdes f e f'.
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6.1 Funcdes arco seno e arco co-seno

Consideremos a fungdo seno; ja sabemos tratar-se de uma fungao de R em
[-1,1], que é sobrejectiva, e cujo grafico estd representado na figura
Como ndo se trata de uma funcdo bijectiva (por ndo ser injectiva), ndo
existe a sua inversa. Serd entdo que devemos abandonar o problema da
inversdo das fungdes trigonométricas? Ou serd que poderemos contornar
a dificuldade resultante daquelas fungdes néo serem injectivas? E esta
segunda opg¢do que adoptaremos.

A ideia é muito simples: a func¢do seno ndo é invertivel, visto ndo ser
injectiva; entdo consideremos uma sua restricdo a um intervalo conveni-
entemente escolhido, por forma a obtermos uma fungdo injectiva. Claro
que hd uma arbitrariedade na escolha desse intervalo. Por exemplo (ver
tigura ! podemos escolher o intervalo [7, 3”] ou o intervalo [-7, %] ou

muitos outros intervalos. Convencionaremos escolher o intervalo [-7, 7].

1
A

~

\9)

4
~
\$)

A

Figura 39: Grafico da restri¢do do seno a [-7, 7].

Designemos por f a restricao da fungéo seno ao intervalo [-5, 7]. Trata-
se de uma bijeccdo deste intervalo em [-1, 1], cujo gréfico representamos
na figura 39 A fungao f, por ser bijectiva, é 1nvert1vel a inversa de f
chamamos fungdo “arco seno”. O arco seno serd designado usualmente
por arcsen. Dizer que y é o arco seno de x, é dizer que x é o seno de y e que

T

y pertence ao intervalo [-7, 7]:

Tt

22 (73)

y=arcsenx & x=seny A ye[

Vejamos um exemplo de aplicacdo da defini¢do calculando 0 arco

seno de 1. Trata-se do tnico numero real y tal que seny = 3 e tal que
—Z <y <Z.Ora, como sabemos que sen X = 1 , vem arcsen 5 = Z.

A fungdo arco seno, por ser a inversa de uma fungdo continua e mo-

nétona num intervalo, é uma fungao continua. O dominio do arco seno é

o intervalo [-1,1] e o contradominio ¢ o intervalo [-7, 7] . O arco seno é
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uma bijeccdo do primeiro daqueles intervalos no segundo. O grafico do
arco seno pode obter-se imediatamente a partir da figura 39, fazendo uma
simetria em relacdo a bissectriz dos quadrantes impares. Representamo-lo

na figura

/2| ----

Figura 40: Grafico da funcao arco seno.

Da andlise do grafico da fungdo arco seno, representado na figura [40]
resulta evidente que se trata de uma fungdo impar. Alids ndo poderia
deixar de ser assim porque a fungdo arco seno é a inversa da funcdo que
designamos por f, que € restricdo do seno ao intervalo [-5,7]. Ora f é
uma fung¢do impar e a inversa de uma fun¢do impar é também uma funcdo

impar. Tem-se entdo
Vx € [—g, g] arcsen (—x) = — arcsen x (74)

A funcdo arco seno, por ser a inversa de uma fungdo estritamente
crescente, é estritamente crescente, como alids se depreende imediatamente

da figura 40}

Va,b e [—g, g] a<b — arcsena < arcsenb (75)

O método utilizado para, partindo da fungdo seno, obtermos a funcao
arco seno pode ser adaptado a fungdo co-seno. O primeiro passo é con-
siderarmos, ndo a funcdo co-seno, mas uma sua restricio a um intervalo
conveniente, por forma a obtermos uma fungédo injectiva. Seja g a restri-
¢do da fungdo co-seno ao intervalo [0, ], cujo gréfico representamos na

figura
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Figura 41: Grafico da restri¢do do co-seno a [0, rt].

A funcdo g é uma bijeccdo de [0, ] em [-1,1]. A inversa de g chamamos
funcdo arco co-seno; designa-la-emos usualmente por arccos. A funcdo
arco co-seno é uma bijeccdo de [-1,1] em [0, 7] e tem-se

y=arccosx & x=cosy A ye€|[0,n] (76)

O grafico da fungdo arco co-seno obtem-se imediatamente do grafico
da funcdo § — representado na figura 41| — por simetria em relagdo a
bissectriz dos quadrantes impares. Representamo-lo na figura

.V

Figura 42: Grafico da funcao arco co-seno.

A fungdo arco co-seno é continua porque é a inversa de uma fungdo con-
tinua e monoétona definida num intervalo de R. E estritamente decrescente,
por ser a inversa de uma funcao estritamente decrescente:

Va,be|0,] a<b = arccosa > arccos b (77)

7 Coordenadas polares

Consideremos um referencial ortonormado directo (O, ej, ;) no plano .
Como é sabido, é possivel associar a cada ponto P do plano # as coorde-
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nadas x e y desse ponto no referencial em questdo. O processo de o fazer,
que esquematizamos na figura 43} é simples. Comecamos por tragar por P
uma recta paralela ao vector e, e designamos por A o ponto de intersecgao
dessa recta com a recta definida por e;; a abcis_s)a do ponto P ¢, por defi-

nicdo, o tnico nuimero real x tal que o vector OA ¢é igual ao vector xe;. A
ordenada de P é obtida de forma andloga, sendo o tinico nimero real y tal

—
que OB = ye,, onde B é a interseccdo da recta paralela a e; que passa por
P e da recta definida por e;.

B P
_____________________________ ..
ye, |
1
1
1
1
1
i
e, i
1

1 A

g >

o [} xe,

Figura 43: Coordenadas x e y do ponto P.

@) que estamos a fazer, do ponto de vista metematico, ao associarmos
a cada ponto P do plano as suas coordenadas x e y no referencial consi-
derado? Estamos a definir uma funcdo ¢ que, a cada ponto do plano #,
associa um par ordenado de ntiimeros reais, ou seja, um elemento de R?:

Y:P - R

Dizer que x e y sdo as coordenadas do ponto P ndo é mais do que dizer que
o par (x, y) é aimagem de P pela aplicagao ¢:

P(P) = (x, y).

De acordo com o processo descrito para, a partir de P, determinar x e y,
esta tiltima igualdade é equivalente a

H
xe; + ye, = OP.
A aplicagdo 1 é injectiva: se P e Q forem dois pontos distintos do plano

P, entdo, ou a abcissa de P é diferente da de Q, ou a ordeneda de P é
diferente da de Q.

50



A aplicagdo ¢ é sobrejectiva. De facto, dados dois nimeros reais x e y, é
sempre possivel determinar um ponto P do plano cujas coordenadas sejam
aqueles ntimeros. A construgdo, que podemos seguir na figura ¢ muito

simples. Comeca por se determinar os pontos A e B tais que OA = xe; e

OB = xey; o ponto P é a intersec¢do da recta que passa por A e é paralela a
e, com a recta que passa por B e é paralela a e;.

A fungdo 1 : # — RR? é entdo uma bijecgdo, porque € injectiva e sobre-
jectiva. Este facto permite-nos “identificar” cada ponto P do plano com
o par ordenado (x, y) de ntimeros reais constituido pela abcissa e pela or-
denada de P. Repare-se que esta “identificacdo” s6 tem sentido uma vez
tixado o referencial (O, e;, e;) do plano. Por outras palavras, a aplicacdo ¢
depende do referencial em questao.

Ascoordenadas x e ydoponto P, dadas por (x, y) = ¢(P), é usual chamar
coordenadas cartesianas. Com elas podemos referenciar qualquer ponto
do plano e, consequentemente, descrever figuras no plano. Por exemplo o
rectangulo R representado na figura onde 4, b, c e d sio nameros reais,
coma < bec <d,édescrito em coordenadas cartesianas por

R={(x,y)eR, a<x<b A c<y<d).

Repare-se que o sinal = é um abuso de linguagem. De facto, a sua esquerda
estd um subconjunto do plano — o rectingulo R — enquanto a direita esta
um subconjunto de R?. O sinal = significa aqui que esse subconjunto de IR?
é constituido precisamente pelas coordenadas dos pontos do rectangulo R,
ou seja, pelos pares (x, y) tais que (x, y) = P(P), com P € R.

A

d

e,N

4
v

Figura 44: Rectangulo R.

51



Um outro exemplo, esquematizado na figura o circulo C centrado
na origem do referencial e de raio r. Tem-se, como é sabido,

C={(x,y) e R%; ¥*+y* <1}

x2 +y2:}’2

v

Figura 45: Circulo C.

Vejamos ainda outro exemplo: o quarto de circulo Q esquematizado na

figura [46]

v

Figura 46: Quarto de circulo Q.

Este exemplo é um pouco mais complexo. Os ponto de Q tém abcissas
compreendidas entre 0 e 1. Mas ndo sdo todos os pontos do plano com
abcissas entre 0 e 1! De facto, a imagem geométrica do conjunto

{(x,y) eR%; 0<x <1}

é a faixa representada na figura[d7} sao pontos com abcissas compreendidas
entre 0 e 1 e com ordenadas quaisquer.
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Figura 47: Faixa {(x,y) e R%; 0<x<1}.

Os pontos de Q tém as abcissas compreendidas entre 0 e 1; mas os pontos
de Q de abcissa a (ver figura[48)) tétm ordenadas compreendidas entre 0 e a
ordenada do ponto A da circunferéncia com essa mesma abcissa.

A

2 2,

x+y=1

v

Figura 48: Abcissas dos pontos de Q com ordenada a.
Ora as coordenadas (4, b) de A verificam a equacdo
a2+ =1,
pelo que b, por ser positivo, é dado por
b= V1-a2

Entédo os pontos de Q de abcissa x tém ordenadas compreendidas entre 0 e

V1 - x2. Logo:
Q={x,yeR; 0<x<1 A 0<y< VI-x2}.
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O exemplo que acabdmos de descrever é mais complicado, mas pode-
riamos — mesmo com figuras simples — complica-lo ainda mais. Basta
considerar o sector circular S representado na figura

y=2x

2 2

x+y=1

Figura 49: Sector circular S.

Aconselhamos vivamente o leitor a tentar verificar que

para o que lhe sera ttil observar que os pontos de interseccdo das rectas de
equagdo y = x e y = 2x com a circunfereéncia de equagdo x* + y* = 1 tém,
respectivamente, as abcissas 7z e ~.

Com os exemplos anteriores pretendemos mostrar ao leitor que figuras
simples — no nosso caso sectores circulares — podem ter uma descricdo
complicada em termos de coordenadas cartesianas. Este facto leva-nos a

introdugdo de outro tipo de coordenadas: as coordenadas polares.

Voltemos a considerar o plano # e o referencial ortonormado directo
(O,eq,e). Seja P um ponto do plano distinto de O. Ao ponto P pode-
mos associar os seguintes dois niimeros: a distancia p de P a O e a medida

—>
(em radianos) 0 do angulo entre os vectores e; e OP.
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