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LOGICA MATEMATICA

1 Introdugao

A Matematica, tal como toda a ciéncia, usa a linguagem corrente para
se exprimir. Quando dizemos, por exemplo, “dois é um niimero natural
par”, estamos a utilizar a lingua portuguesa para construir uma frase que
traduz uma propriedade sobre certos entes matematicos. Claro que esta
frase poderia ter sido dita noutra lingua: por exemplo chinés, dinamarqués,
francés, inglés, ou qualquer outra. Neste aspecto existe uma semelhanga
entre a frase “2 é um ntimero natural par”, referente a entes matemaéticos,
e a frase “O Figo é um jogador de futebol extraordindrio”, referente a um
desporto bastante popular na época em que vivemos. H4 no entanto uma
diferenca fundamental entre estas duas frases e é para ela que nos interessa
chamar a atengéo.

Suponhamos que, num café da Praga de Londres (em Lisboa), enquanto
se deliciam respectivamente com uma “italiana” e com uma “bica pin-
gada”, o Zeferino e a Zendbia (amigos de longa data) comecam a discutir
futebol. No calor da discussdo diz a Zenébia, enlevada, “O Figo é um
jogador de futebol extraordindrio”. O Zeferino, mais pelo prazer da con-
tradicdo do que por convicgdo, replica imediatamente “Que disparate! O
Figo é um bom jogador, mas nada que se pareca com um jogador extraordi-
nério. O Eusébio, ou o Matateu, isso sim... eram jogadores extraordindarios!
O Figo é um bom jogador!” Néo vale a pena relatarmos a continuagdo da
discussdo, nem como a “italiana” se foi esparramar no nariz da Zendbia
e a “bica pingada” no olho esquerdo do Zeferino. Queremos é chamar a
atencdo para o facto de uma discussdo deste tipo ser impensavel a partir
da frase “dois é um namero natural par”; e ndo é porque a Zendbia (aluna
do curso de Matemadtica Aplicada e Computacdo do Instituto Superior
Técnico) e o Zeferino (aluno do curso de Fisica Tecnolégica do Instituto
Superior Técnico) se desinteressem por questdes matematicas, mas sim
porque a frase “dois é um ntimero natural par” é, sem margem para dis-
cussdo, verdadeira. Isto porque sabemos definir exactamente o que sdo os
numeros naturais pares e sabemos verificar se o nimero dois obedece ou
nao aquela defini¢do. O problema com a frase “O Figo é um jogador de fu-
tebol extraordindrio” é ndo sabermos definir exactamente o que se entende
por um “jogador de futebol extraordindrio”. Decidir se alguém é ou nao
jogador de futebol, ainda v4; agora atribuir-lhe o epiteto de extraordindrio,
isso varia de pessoa para pessoa.



Com o exemplo destas duas frases pretendemos fazer sentir no leitor
a necessidade de um muito maior rigor na linguagem matematica, em
comparagéo com o da linguagem corrente. E isto que nos leva a reflectir
um pouco mais sobre a linguagem matemadtica, estudando os principios
da chamada Légica Matematica.

As frases que construimos, tanto na linguagem matemadtica como na lin-
guagem corrente, envolvem certos entes, cada um dos quais é designado
por um simbolo (a que, neste caso, chamamos designa¢do) conveniente.
Na frase “dois é um ntiimero natural par” aparecem os entes cujas desig-
nagdes sdo respectivamente “dois”, “niimero natural” e “namero natural
par”. Na frase “O Figo é um jogador de futebol extraordindrio” temos
os entes designados respectivamente por “Figo”, “jogador de futebol” e
“jogador de futebol extraordindrio”. Ndo devemos confundir o ente com
a sua designacdo, até porque um mesmo ente pode ter varias designagdes
diferentes; por exemplo “dois”, “2” e “ V4” sdo trés designacoes distintas
para o mesmo ente.

As frases, ou proposicdes, fazem intervir varios entes; por exemplo, na
proposicdo “4 é multiplo de 2”, aparecem os entes designados respectiva-
mente por “4” e por “multiplo de 2”. Claro que ndo podemos confundir
as designacdes com as proposigdes; por exemplo

2
T, (3 + \/E) , Lisboa
sdo designagdes, enquanto
7 € um ntimero irracional, Lisboa é a capital de Portugal

sao proposicoes.

Uma proposicdo pode ser verdadeira ou falsa. Por exemplo a proposi-
¢do “Lisboa é a capital de Portugal” é verdadeira, enquanto a proposicao
“Paris é a capital de Portugal” é falsa. Dizemos por isso que a proposi-
¢do “Lisboa é a capital de Portugal” tem o valor 16gico V (verdade) e que
a proposicdo “Paris é a capital de Portugal” tem o valor légico F (falso).
Num primeiro estudo da Légica Matematica admitiremos que, em cada
teoria, toda a proposi¢do tem um e um unico dos dois valores 16gicos
referidos V e F. De facto esta ideia tera de ser abandonada mais tarde,
visto existirem teorias com interesse matematico onde héd proposi¢des que
ndo sdo verdadeiras nem falsas (sdo as chamadas proposigdes indecidi-
veis). De momento ndo nos preocupemos com esse facto e admitamos que
toda a proposicdo ou é verdadeira ou ¢ falsa e nunca é as duas coisas em
simultaneo.



Usualmente representaremos as proposicdes por letras mindsculas p,
q, 1, etc. e os seus valores légicos por V (verdade) e F (falso). Também,
em certas situagdes, usaremos a notagdo V para designar uma proposicao
verdadeira e a notagdo F para designar uma proposicao falsa.

2 Igualdade, equivaléncia.

Ja sabemos que a linguagem matematica (tal como a linguagem corrente)
é construida a partir de designagdes e proposi¢des; sabemos também a
distin¢do existente entre esses dois conceitos. Recordamos que um deter-
minado ente pode ser designado através de muitas designacdes distintas;
por exemplo “Paris” e “capital da Fran¢a” sdo duas designagdes distintas
para o mesmo ente.

Vamos ver que hé dois processos muito simples de construir uma pro-
posicdo a partir de duas designacoes. Consideremos as designacdes “Lis-
boa” e “capital da Franga”. Podemos construir uma proposi¢do onde inter-
venham apenas estas duas designagdes, por exemplo, “Lisboa é a capital
da Franca”; trata-se de uma proposicdo falsa. Com as mesmas duas de-
signacdes também poderiamos ter construido uma proposicdo verdadeira:
“Lisboa ndo ¢é a capital da Franca”. Na proposi¢do “Lisboa é a capital da
Franca” estamos a afirmar que as duas designag¢des “Lisboa” e “capital da
Franca” designam o mesmo ente, o que alids sabemos ser falso. J& na pro-
posicdo “Lisboa ndo é a capital da Fran¢a” afirmamos que as designag¢oes
“Lisboa” e “capital da Franga” designam entes distintos.

Dadas duas designagdes, digamos a e b, ha entdo dois processos muito
simples de construir uma proposi¢do. O primeiro é dizer que as desig-
nagdes a e b designam o mesmo ente; nesse caso escreveremos o sinal de
igualdade “=" entre as duas designagdes:

a=bh.

O segundo é dizer que as designagdes a e b designam entes distintos;
escreveremos entdo o sinal de desigualdade “#” entre as duas designacdes:

a#b.

Claro que o valor l6gico de cada uma das proposicdes “a = b” e “a # b”
depende das designacdes a e b. Por exemplo, ao escrevermos

Lisboa = Capital da Franca
construimos uma proposicao falsa; mas as proposigdes

Lisboa # Capital da Dinamarca
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Lisboa = Capital de Portugal

sdo verdadeiras. Dando agora exemplos com designacdes de entes mate-
maéticos, sdo verdadeiras as proposicoes

2=V4, 2#V9, 2% +V4 3x4=12

e falsas as proposigdes

(3+2)* =32 +2% 1,12
2 2 4
Acabdmos de ver que um processo para construir proposi¢oes € es-
crever um dos sinais = ou # entre duas designa¢des. Um outro processo
semelhante é escrever o sinal de equivaléncia & entre duas proposicdes.
Dadas duas proposi¢des, digamos p e g, podemos construir uma nova
proposicao
pP<4a
que se 1é “p equivalente a 4”7, e que é verdadeira sse p e g tiverem o mesmo
valor 16gico (ambas verdadeiras ou ambas falsas) e falsa sse p e g tiverem
valores 16gicos diferentes (uma for verdadeira e a outra for falsa). Assim,
por exemplo, a proposicao

Lisboa é uma cidade & Londres é uma vila

é falsa, visto a proposicdo “Lisboa é uma cidade” ser verdadeira e a pro-
posicdo “Londres é uma vila” ser falsa. J4 a proposicao

Luis Figo é um astronauta ¢ dois é um ntmero irracional

é verdadeira, visto as proposi¢des “Luis Figo é um astronauta” e “dois é
um namero irracional” serem ambas falsas.

Uma forma visual bastante ttil de exprimir o valor 16gico da proposigdo
p © g como funcdo dos valores logicos de p e de g é a utilizacdo das
chamadas tabelas de verdade

rlalpeq]
VIV Vv
VI F F
Fl|V F
F | F Vv

Na primeira coluna da tabela anterior estdo os valores 16gicos de p, na
segunda coluna os valores 16gicos de g e na coluna da direita os valores
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légicos de p & g. E 6bvio que, nas duas primeiras colunas, teremos de ter
todas as combinagdes possiveis de valores 16gicos das proposicdes p e .

Claro que, a semelhanca dos sinais = e # utilizados entre designa-
¢Oes por forma a construir proposi¢des, poderemos arranjar um sinal para
exprimir a ndo equivaléncia de duas proposi¢des; esse sinal serd <. A
proposicao

p<q

serd verdadeira sse os valores 16gicos de p e de g forem distintos e falsa sse
forem iguais. Em termos de tabela de verdade, teremos

A

[p<q]

P14
ViV
VI|F
F|V
F|F

<Y <™

Por exemplo
2=V4 @ 3+4=7

é uma proposicao falsa, visto as proposicoes “2 = V4" e “3 + 4 = 7" serem
ambas verdadeiras. J4 a proposi¢do

2=V4 & Luis Figo é um astronauta

é verdadeira, porque as proposicdes “2 = V4” e “Luis Figo é um astro-
nauta” tém valores 16gicos distintos: “2 = Va7 ¢ verdadeira, enquanto
“Luis Figo é um astronauta” é falsa.

Nao confundamos os sinais “=" e “&”; o primeiro utiliza-se entre
duas designagdes, formando uma proposi¢do que é verdadeira sse essas
designagoes designarem o mesmo ente; o segundo utiliza-se entre duas
proposicdes, para construir uma nova proposicdo que é verdadeira sse
aquelas duas proposi¢des tiverem o mesmo valor 16gico. Assim, tem
sentido escrever

Lisboa = Capital de Portugal

ou
Paris = Capital de Portugal.

A primeira destas proposic¢oes é verdadeira e a segundo é falsa. Mas

Lisboa ¢ Capital de Portugal



é desprovido de qualquer sentido porque entre designa¢des ndo temos
o direito de escrever o sinal de equivaléncia &. Também tem sentido
escrever

2-3=0¢e 2=3

que é uma proposicdo verdadeira, ou
3=(-3% o 3=-3
que é uma proposicdo falsa. Mas ndo tem sentido escrever
2 & 1+1

porque 2 e 1+1 sdo designacdes e o sinal de equivaléncia ndo se pode situar
entre designagdes, devendo situar-se entre proposigoes.

3 Conjuncao

A partir de proposicoes simples podemos construir proposi¢des mais com-
plexas. Por exemplo, com as duas proposi¢des “Lisboa é uma cidade” e
“Lisboa ¢ a capital de Portugal”, podemos construir a proposigdo “Lisboa
é uma cidade e é a capital de Portugal”. Do ponto de vista gramatical,
agrupamos as duas primeiras proposi¢des numa sé, usando a conjun-
cdo coordenada copulativa “e”. Do ponto de vista da Légica Matemaética
interessa-nos relacionar o valor 16gico da proposigdo assim construida com
os valores 16gicos de cada uma das proposi¢des elementares. Se designar-
mos por p a proposi¢do “Lisboa é uma cidade” e por g a proposicdo “Lisboa
é a capital de Portugal”, interessa-nos conseguir determinar o valor 16gico
da proposigao “p e q”, desde que sejam conhecidos os valores l6gicos das
proposigdes “p” e “q”. Claro que podemos agrupar duas proposi¢des de
outras formas; por exemplo poderiamos ter usado a conjun¢do coordenada
disjuntiva “ou” em vez da conjungdo coordenada copulativa “e”, o que ori-
ginaria “Lisboa é uma cidade ou é a capital de Portugal”. No seguimento
iremos usar o processo acabado de descrever para construir proposigdes
cada vez mais complexas. O que nos interessard neste momento nao é
tanto o valor semantico das proposi¢des (aquilo que elas querem dizer),
mas sim a forma como se relacionam os seus valores 16gicos.
Consideremos as duas proposi¢des seguintes: “4 > 2” e “4 é um na-
mero natural”. Partindo destas duas proposi¢des podemos ser levados
a construir a proposigao “4 > 2 e 4 é um ntmero natural”. Esta ultima
proposicao foi obtida ligando as duas proposi¢des iniciais por intermédio
da conjungdo coordenada copulativa “e”. No caso geral, podemos pensar

6



em duas proposi¢des quaisquer p e g e construir uma nova proposicdo, a
que chamaremos a conjuncdo de p com g, que designaremos por p A g, e
que leremos “p e q”. A questdo que se pde é: conhecidos os valores 16gicos
de p e de g, qual o valor 16gico de p A g? Pois bem, o valor légicodep A g é
definido através da seguinte tabela de verdade:

lplalprg]
VIV Vv
V| F F
Fl|V F
F | F F

Vemos assim que, por defini¢cdo, p A q é verdadeira sse tanto p como ¢
forem verdadeiras. Repare-se que esta defini¢cdo estd de acordo com o
sentido usual que damos a conjungdo coordenada copulativa “e”. Repare-
se também que p A g é falsa sse pelo menos uma das proposi¢des p ou g for
falsa. Assim, sdo verdadeiras as seguintes proposigoes:
2>1 A 3>1,
Lisboa é a capital de Portugal A Paris é a capital da Franga,

Luis Figo é jogador de futebol A (3 +2)* = 3% + 12 + 22,
Séo falsas as proposi¢oes seguintes:

Luis Figo é jogador de futebol A (3 +2)* = 3%+ 12,
Lisboa é a capital da Franca A 2 # 3
Lisboa é a capital da Franca A Luis Figo é um astronauta.

A conjuncdo de proposi¢cdes permite-nos abreviar certas expressoes
contendo o simbolo de igualdade ou o simbolo de equivaléncia. Supo-
nhamos que 4, b e ¢ sdo trés designa¢des quaisquer; é usual, na escrita
matematica, abreviar a proposi¢do “a =b A b = c” da forma seguinte:

a=b=c.

Esta notacdo, que significa que as designacdes 4, b e ¢ designam todas o
mesmo ente, foi ji largamente usada durante o ensino secundério, por
exemplo ao escrever

(7 +9)* = 7% + 126 + 9 = 256.

Significado 6bvio tém as expressdes em que o sinal de igualdade aparece
mais do que duas vezes, por exemplo

(7+9P =72 +2X7X9+9* =49 +2x 63+ 81 =49 + 126 + 81 = 256.
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Situacdo analoga se passa com o sinal de equivaléncia. Sejam p, g e r
trés proposi¢des quaisquer; abreviaremos a proposicdo (p & q) A (§ © 1)
para

peqger.

Claro que p © g © r é verdadeira sse os valores l6gicos de p, q e r forem
idénticos (p, q e r todas falsas ou p, g e r todas verdadeiras). Também
esta notagao era largamente usada no ensino secundario; por exemplo, sdo
verdadeiras as proposi¢oes

3>2 & 3>2 & 3>1,
3=2 & 3<2 & 3=1.

Uma vez introduzida a operagdo de conjuncdo de duas proposicdes
é natural estudar algumas propriedades desta operacdo. Por exemplo,
havera alguma relagdo entre os valores l6gicos de p A g e de g A p? A
resposta é muito simples e decorre da tabela de verdade para a conjungéo:
p A q é verdadeira sse tanto p como g forem ambas verdadeiras; g A p é
verdadeira sse tanto 4 como p forem ambas verdadeiras; logop Age g Ap
tém o mesmo valor 16gico. Significa isto que a proposicao

pPAq © qAp 1)

é verdadeira. Dizemos por isso que a conjuncdo de proposi¢des é comuta-
tiva.

Sejam agora p, g e r trés proposicdes quaisquer; consideremos as duas
proposicoes seguintes:

pAg AT,
pA@GAT).

Haverd alguma relagdo entre os valores l6gicos destas duas proposi¢oes?
E facil ver que sim. De facto (p A q) A é a conjungdo de p A g com r e é
verdadeira sse tanto p A g como r forem verdadeiras, ou ainda, tendo em
conta que pAg é a conjungdo de p com g, sse p, g e r forem todas verdadeiras.
Um raciocinio andlogo mostra-nos que p A (g A r) também é verdadeira sse
p, q e r forem todas verdadeiras. Entdo as proposi¢des (p Aq) Arep A(qgAr)
sdo equivalentes; significa isto que a proposigdo

PAG AT & pA@GAT) (2)

é verdadeira. Dizemos por isso que a conjungdo de proposi¢des é associa-
tiva. Uma outra maneira de mostrar a férmula (2) é construir as tabelas de

8



verdade para as proposi¢des (p Aq) Arep A(g AT):

[ rlpAqlaAr[pAgArpA@AT)]

Lr ]

qlr
ViV
VI|F
F|V
F|F
ViV
VI|F
F|V

T S S S| S
< <
| ] < <
|| | <
|| | <

F|F

Repare-se que, por haver inicialmente trés proposigdes, é necessario con-
siderar as 8 combinagdes possiveis para os valores 16gicos destas trés pro-
posic¢des; dai a tabela ter oito linhas de valores 16gicos. Nas trés primeiras
colunas escrevemos os valores 16gicos das trés proposic¢des iniciais p, g e r;
nas colunas 4 e 5 escrevemos as proposi¢des intermedidrias que nos permi-
tem chegar as duas proposigdes que queremos estudar e que se encontram
nas colunas 6 e 7. Como as colunas 6 e 7 tém exactamente os mesmos
valores 16gicos, concluimos que as proposi¢cdes (p A q) Arep A (g Ar)sdo
equivalentes. Repare-se que a coluna 4 s6 depende da 1 e da 2; a coluna
5 s6 depende da 2 e da 3; a coluna 6 é construida a partir da 4 e da 3;
finalmente a coluna 7 obtém-se a partir da 1 e da 5.

A associatividade da conjung¢do permite-nos escrever expressdes do tipo
p A q A r; de facto uma expressdo destas podera ser lida como (p A g) A7 ou
como pA(gAr) mas, como estas duas tltimas proposi¢des sdo equivalentes,
é irrelevante a forma como se 1é a proposigdo inicial p Ag Ar. O importante
é perceber que p A g A r é verdadeira sse cada uma das proposigdes p, g e
r for verdadeira e é falsa em todos os outros casos (ou seja, se pelo menos
uma das proposigdes p, g e r for falsa).

Consideremos agora a conjungao das proposicdes p e g, supondo que g
é verdadeira. Entdo, se p for verdadeira, p A g também é verdadeira; se p
for falsa, p A q é falsa. Em qualquer dos casos (p verdadeira ou p falsa) o
valor 16gico de p A g é igual ao valor 16gico de p. Podemos entdo afirmar
que

pAV & VAp & p 3)

onde, como ja convenciondmos anteriormente, V representa uma qualquer
proposicdo verdadeira. Devido a férmula (3), dizemos que V é o elemento
neutro da conjuncgéo.

Suponhamos agora que, na conjungdo das proposi¢des p com ¢, a pro-
posicdo g é falsa. Entdo, independentemente do valor l6gicode p, p A g é
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falsa. Podemos entdo escrever
pAF & FAp & F 4)

onde, como convencionado, F representa uma qualquer proposicdo falsa.
Tendo em conta a férmula (@), dizemos que F é o elemento absorvente da
conjungao.

4 Disjuncao

Na secgdo anterior estuddmos a conjungdo de duas proposi¢des que cor-
responde, na linguagem corrente, a utilizagdo da conjun¢do coordenada
copulativa “e”. Nesta sec¢do vamos estudar a chamada disjuncdo de pro-
posicdes, correspondente, na linguagem corrente, ao uso da conjuncao
coordenada disjuntiva “ou”. Consideremos a seguinte frase: “O Jodo Ca-
ramelo e Silva foi ontem ao cinema ou ao teatro”. Esta frase é construida a
partir das frases “O Jodo Caramelo e Silva foi ontem ao cinema” e “O Jodo
Caramelo e Silva foi ontem ao teatro”, ligadas através da conjungao “ou”.
Ninguém tem duvidas de que a frase “O Jodo Caramelo e Silva foi ontem
ao cinema ou ao teatro” é falsa se ambas as frases “O Jodo Caramelo e Silva
foi ontem ao cinema” e “O Jodao Caramelo e Silva foi ontem ao teatro” o
forem. Por outro lado, se o Jodo Caramelo e Silva tiver ido ao teatro e nao
tiver ido ao cinema, ou ainda se tiver ido ao cinema sem ir ao teatro, a
frase “O Jodao Caramelo e Silva foi ontem ao cinema ou ao teatro” é obvi-
amente verdadeira. Quer dizer que, na linguagem corrente, ao ligarmos
duas frases com a conjung¢do “ou” obtemos uma frase falsa se aquelas duas
forem falsas e uma frase verdadeira se uma daquelas for falsa e a outra
verdadeira. E o que se passard se ambas forem verdadeiras? Supondo
que o Jodo Caramelo e Silva foi ontem ao teatro e também foi ontem ao
cinema, sera a frase “O Jodo Caramelo e Silva foi ontem ao cinema ou ao
teatro” verdadeira ou falsa? A linguagem comum ndo é muito explicita
quanto a este facto. Claro que, em linguagem matematica, teremos de ser
absolutamente rigorosos e, por defini¢do, diremos que esta frase ainda é
verdadeira.

De acordo com a introdugdo feita no pardgrafo precedente, sejam p
e g duas proposi¢des quaisquer; a partir delas podemos construir uma
nova proposic¢do, designada por p V g (leia-se “p ou 4”), a que chamaremos
disjung¢do de p com g, e cujo valor 16gico é definido pela seguinte tabela de
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valores 16gicos:

lplallpval
VIV Vv
VIF Vv
F|V Vv
F | F F

Vemos assim que, por defini¢do, p V q s6 é falsa se tanto p como g forem
falsas. Repare-se que pVq é verdadeira sse pelo menos uma das proposigdes
p ou q for verdadeira. Assim, sdo verdadeiras as seguintes proposicdes:

2>1 vV 3<1,
Lisboa é a capital do Daomé Vv Paris é a capital da Franga,

Luis Figo é jogador de futebol vV V9 = 3.

Sao falsas as proposi¢des seguintes:

Luis Figo é professor de Anélise Matematica V V9 =9,
Lisboa é a capital da Franca v 2 = 3.

Sao agora muito faceis de provar as seguintes propriedades da operagao
de disjunc¢do de proposicoes

pvqg < qVvp (5)
PVvaVvr e pVvvr) (6)
pVF & FVvp © p (7)
pvVV & Vvp & V (8)

onde p, g e r sdo trés proposi¢des quaisquer, V é uma proposigao verdadeira
qualquer e F é uma proposicgdo falsa qualquer. Repare-se na analogia entre
as propriedades (1), (2), (3) e (@) referentes a conjuncio e as propriedades
®), @), (7) e (8) referentes a disjungao. Por (B) vemos que a disjungao é
comutativa, por (6) que é associativa, por (7) que F é o elemento neutro da
disjungao e por (8) que V é o seu elemento absorvente. A associatividade da
disjungdo permite-nos escrever expressoes do tipo p VgV r; esta proposicao
é falsa sse cada uma das proposic¢des p, g e r for falsa e verdadeira sse pelo
menos uma das proposigdes p, g e r for verdadeira.

As demonstragdes das propriedades (5), (6), (7) e (8) sdo semelhantes
as que fizemos no caso da conjungdo. A comutatividade () resulta imedi-
atamente da tabela de verdade da disjungéao. A associatividade (6) decorre
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da seguinte tabela de valores l6gicos:
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As propriedades (7)) e (8) sdo também uma consequéncia imediata da tabela
de verdade da disjungéo.

Introduzimos duas operagdes sobre proposi¢des: a conjungdo e a dis-
jungdo. Estudémos as propriedades da conjungdo, que se traduzem nas
férmulas (1} ) e ; estuddmos as propriedades da disjungdo, ex-
pressas por e @ E natural agora estudar propriedades que
envolvam s1multaneamente as duas operacdes de conjuncdo e de disjun-
¢do. Comecemos por mostrar que a propriedade

PV ATr & (PAT)V(GAT) 9)

é verdadeira, quaisquer que sejam as proposigdes p, 4 e r. A forma mais
prética de o fazer, é construir uma tabela de valores l6gicos:

(plalrlpvalparlgar[pVvpAr[pAan V@A ]
VIVIVI VIV |V % v
VIVIE| V | F | F F F
VIEIV] V | V | F % %
VIEIE| V | F | F F F
FIVIV[ V | F | V % %
FIVIEl V | E | F F F
FIE|VI E | E | F F F
FIE|E| F | E | F F F

Uma outra propriedade que também envolve a conjuncéo e a disjungéo,
e que também se demonstra muito facilmente através da constru¢do de uma
tabela de valores l6gicos apropriada, é

pAgVr o (pVr)A@Vr) (10)
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Aconselhamos vivamente o leitor a construir a tabela de valores 16gicos,
antes de olhar para a que apresentamos:

(plalrlprqlpvriqvr[papVr[(ppvnAa@Vn]
VIVIVI VIV |V % %
VIVIE] V |V [V % %
VIE|V] E | V |V % %
VI|F|F F Vv F F F
FIVIVI F | Vv |V % 1%
FIVIE| F | E | V F F
FIE|V[ F | VvV |V % %
FIE|E| F | F | F F F

A propriedade (9) é a chamada distributividade da conjuncio em rela-
¢do a disjungdo; a propriedade é a distributividade da disjun¢do em
relacdo a conjungao.

5 Negacao

Dada uma proposigdo, por exemplo “O carro é verde”, todos sabemos, na
linguagem corrente, negé-la; no exemplo considerado seria “O carro ndo é
verde”. Se a proposigdo “O carro é verde” for verdadeira, entdo “O carro
nao é verde” é falsa; se “O carro é verde” for falsa, entdo “O carro nao é
verde” é verdadeira.

Somos entdo levados a introduzir, na nossa linguagem matemadtica, a
chamada operagdo de negagdo. Seja p uma proposigdo qualquer; chamare-
mos negacdo de p a uma nova proposicdo, designada por ~ p (leia-se “néo
p”), cujo valor 16gico é diferente do de p. Assim, se p for verdadeira, ~ p é
falsa; se p for falsa, ~ p é verdadeira. A tabela do valor l6gico da negagédo
é portanto muito simples:

Por exemplo, sdo verdadeiras as proposicdes
~2<1, ~(2+3) =2%+3% ~ 5%5% = 5°,
sdo falsas as proposicdes
~#£=16 ~V27=-3 ~(5) =5"
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Voltemos a um didlogo de café... “Onosso Governo ndo é bom” afirma,
convicto, o Antero Gatinho, da oposicado, sorvendo lentamente a sua “bica
pingada”; “Nao é verdade que o nosso Governo ndo seja bom” riposta,
pressurosa, a Manuela Ferrada Lamas (afecta ao partido do Governo) en-
tre dois golos da sua “italiana”. N&do narrarei, por pudor, a continua¢do da
historia (nem o destino final da “bica pingada” e da “italiana”), mas gosta-
ria de chamar a atencdo para a frase da Manuela Ferrada Lamas; consiste
ela na negacdo da frase do Antero Gatinho, frase essa que, por sua vez, era
a negacdo de “O nosso Governo é bom”. Vemos assim que, na linguagem
corrente (mesmo em situagdes menos dramadticas do que a descrita) utili-
zamos por vezes a negacdo de uma nega¢do. Em termos matematicos, e
sendo p uma proposigdo qualquer, a negagdo da negagdo de p escreve-se

~ (~p).

Qual o valor 16gico desta proposi¢ao? E muito facil determina-lo: ~ p tem
valor 16gico contrario a p, ~ (~ p) tem valor légico contrério a ~ p, logo
~ (~ p) e p tém o mesmo valor 16gico. Podemos portanto afirmar que

~(~p) e p (11)

Claro que a propriedade poderia ter sido deduzida de uma tabela de

verdade conveniente:

pl~p[~(Cp]
VIl F vV
F| V F

A propriedade pode ser generalizada para mais do que duas nega-
¢oes. Tem-se, por exemplo,

~(~(~p) & ~p

~(~(~(~p)) & p
Podemos agora pensar nas propriedades que ligam a negacdo com as
operacdes ja estudadas. Da andlise das tabelas de verdade para a equi-
valéncia (&) e para a ndo equivaléncia (¢) é imediato ver que a negacdo
de uma equivaléncia é uma ndo equivaléncia e vice-versa. Por outras

palavras, quaisquer que sejam as proposi¢des p e g, sdo verdadeiras as
proposicoes seguintes:

~peq) e p®q (12)
~peqg) © peq (13)
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Algo de andlogo se passa com os simbolos de igualdade (=) e de desi-
gualdade (#); assim, sendo a e b dois entes quaisquer, sdo verdadeiras as
seguintes proposigoes:

(~a=b) © (a#Db) (14)
(~a#b) & (a=0D) (15)

De uma forma geral, qualquer que seja o simbolo matematico usado
para construir uma certa proposigdo, uma barra “/” sobre esse simbolo
corresponde a negacdo dessa proposigao.

Vejamos agora as interligacdes entre a negacéo e as operagdes de conjun-
¢do e de disjuncdo. Mais especificamente, qual o valor 16gico da negacao
de uma conjungdo? E de uma disjuncdo? Suponhamos que eu digo: “Hoje
vou ao cinema e ao teatro”; intuitivamente, negar esta frase é dizer que
“Hoje ndo vou ao cinema ou ndo vou ao teatro”. A intui¢do diz-nos que a
negacdo de uma conjungdo é a disjungao das negag¢des. De forma analoga,
a negacdo de “Hoje como sopa ou carne”, é “Hoje ndo como sopa nem
como carne”; a intui¢do sugere-nos que a nega¢do de uma disjuncdo é a
conjungdo das negagoes.

O que acabdmos de dizer leva-nos a considerar duas proposicdes p e g
quaisquer e a tentar demonstrar rigorosamente as propriedades

(~pArg) © (~p)V(~9) (16)
(~pVvy) © (~pA(~9) (17)

Claro que uma demonstragio de e deverd ser feita a custa de
tabelas de verdade convenientes:

(pla]~rl~alpra]~@r9[GpV(~9]
VIVIE | F| V 3 T
VIEIE [ V]| E % %
FIVI V| E| F % %
F| F| V Vv F Vv Vv
(plall~rl~alpva[~@Vva[pAr(~9]
VIVIE | E| V F T
V| F F Vv Vv F F
FIVIVIE V 3 F
FIEl VIV ] F v %

As propriedades e sdo usualmente conhecidas com o nome de
primeiras leis de De Morgan.
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6 Implicacao

Na linguagem corrente usamos frequentes vezes frases condicionais, por
exemplo, “Se hoje chover, entdo vou ao cinema”. Esta frase s6 é falsa se
hoje chover e eu ndo for ao cinema; se hoje ndo chover a frase é verdadeira,
tal como o é se hoje chover e eu for ao cinema. A operagdo que traduz,
em termos de Logica Matematica, a ideia de uma frase condicional é a
implicagdo. Trata-se de uma operagdo légica de grande importancia que é
designada por = . Sendo p e g duas proposicdes quaisquer, a proposicao
p = g (leia-se “pimplica q”) é falsa se p for verdadeira e q falsa e é verdadeira
em todos os outros casos; por outras palavras, a tabela de verdade para a
implicagdo é, por definicdo, a seguinte:

Na implicagdo p = g chama-se antecedente a proposicdo p e consequente a
proposicdo q. Repare-se que uma implicac¢do so é falsa se o antecedente for
verdadeiro e o consequente for falso; em todos os outros casos a implicagdo
é verdadeira. Também por vezes escreveremos q < p (em vez de p = )
com o significado de “p implica g”.

A implicagdo é muito importante na linguagem matemaética porque
aparece sistematicamente nos teoremas que constituem as teorias mate-
maticas. Um teorema é uma proposicao do tipo p = ¢, onde p é uma
proposicao verdadeira na teoria em questdo. Demonstrar um teorema nao
é mais do que provar que a proposicdo p = g é verdadeira o que, aten-
dendo a que p é verdadeira, é equivalente a dizer que g é verdadeira. Num
teorema é usual chamar hipétese a proposigdo p, antecedente da implica-
cdo p = q. A proposigdo g, que é o consequente da implicacdo, designa-se
por tese. Um exemplo de um teorema é

Seja n um ntimero natural. Entdo, se n é par, n? também é par.
A hipétese é a proposigdo “n é par”; a tese é “n? é par”. A demonstragdo
deste teorema pode ser feita da forma que passamos a expor. Por defi-

ni¢do de ntiimero par, sabemos que existe um natural k tal que n = 2k;
consequentemente

n* = (2k)* = 2°k* = 4k* = 2(2k*) = 2m,
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onde designdmos por m o natural 2k?>. Mas, novamente por defini¢do de
numero par, e tendo em conta que n*> = 2m, vemos que n? é par. O teorema
estd demonstrado.

Antes de darmos alguns exemplos de proposi¢des onde a implicacdo
intervém, queremos chamar a aten¢do para um facto importante. Consi-
deremos a frase (infelizmente dita e muito repetida nos dias que correm):
“Estamos em crise econémica, logo os saldrios sobem abaixo da inflagdo”.
Ao dizermos esta frase, na linguagem corrente, estamos a admitir uma
relacdo de causa a efeito entre a crise econémica e o aumento dos salérios.
Do ponto de vista matematico esta frase é uma implicacdo: “Estamos em
crise econémica implica que os salarios sobem abaixo da inflagdo”. Mas cui-
dado! Na légica matemaética ndo nos preocupamos com qualquer relacdo
de causa a efeito entre o antecedente e o consequente de uma implicagéo.
O que hd é uma relagdo entre o valor 16gico da implicacdo e os valores
l6gicos do antecedente e do consequente. A frase “Estamos em crise eco-
némica, logo os saldrios sobem abaixo da inflagdo” é verdadeira porque o
antecedente (“Estamos em crise econémica”) é verdadeiro (infelizmente) e
o consequente (“Os saldrios sobem abaixo da inflagdo”) é também verda-
deiro (desgracadamente). Mas a frase “O Primeiro Ministro é astronauta,
logo os saldrios sobem abaixo da inflacdo” também é verdadeira! Isto por-
que o antecedente (“O Primeiro Ministro é astronauta”) é falso; agora ja é
irrelevante o valor 16gico do consequente porque, numa implicacdo, se o
antecedente for falso, a implicagdo é verdadeira. Neste caso ndo hé (ou,
pelo menos, ndo parece haver) qualquer relacdo de causa a efeito entre o
Primeiro Ministro ser astronauta e os saldrios subirem abaixo da inflacdo.
Curiosamente a frase “O Primeiro Ministro é astronauta, logo os salarios
sobem acima da inflagdo” também é verdadeira porque (por infelicidade) o
Primeiro Ministro ndo é astronauta; o antecedente é falso, logo a implicagdo
é verdadeira.

Passemos agora a exemplos matematicos; sao falsas as seguintes pro-
posigoes:

2>1 = 2>4, 4=2> = V4=-2, 3+2=5 = 100000 # 10°10°.

De facto, em cada uma das trés implica¢des anteriores, o antecedente é
verdadeiro e o consequente é falso. Nesta situagdo a implicacdo é falsa; é
alids a tnica situacdo em que a implicacdo é falsa (antecedente verdadeiro
e consequente falso).

As seguintes proposi¢des (todas elas implicagdes) sdo verdadeiras:

250 = 2>1, 4=23 = V4=2, 3+2=7 = 1000 # 10°.
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Na primeira das implica¢es anteriores o antecedente é verdadeiro e o
consequente também, pelo que a implicacdo é verdadeira. Nas outras
duas o antecedente é falso pelo que, independentemente do valor 16gico
do consequente, a implicagdo é verdadeira.

Construindo as tabelas de valores 16gicos necessarias é facil provar as
seguintes propriedades:

p=9 © (~p V9 (18)
~p=9) © pr(~9) (19)
(p=29Ar@G=p) © peqg (20)
p=>9 < (~9)=(p) (21)
(r=>9Ar@=>r)= @P=>r (22)

A titulo de exemplo demonstraremos a propriedade (22), que é a transiti-
vidade da implicagdo, recorrendo a seguinte tabela de verdade:

(plalrp=q[a=r[@=29r@g=n]p=>r[QD]
VIiv|iV Vv Vv Vv Vv Vv
VIV I|F Vv F F F Vv
VIF|V F Vv F Vv Vv
VIF|F F Vv F F Vv
F|V |V Vv Vv \%4 Vv Vv
F|V|F Vv F F Vv Vv
F|F|V Vv Vv Vv Vv Vv
F|F|F Vv Vv Vv Vv Vv

Verificamos que o valor légico de é sempre V, independentemente
dos valores 16gicos de cada uma das proposicoes p, g e r; isto significa que
(22) é verdadeira. Embora ndo o fagamos aqui, recomendamos vivamente
ao leitor que construa as tabelas de verdade que permitem demonstrar as
propriedades (18), (19), e (21).

Atengdo a negacdo de uma implicacdo! Um erro frequente entre os
estudantes é dizer que a negagdo de p = g é (~ q) = (~ p); falso, como se
depreende de (19). Outro erro frequente é dizer que a negacdo dep = g ¢é
q = p; igualmente falso! A negacio de p = g, dada por (19), ép A (~ q).

A proposi¢do g = p é chamada proposicdo reciproca de p = g; a
propriedade mostra-nos que, se tanto p = g como a sua reciproca
forem verdadeiras, entdo p e g sdo equivalentes.

A proposicgdo (~ q) = (~ p) é chamada contra-reciproca de p = ¢; por
essa razao a propriedade é conhecida como regra do contra-reciproco,
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vulgarmente utilizada em certo tipo de demonstra¢des onde, em vez de
demonstrarmos que p = ¢, provamos que (~ q) = (~ p).

Para exemplificar demonstraremos que, fixado um niimero natural 1, se
o quadrado de n for par, entdo n também é par. A proposi¢do a demonstrar
escreve-se, simbolicamente,

n? é par = né par.

Designando por p a proposigdo “n? é par” e por g a proposi¢do “n é par”,
queremos mostrar que
P =1 (23)

Mas, atendendo a (21), esta tltima proposigéo é equivalente a
~q =>~p (24)
Vamos entdo demonstrar que
nnao é par = n”ndo é par.

Suponhamos entdo que o nimero natural n ndo é par; entdo n é impar e,
por definicdo de niimero impar, existe um natural k tal que

n=2k+1.
Consequentemente tem-se
n=QRk+17> =4k +4k+1=2QK* +2k)+1=2m + 1,

onde designdmos por m o numero natural 2k? + 2k. A igualdade anterior
mostra-nos que o niumero natural n? é impar (porque se escreve na forma
2m + 1) e portanto ndo é par. Demonstrdmos assim que a proposi¢ao é
verdadeira e, como é equivalente a (24), demonstrdmos a proposigao
(23).

Um outro tipo de demonstracdo também muitas vezes utilizado é o
chamado método de demonstracdo por redugdo ao absurdo. Neste caso,
para demonstrarmos que p = g, comegamos por supor que a hipotese é
verdadeira e que a tese é falsa, ou seja, que a proposicao

pA(~q)

é verdadeira. A custa desta proposicdo deduzimos uma outra proposigdo
r que sabemos ser falsa na teoria em que estamos. Concluimos entdo que a
proposicao r é simultaneamente verdadeira e falsa, o que é absurdo. Logo
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p A (~ q) é falsa e (porque p é verdadeiro, por ser a hipdtese do teorema)
vem que ~ q é falsa, ou seja, g é verdadeira.

Exemplificaremos este processo de demonstracdo tornando a provar
(agora por redugdo ao absurdo) que, fixado um ntimero natural 1, se tem

n? é par = né par.
Suponhamos portanto que é verdadeira a proposigao
n*é par A nnao é par. (25)
Entdo existem dois nimeros naturais k e m tais que
n* =2k A n=2m+1.
Tem-se assim n? = (2m + 1)* = 4m? + 4m + 1, pelo que
4m® +4m + 1 = 2k.

Mas, na igualdade anterior, o primeiro membro é um ndmero impar e
o segundo membro é um ndmero par; por outro lado sabemos que néo
existe qualquer nimero natural simultaneamente par e impar. Concluimos
portanto que a proposigao é falsa, logo n é par.

Terminamos esta sec¢do introduzindo uma notagdo. Sendo p e g duas
proposicdes quaisquer, escreveremos p # ( (leia-se p ndo implica gq) para
negar que p implica q. Assim, p # ¢ é, por definicdo, equivalente a
~ (p = q). Por vezes, em vez de p # ¢, escrevemos q <= p. Tem-se entdo

p=q © @*p) © ~Pp=>9) © PA(~79).

7 ExpressOes com variaveis

Na linguagem matematica é muito comodo utilizar varidveis; alids, histo-
ricamente, a introdugdo de varidveis na simbologia matemdtica originou
um desenvolvimento sem precedentes desta ciéncia.

As varidveis sao simbolos (geralmente letras) que podem ser substitui-
dos por qualquer designagdo de um determinado conjunt de designa-
¢oes, chamado dominio da varidvel. Por exemplo

x + 3y — x (26)
0 é capital de Portugal (27)
Z, W (28)
n* +3n > 27 (29)

!Utilizamos a palavra conjunto de forma heuristica. Para mais detalhes, ver o capitulo
“Conjuntos”.
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sdo expressOes com varidveis. Em aparecem as variaveis “x” e “y”;
em (27 aparece a varidavel “0”; em , as variaveis “z” e “w”; finalmente,
em (29), aparece apenas a varidvel “n”. Claro que deverfamos indicar
precisamente qual é o dominio das varidveis em questdo. Para fixar ideias
digamos, por exemplo, que o dominio das varidveis de é o conjunto
R dos numeros reais, o dominio das varidveis de e € o conjunto
das cidades europeias e o0 dominio da variavel de é o conjunto N dos
nimeros naturais. Isto significa que podemos substituir, em cada uma
das expressdes anteriores, cada uma das varidveis intervenientes por um
qualquer valor do seu dominio. Por exemplo, substituindo x por 23 e y

por 0,1 em (26)), obtemos
23+3x0,1-23%
Substituindo, em , z por Paris e w por Praga, obtemos
Paris, Praga.

Pensemos agora nas expressdes e (29). Ja substituimos, em (26),
cada uma das varidveis x e y respectivamente pelos valores 2,3 e 0,1, tendo
obtido

23+3x01-23%

Ao fazermos esta substitui¢do das varidveis obtivemos uma designacéo,
nomeadamente 2,3 + 3 X 0,1 — 2,3%. Substituamos agora a variavel 1, em
(29), por exemplo por 7:

7 +3%x7>27.

O que obtivemos, neste caso, foi uma proposigao.

Somos entdo levados a classificar as expressdes com varidveis em dois
tipos: as expressdes designatodrias e as expressdes proposicionais (também
chamadas condicbes). As expressdes designatorias transformam-se em
designa¢des quando da substituicdo das varidveis. As expressdes propo-
sicionais transformam-se, por substituicdo das varidveis, em proposigdes.

A expressao é portanto uma expressao designatéria, enquanto (29)
é uma expressdo proposicional. A expressdo ¢ uma condicdo (ou ex-
pressdo proposicional) porque, ao substituirmos a varidvel por uma valor
do seu dominio, obtemos uma proposicdo. Por exemplo, substituindo 0
por Lisboa, obtemos a proposi¢do verdadeira

Lisboa é capital de Portugal,
ao substituirmos 0 por Bruxelas, obtemos a proposicao falsa

Bruxelas é capital de Portugal.
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Claro que (28) é uma expressdo designatdria porque, ao substituirmos cada
uma das varidveis por um elemento do seu dominio, obtemos designacdes.
Consideremos as seguintes duas expressdes designatorias

(x —y)* e x*y?%,
onde o dominio das varidveis x e y é R. Consideremos também a expressao
com variaveis

(x = y)* = 2%y,
Esta tdltima expressdo, que é obviamente uma expressdo proposicional,
obteve-se por ligacdo das duas anteriores através de um sinal de igual.
Isto mostra-nos que um processo para construir expressoes proposicionais
é escrever o sinal = entre duas expressdes designatérias. Claro que também
podemos escrever

(x — y)* £ 22y,
obtendo uma outra expressdo proposicional. Em resumo, a insercao, quer
do sinal de igualdade =, quer do sinal de desigualdade #, entre duas
expressdes designatdrias, origina uma expressao proposicional.

Suponhamos agora que partimos de duas expressdes proposicionais,

digamos por exemplo (x—y)? = 0 e x?y*> = 0. Serd que temos o direito de in-

serir o sinal de equivaléncia < entre estas duas expressdes proposicionais?
E facil ver que sim. De facto

x-y)*=0 e ¥*y*=0

é uma nova expressdo proposicional, obtida pela inser¢do do sinal de
equivaléncia entre as expressdes proposicionais (x—y)* = 0 ex*y*> = 0. Claro
que, em vez do sinal de equivaléncia, podemos usar os sinais de conjuncgéo,
disjuncdo, implicagdo; obtemos sempre novas expressdes proposicionais:

(x—y)?*=0 A X =0,

(x—y?=0V ¥ =0,

(x—-yP?=0 = x> =0.
Também, partindo de uma expressdo proposicional qualquer, podemos
fazé-la anteceder do sinal de negacdo, obtendo uma nova expressao pro-
posicional. Por exemplo, a partir de (x — y)* = 0, podemos construir

~(x-y)*=0.

Em resumo, as expressdes com varidveis podem ser designatérias ou
proposicionais. Uma expressdo designatoria transforma-se numa designa-
¢do quando da substituicdo das varidveis. Uma expressdo proposicional
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transforma-se, por substituicdo das varidveis, numa proposicdo; de notar
que o valor légico dessa proposi¢do depende evidentemente do valor das
variaveis. Duas expressdes designatdrias podem ser unidas pelos sinais
de igualdade = ou desigualdade #, originando uma expressdo proposici-
onal. Duas expressdes proposicionais podem ser ligadas pelos sinais de
equivaléncia &, conjuncado A, disjungdo V, implicagdo =, dando origem a
uma nova expressdo proposicional. O sinal de negacdo ~ pode ser usado
antes de uma expressdo proposicional, originando uma nova expressao
proposicional.

8 Quantificadores

Consideremos a expressao proposicional x > 0, sendo R o dominio da
varidvel x. Substituindo x por 7, obtemos a proposicdo verdadeira 7 > 0;
substituindo x por —1, obtemos a proposigdo falsa -1 > 0. A partir da
expressdo proposicional x > 0 podemos construir a seguinte proposigao:
“Existe uma designagdo no dominio da varidvel x tal que x > 0”. Trata-se
até de uma proposicdo verdadeira, porque existe pelo menos um elemento
do dominio da varidvel x que, quando substituido na expressdo propo-
sicional x > 0, a transforma numa proposicdo verdadeira. A proposicdo
“Existe uma designa¢do no dominio da varidvel x tal que x > 0” escreve-se,
em notacao matematica,
dx x>0

ou, querendo indicar explicitamente o dominio da variavel x,
dxeR x>0.

Diremos que 3 é o quantificador existencial; como vimos, ao ser colo-
cado antes de uma expressao proposicional na variavel a que diz respeito,
transforma-a numa proposigdo (que pode ser verdadeira ou falsa).

No caso geral, seja p(x) uma expressdo proposicional qualquer na va-
ridvel x. A proposigdo

dx p(x)

é verdadeira sse existir, no dominio da varidvel x, pelo menos uma desig-

nagao ¢ tal que a proposicdo p(&) (obtida por substituigdo, na expressao

proposicional p(x), da varidvel x por aquela designagao &) é verdadeira.
Por exemplo, sdo verdadeiras as proposigdes

dxeR x<0, dxe N x>100,
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sdo falsa as proposi¢des
dJxeN x<0, 3JxeR x<-L

O outro quantificador, designado por V (leia-se “para todo”), é o quanti-
ticador universal que, colocado antes de uma expressao proposicional p(x)
na variavel x a que diz respeito, também a transforma numa proposigéo:

Vx  p(x).
Claro que, querendo especificar o dominio D da varidvel x, escreveremos
VxeD p(x).

Esta proposigdo é verdadeira sse, qualquer que seja a designacdo perten-
cente a0 dominio D da varidvel x, a condigdo p(x) se transforma numa
proposicdo verdadeira quando a varidvel é substituida por essa designa-
¢do. Por exemplo, sdo verdadeiras as proposi¢cdes

VxeR x2>0, VxeN x>0,
sdo falsa as proposigdes
VxeN x<100, VYxeR x*>0.

Em resumo, dada uma expressdo proposicional p(x) na varidvel x de
dominio D, ha dois processos canénicos de construir uma proposicdo a
partir dela: a utilizagdo do quantificador existencial

dxeD p(x)
e a utilizacdo do quantificador universal
VYxeD p(x).

A proposigdo “dx € D p(x)” é verdadeira sse existir uma designagdo no
dominio D da varidvel x tal que, quando substituida na expressdo pro-
posicional p(x), dé origem a uma proposicdo verdadeira. A proposicao
“Yx €D p(x)” é verdadeira sse, qualquer que seja a designagdo no domi-
nio D da varidvel x, quando substituida na expressao proposicional p(x),
dé origem a uma proposicdo verdadeira.

Repare-se que p(x) é uma expressdo proposicional na variavel x, en-
quanto as expressoes

dx  p(x) e Yx  p(x)
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sdo proposic¢des. Por esta razdo, nestas duas tltimas expressdes, dizemos
que x é uma varidvel muda ou aparente. Nas expressoes anteriores o simbolo
x da variavel muda pode ser substituido por qualquer outro simbolo que
designe uma varidvel com o mesmo dominio. Por outras palavras, e desde
que x e y tenham 0 mesmo dominio, tem-se

v p(x) © Ay p(y),
Yx  p(x) © Yy p(y).

Consideremos agora uma expressdo proposicional em duas varidveis
x e y, digamos p(x,y). Serd que, sendo D o dominio da varidvel x, uma
expressdo do tipo
dxeD pxy)

tem sentido? E f4cil ver que sim. Na verdade trata-se de uma nova expres-
sdo proposicional, agora apenas na varidvel y. Um exemplo concreto:

dxeR x+y=0.

Repare-se que x + y = 0 é uma expressdo proposicional nas varidveis x e
y. Ao colocarmos o quantificador existencial relativo a x (com o univer-
sal seria analogo) torndmos a varidvel x muda, obtendo uma expressdo
proposicional apenas na varidvel y. De facto, se substituirmos y por um
qualquer valor real, por exemplo por sete, obtemos

dxeR x+7=0,

que é uma proposicdo (neste caso verdadeira).
Voltemos a pensar na expressao proposicional x+y = 0, onde o dominio
das varidveis x e y é R. J4 sabemos que, ao escrevermos

dxeR x+y=0

obtemos uma expressdo proposicional, agora s6 na variavel y. Claro que
esta expressdo proposicional pode ser antecedida de um quantificador na
varidvel y, dando origem a uma proposigdo, por exemplo

dyeR@xeR x+y=0).

Trata-se, neste caso, de uma proposicdo verdadeira; é vulgar omitir os
parénteses quando do uso de mais de um quantificador, escrevendo

dJyeRdxeR x+y=0.
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E imediato ver que a proposicao anterior é equivalente a
dxeRdyeR x+y=0,

pelo que é usual escrever abreviadamente (com o sentido das duas propo-
si¢cOes anteriores)
dy,yeR x+y=0.

Consideremos agora, ainda a titulo de exemplo, a proposicao
YVyeR(dxeR x+y=0),
escrita, de forma abreviada,
YyeRdxeR x+y=0.

Trata-se de uma proposicdo verdadeira porque, fixado um y qualquer em
R, existe um ntimero real x que somado com y d& zero: basta tomar x = —y.
Mas ja a proposicao

dxeRYyeR x+y=0

é falsa. De facto ndo existe um nimero real x que somado com qualquer
outro niumero real y dé sempre 0. Vemos assim que ndo é licito trocar dois
quantificadores de natureza diferente.

No caso geral, seja p(x, y) uma expressdo proposicional nas varidveis
x e y. Partindo dela podemos obter proposic¢des, fazendo-a anteceder de
dois quantificadores (um em cada uma das variaveis). E imediato ver que,
se esses dois quantificadores forem da mesma espécie (ambos existenciais
ou ambos universais), a sua ordem ¢ irrelevante. Se forem de espécies
diferentes (um existencial e outro universal), entdo nao é licito trocar a
ordem.

Para compreendermos melhor o que se passa ao trocar um quantificador
existencial com um universal, seja p(x, y) uma expressdo proposicional
qualquer nas varidveis x e y, de dominios respectivamente D; e D,, e
consideremos as duas proposi¢des seguintes

VxeD;dye D, p(xvy) (30)
dyeD,Vxe Dy plx,y) (31)

Na proposicdo (30) afirma-se que, para cada x em D; existe um y em D,

tal que p(x, y); naturalmente que esse y depende do x considerado. Na
proposigao afirma-se que existe um y em D, (independente de x) tal
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que, para todo o x em D, se tem p(x, y). Isto mostra que implica (30),
ou seja, a proposicao

dyeD,VxeD; p(x,vy) = VxeDydyeD, pxvy) (32)

é verdadeira. Atencdo! Ndo hé equivaléncia entre e (31); o que se passa
é que implica (30), pelo que é verdadeira. Por outras palavras,
Ay Vx é mais forte do que Yx Jy.

Consideremos, por exemplo, a proposicao

dyeR VxeR xy(y—-1)=0 ;

trata-se de uma proposicdo verdadeira, pois basta tomar y = 0 (alternati-
vamente poderiamos ter tomado y = 1). Entdo a proposicao

VxeRdyeR xy(y—-1)=0
é seguramente verdadeira. Ja a proposicdo

Ay eRVxe[0,+0o] v =x
é obviamente falsa, enquanto a proposigao

Vxe[0,+oof Aye R y* =x

é verdadeira porque basta tomarmos para y uma raiz quadrada de x o que
é possivel pois, como sabemos, todo o ntimero real > 0 tem pelo menos
uma raiz quadrada.

O que dissemos para duas varidveis, estende-se a um qualquer nimero
delas. Numa expressdo proposicional num certo ntimero de varidveis,
por cada variavel quantificada obtemos uma expressao proposicional nas
varidveis restantes; se todas as varidveis estiverem quantificadas, obtemos
uma proposigdo. Quantificadores consecutivos da mesma espécie podem
ser trocados; de espécie diferente nao.

Vamos agora estudar a negagdo de proposi¢cdes com quantificadores.
Consideremos a proposi¢do “Existe um portugués loiro”; negar esta frase
é dizer que ndo existem portugueses loiros, ou seja, que, qualquer que seja
o portugués, ele nao é loiro. No caso geral, e sendo p(x) uma expressao
proposicional na varidvel x de dominio D, negar a proposi¢do “Jx € D p(x)”
é escrever “Yx € D ~ p(x)”. Vemos assim que a proposigdo

~(@xeD px)) =3 VxeD ~ p(x) (33)

é verdadeira. Dito de forma imprecisa mas sugestiva, a nega¢do de um
quantificador existencial ¢ um quantificador universal seguido de negacao.
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Consideremos agora a proposi¢do “Todo o politico é corrupto”. Ne-
gar esta proposicdo é dizer que existe pelo menos um politico que néo é
corrupto. Sendo p(x) uma expressdo proposicional na variavel x de domi-
nio D, negar a proposicdo “Vx € D p(x)” é escrever “Ax € D~ p(x)”.
Concluimos assim que a proposicdo

~(MxeD p(x)) =4 dxeD ~px) (34)

é verdadeira. Dito de forma imprecisa mas sugestiva, a nega¢do de um

quantificador universal é um quantificador existencial seguido de negacao.
As regras de negacdo dos quantificadores, expressas por e (34), sdo

usualmente conhecidas pelo nome de segundas leis de De Morgan.

Atencdo! Na linguagem corrente é (infelizmente) muito usual cometer
erros na negacao dos quantificadores; basta pedir a pessoas menos atentas
a negacdo da frase “todos os homens sdo burros” para ouvir geralmente a
resposta “nenhum homem é burro”. Ora a negagdo de “todos os homens
sdo burros” ndo é “nenhum homem ¢é burro” mas sim “existe um homem
que nao é burro”!

A negacdo de uma proposicdo (ou de uma expressdo proposicional)
com mais do que um quantificador é obtida aplicando sucessivamente as
segundas leis de De Morgan, como nos dois exemplos que apresentamos
a seguir.

Exemplo 1.
~VxeRdyeR x+y=2) = dxeRVYyeR x+y+2.
Exemplo 2.
n
~ > -1l <
(Vs>03peNVneN nxp = ‘n+1 1|_e)
n
Je>0VpeNIeN nxp A |——-1|>e
= e>0V¥pe ne nx=p _— > ¢

9 Exemplos

Nesta seccdo daremos dois exemplos de definicdes importantes usadas
em Matemadtica, nas quais intervém quantificadores. A primeira serd a
nogdo de sucessdo convergente, ja estudada no ensino secunddrio. A
segunda a nogdo de fun¢do continua num ponto, também abordada no
ensino secunddrio. Claro que, nesta sec¢do, ndo iremos desenvolver a
explicagdo dos conceitos tratados, mas apenas as questdes logicas que se
podem levantar nas defini¢des intervenientes. Para um estudo das nogdes
aqui tratadas remetemos para os capitulos “Sucessdes” e “Continuidade”.
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9.1 Convergéncia de uma sucessao.

Seja (u1,)neny uma sucessdo de nimeros reais e seja 4 um nimero real qual-
quer. Relembramos que se diz que a sucessdo (u,).en tende (ou converge)
para a, e escreve-se U, — 4, sse:

Ve>0dpeNVneN n>p = |u,—al<e¢ (35)

Vemos assim que a definigdo de sucessdo convergente — uma das mais
importantes definicdes em Andlise Matematica — faz intervir trés quan-
tificadores. Dizer que uma sucessdo (u,),eny 140 converge para 0 nimero
real a é negar a proposicdo (35), ou seja, é dizer que

de>0¥peNdn, eN n,,Zp/\Iunp—a|>s (36)

Na proposic¢ao designamos a varidvel muda do segundo quantificador
existencial por 7,, e ndo por n, para frisarmos bem que 1, depende de p
Consideremos agora a proposicao

Ve>0dpeNVneN n>p = |u,—a|l<e (37)

e comparémo-la com . E evidente que a proposigio implica a
proposicao (35) porque, se |u, —a| < ¢, entdo também |u, — a| < e. Serd que

(35) implica (37)? Por outras palavras, serd que e sdo proposicoes

equivalentes? Vamos ver que sim. Demonstremos entdo que

= @2
A nossa tese é ; devemos mostrar que, para todo o ¢ > 0, se tem
peNVneN n>2p = |u,—al<e.

Fixemos entdo um ¢ > 0; a nossa hipdtese — a proposigao (35) — garante-
nos que, qualquer que seja o namero real y > 0f} se tem

peNVReN nz2p = |u,—al<y.

Em particular, escolhendo y = %, o que é possivel porque % >0, vem

&
2

2Como sabemos uma varidvel quantificada com um quantificador existencial depende
das varidveis quantificadas com quantificadores universais que a precedem.

3Para nio utilizarmos ¢ com dois sentidos distintos, substituimos a varidvel muda ¢
em (35) pela varidvel muda y o que, como sabemos, ¢ licito.

eNVnReN nz2p = |u,—a|l <
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e , ) .
Mas, sendo |u, —a| < =, serd também |u, —a| < ¢, pelo que 1; fica

demonstrada.
Na mesma ordem de ideias, consideremos a proposi¢ao

N

Ve>0dpeNVneN n>p = |u,—a|<e¢ (38)

e comparémo-la com (35); serd que e sdo equivalentes? E facil ver
que sim. Por um lado, atendendo a que, se n > p, entdo também n > p,

tem-se

= (9.
Resta-nos mostrar a reciproca, isto é,

= (3.

Para provarmos (35), comecemos por fixar ¢ > 0; por (38) sabemos que
existe um nimero natural — designemo-lo por ¢ — tal que

VneN n>q = |lu,—al<e.

Ponhamos p = g + 1; a proposicdo anterior escreve-se (porque n > g é
equivalentean > g+ 1 =p)

VneN n22p = |u,—a| <g,

o que prova (35).

Acabamos de mostrar que as proposigoes (35), e sdo equivalen-
tes. Do ponto de vista prético isto significa que, na definicdo de sucessao
convergente para 4, € irrelevante as desigualdades n > p e |u, —a| < € serem
estritas ou néo.

Consideremos ainda outra proposigdo de aparéncia semelhante a (35):

Ve>0dpeNVneN n>p = |u,—a|l<e¢ (39)
Tendo em conta que, se ¢ for > 0 entdo também ¢ é > 0, é imediato ver que

G = E9.

Sera que e sdo equivalentes? Vamos ver que nio! Repare-se que,
se for verdadeira, podemos escolher ¢ = 0 em (39), obtendo

peNVneN n>2p = |u,—al <0.

Mas |u, —a| < 0 é equivalente a |u,, — a| = 0, ou ainda a u, = a. Concluimos
assim que, se (39) for verdadeira, entdo

JpeNVneN n>p = u,=a,
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o que significa que a sucessdo (u,)en € constante e igual a a a partir da
ordem p. Ora hé sucessdes que ndo verificam esta propriedade e, apesar
disso, verificam (35). Um exemplo é a sucessdo assim definida:

B 1
T n+1

Uy

Esta sucessdo ndo verifica (39) coma = 0, por ndo se tratar de uma sucessao
constante e igual a zero a partir de uma determinada ordem. Mas verifica
(35) com a = 0:

-0 <e

Ve>0dpeNVneN n>p =

n+1

De facto tem-se

1
n+1

1
-0l<¢e & <e o n>--1,
&

n+1

1
entdo, tomando um ntmero natural p tal que p > — — 1, o que é possivel
€

porque o conjunto N dos ntimeros naturais ndo é majorado, tem-se

1
n+1

1
7 verifica coma = 0.

Portanto a sucessdo de termo geral "
n

<e&

YneN n>p =

9.2 Funcdes continuas

Seja D um subconjunto ndo vazio de R, seja f : D — R e sejaa € D.
Recordamos que a fungdo f se diz continua no ponto a sse

Ye>0d6>0VxeD |x—al<0 = |f(x)—f@)|<e (40)

Tal como na secgdo 9.1/ temos uma defini¢do importantissima em Anélise
Matemadtica que faz intervir trés quantificadores. Tal como nessa secgao,
as desigualdades latas [x —a| < 6 e [f(x) — f(a)| < € podem ser substituidas
por desigualdades estritas |x —a| < 6 e |f(x) — f(a)| < €.

A fungdo f diz-se continua em D sse for continua em todos os pontos
de D; significa isto que:

VaeDVe>036>0YxeD |x—al <6 = [f(x)- fa)|<e  (41)
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Claro que a proposigdo implica a proposicdo (#0), mas a reciproca é,
no geral, falsa. O facto de uma fungédo ser continua num ponto do seu
dominio ndo implica que seja continua em todos os pontos do dominio.

Repare-se que, em (41)), o 6 depende de a e de ¢. Para percebermos bem
0 que se passa, vamos considerar um exemplo.

Exemplo 3. Seja f : R — R definida por f(x) = x>. Comecemos por mostrar
que esta fungdo é continua no ponto a = 0. Tendo em conta que, para todo
o€ >0,setem

¥¥<e © v < Ve,

vemos que basta fazer 6 = /e em
Ve>030>0VxeR |x|<d6 = [¥*<e¢

para obtermos uma proposicdo verdadeira; isto prova a continuidade da
func¢do x — x* no ponto zero.

Seja agora a # 0. Para provar a continuidade de x — x* no ponto a
comecemos por fixar ¢ > 0; pretendemos determinar um 6 > 0 tal que

VxeR |x—a/<6 = |x2—a2| <e.
Vamos exigir que 0 verifique
0<d6<la (42)

A vantagem deste procedimento é que |x —a| < 6 implica que x e 2 tenham
o mesmo sinal (porque a distancia de x a a é inferior a distancia de a a zero)
e que [x +a| < 2|a|. A desigualdade
[ -a? <e
pode escrever-se
lx—allx+a|l <e

ou ainda, porque x é diferente de —a (visto x e a terem 0 mesmo sinal),

lx —a| < .
|x + a

Esta desigualdade sugere-nos escolher 6 > 0 tal que

&

0 <
|x + 4]

para todo o x verificando |x — a|] < 6, ou seja, para todo o x tal que x €
la - 06,a+0[. Mas, tendo em conta (42), sabemos que |x —a| < 6 implica
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) . . . .
|x + a| < 2|a|, ou ainda 3 < e bastando agora impor que 6 verifique,

para além de (42), a condigao seguinte:

I3
0 —.
0< < o

Concluimos assim que é suficiente tomar

0<6< min{lal, ﬁ} (43)

para podermos garantir que a proposicao
Ve>030>0VreR [x—al<d = [P -a<e

é verdadeira. Reparemos que, fixado ¢, a desigualdade (43)) mostra que 6
diminui a medida que |a| cresce. Para a fixo, 6 diminui com a diminui¢do
de ¢. Em resumo 6 depende, no caso da fungdo considerada, de a e de ¢.

Uma fungdo f : D — R diz-se uniformemente continua em D sse for
continua em todos os pontos de D e o 6 da proposigao ndo depender
do ponto a de D. Quer isto dizer que f é uniformemente continua em D
sse

Ye>036>0VxeDVaeD [x—al<6 = |f(x)—f@)|<¢ (44)

Claro que toda a funcdo uniformemente continua em D é continua em
D porque, como sabemos, dy Yx é mais forte do que Vx Jy — veja-se a
férmula (32). No entanto a continuidade de uma fung¢ao nao garante a sua
continuidade uniforme. Por exemplo a fun¢do x — x? é continua em R
mas ndo é uniformemente continua em R.

No caso do dominio D de f ser um intervalo limitado e fechado [a, b],
com a e b ntimeros reais, a < b, é possivel mostrar que f é uniformemente
continua em D = [a, b] sse for continu

Terminaremos com um exemplo de uma fungdo uniformemente con-
tinua em R. Seja k um ntmero real qualquer e seja ¢ : R — R a funcdo
definida por ¢(x) = kx; mostremos que ¢ é uniformemente continua em R.
Para isso, devemos provar que

YVe>030>0VxeRVYaeR |x—a| <0 = |lkx—ka|<e¢ (45)

No caso k = 0 a proposi¢do anterior é trivialmente verdadeira porque o
consequente da implicagdo, [kx — ka| = 0 < ¢, é verdadeiro.

4Trata-se do teorema de Heine-Cantor, estudado usualmente nas cadeiras de Anélise
Matematica do primeiro ano dos cursos superiores.
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No caso k # 0 basta reparar que

€
lkx —ka|<e & |x—a| < Tk
€ - P . . P ~
pelo que, tomando 6 = T a proposicao 1i é verdadeira, isto €, a funcao

@ é uniformemente continua em R.
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