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1 Introducao

1 Introducao

Seja U # 0 um conjunto qualquer; se nos derem dois subconjuntos de U,
A e B, as operagdes usuais de intersecgdo, reunido e passagem ao comple-
mentar permitem-nos considerar novos subconjuntos de U: AN B, U\ A,
A\ B, etc.

Ao particularizarmos, tomando U = R e dados subconjuntos A e B
de R, continua a fazer sentido falar de A N B, A U B, etc., mas podemos
agora ir mais longe neste processo. Assim, e como exemplo, uma vez que
estd definida uma operagdo de adi¢do no conjunto dos niimeros reais R,
podemos somar qualquer elemento de A # () com qualquer elemento de
B # 0 e, consequentemente, definir o subconjunto A + B de R por

A+B={weR:Ixe AdyeB w=x+y},

o que num qualquer conjunto U # () ndo tinha, em geral, sentido.

De forma andloga, podemos definir o subconjunto B + A de R; como
sabemos que a adi¢do goza da propriedade comutativa, podemos garantir
que os conjuntos sdo iguais: A+ B = B + A.

Por outras palavras, as operagdes usuais no conjunto dos niimeros reais
R geram novas operagdes entre conjuntos de niimeros reais.

Pensemos agora no conceito de fungdo: dados conjuntos A e B, quais-
quer e ndo vazios, definimos o que se entende por uma fungdo f de A em
B. Neste quadro geral, definimos fungao injectiva, sobrejectiva, inversa,
composta, etc.

Se particularizarmos, tomando para A e B subconjuntos ndo vazios
de R, é natural que o caracter especifico do dominio e do conjunto de
chegada permita aprofundar o estudo de tais fung¢des, formulando novas
propriedades.

Para ilustrar esta ideia, comecemos por considerar um exemplo em que
apenas o conjunto de chegada é subconjunto de R.

Seja entdo A = {a,b,c,d} (a natureza dos elementos de A é irrelevante;
podem ser nomes de arvores, nomes de cidades da Asia, ...) eseja B = N,
o conjunto dos nameros naturais.

Consideremos duas fungdes f e g, ambas definidas em A e com valores
em N, dadas por

f:A—>N

a b ¢ d
f_(121314)
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g:A—>N
fa b ¢ d
&8=19 10 10 11)

Uma vez que f é fungdo injectiva (o que g ndo é), podemos considerar
a funcdo inversa f1; porque se tem f(A) = {1,3, 14,21}, vem

fiflA)—»A
f1= 1 3 14 21
a c d b
Podemos ainda definir a funcdo composta g o f71:

gof " f(A)>N

(103 142
g°f"=l9 10 11 10}

Em resumo, as duas fung¢des dadas f e ¢ permitiram-nos definir as duas
novas fungdes f~! e go f7!; para tal, ndo tivemos em conta o facto de B ser
um conjunto de ndmeros.

Ora o conjunto dos nimeros naturais é fechado para a operagdo de
adicao, isto €,

YnelN VmelN n+méeN;

esta propriedade sugere-nos que definamos uma nova fun¢do, chamemos-
lhe h, de A em IN que, a cada elemento x de A, associa o nimero natural
obtido adicionando f(x) e g(x); de forma explicita, tem-se

h:A— NN
Vxe A h(x) = f(x) + g(x)

ou, extensivamente,
P b ¢ d
~\10 31 13 25)°
Porque é sugestivo, a fun¢do h chamamos fungio soma de f e g e designamo-
lapor f + g.

Analogamente, e agora porque IN é um conjunto fechado para a mul-
tiplicagdo, podemos definir uma outra fungédo, j, de A em IN que, a cada
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1 Introducao

x € A, faz corresponder o ntiimero natural f(x) - g(x); de forma equivalente
j:A— 1N
. fa b ¢ d
T=\9 210 30 154)°
A fungdo j diz-se a fungdo produto de f por g e nota-se f - g.
Continuando, pensemos desta vez na subtrac¢do. Aqui devemos ser

mais cautelosos, dado que o conjunto dos ntimeros naturais IN nao é fe-
chado para a subtracgao, isto &,

dnelN dAmelN n—mé¢ IN.

Neste caso, a funcao
x e f(x) - g(x)

nao estad definida no conjunto A visto que
aceA e fla)—g(@) =-8¢IN;
consideremos entdo o subconjunto C de A definido por
C={xeA f(x)—gkx)eN}={bd}.
Podemos agora definir a fungdo

p:C—>N

(b d
=111 3

Uma tal funcdo ¢ chama-se a fungio diferenca de f e g e designa-se por
f — g. E importante notar que, muito embora as funcdes f e g tenham por
dominio o conjunto A, por “insuficiéncia” do conjunto de chegada, a nova
fungdo f — g estd apenas definida num subconjunto préprio de A.

A situagdo piora ao pensarmos na divisdo: com efeito, tem-se

{xEA; @eﬂ\l}:w
g(x)

e, neste caso, ndo tem sentidd] falar do quociente de f por g.

Em resumo, podemos concluir que:

IRecordamos que convenciondmos no capitulo [Fungdes| que quer o dominio quer o
conjunto de chegada de uma qualquer fung¢do sdo conjuntos nio vazios.

7
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e O facto do conjunto de chegada B ser um conjunto de ntmeros
permite-nos “gerar” novas fungdes inspiradas na estrutura de B.

e Os problemas decorrentes seriam evitados se, em lugar de tomarmos
para conjunto de chegada o conjunto IN (demasiado “pequeno”),
tivéssemos tomado o conjunto IR. No caso da divisdo, ha evidente-
mente uma questdo inultrapassavel que resulta da impossibilidade
de dividir por zero, isto é,

&elR & gx)#0.

g(x)

No que se segue, vamos portanto considerar fung¢des reais, ou seja,
fungdes com conjunto de chegada igual a R.

Além disso, e tendo em vista as aplica¢des, interessam-nos sobretudo
fungdes cujo dominio é um subconjunto de R (fungdes de variavel real).
Em Fisica, por exemplo, é frequente considerar fun¢des que dependem do
tempo, cujos dominios naturais sdo [0, +oo[ ou R.

Entdo, dado um conjunto nédo vazio D C R, vamos considerar fun¢des
f : D — R. Recordemos que chamamos gniﬁccﬂ de f ao conjunto de pares
ordenados definido por

Gy =1, f(x));x € D},

tem-se Gy CR xR = R%,

Porque o conjunto dos ntiimeros reais IR é interpretado geometricamente
como o conjunto dos pontos de uma recta, o grafico de uma fungao real
de varidvel real pode ser representado geometricamente como um subcon-
junto do plano.

Sabemos que, por exemplo, o grafico de uma funcdo f definida em R
e cuja expressdo designatdria é um polinémio de grau < 1 é representado
por uma recta (ndo vertical) do plano xOy, enquanto que, se a expressao
designatéria de f é um polinémio de grau 2, a representagdo geométrica
do grafico é uma parabola.

Exemplo 1.1.

f:R—>R
fx)=1 Vx e R

2Mais geralmente, se f : A — B, chamamos gréfico de f ao subconjunto de A x B
definido por Gy = {(x, f(x)); x € A}.



1 Introducao

f diz-se a func¢do constante e igual a 1. A interpretagdo geométrica do seu
grafico,

Gr={(x,1);x€R}

¢ a seguinte

Figura 1: Grafico da fun¢do constante e igual a 1.

E claro que esta ndo é a tnica fungdo constante definida em R; hd uma
infinidade de func¢des constantes, tantas quantas os niimeros reais.

Assim, e mais geralmente, dado um ndmero real 4, chamamos fungio
constante e igual a a a definida por

F:R-> R
F(x)=a Vx e R.

A representacdo geométrica do grafico de F é a recta horizontal que
passa pelo ponto (0, a).
Exemplo 1.2.

g:R—R
g(x) =x Vx € R;

é a fungao identidade em IR; como sabemos, a interpretacdo geométrica do
seu grafico é a recta bissectriz dos quadrantes impares, isto é, a recta que
passa pelos pontos (0,0) e (1, 1).
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Figura 2: Gréfico da fung¢do identidade.

Exemplo 1.3.
h:R—-R
VxeR  h(x) =x%
’ %
v
1 N
1 x
Figura 3: Gréfico de x — x2.
Exemplo 1.4.
p:R—->R
Vx e R p(x) = ¢,

dita funcdo exponencial.
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1 Introducao

y=e
e
1
_— 1
X

Figura 4: Grafico da fungdo exponencial.

Com a € ]0, +o0[, a aplicagdo

R—->R

x—at

diz-se a fungio exponencial de base a.

R
>
— (6/5)*
¥
— (5/6)*
—(1/2)"
—— (1/15)

Figura 5: Gréfico da exponencial de base a para vérios valores de a. Notar
que para a > 1 a fungdo é crescente, para a = 1 é constante e igual a 1, e para
0 <a <1 é decrescente.
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Para simplificar a linguagem, no que se segue identificaremos o grafico
de uma dada fungdo com a respectiva interpretacdo geométrica. Assim,
por exemplo, diremos que o gréfico da fun¢do constante igual a 0 “é” o
eixo dos xx.

2 Operacoes algébricas

Observdmos antes que o facto de termos em IR (conjunto de chegada) defi-
nidas operagdes de adi¢do, multiplicagdo, diferenga e divisdo, vai permitir
definir novas funcoes.

Comecando com o caso da adi¢do, tomemos

p:R—->R
VxeR  @(x)=x+x%
Atendendo aos exemplos L2 e [ atrds, podemos escrever
Vx e R @(x) = g(x) + h(x)

e, em linguagem corrente, para cada x € R, o valor de ¢(x) é obtido
somando os niimeros reais g(x) e h(x); diremos que ¢ é a fun¢do soma de
geh.

Mais geralmente, suponhamos dadas duas fung¢oes
f:DcR—-R e g:ECcR-R

Para podermos falar da soma f(x) + g(x) é necessario (como é 6bvio!) que
existam ambos os nimeros reais f(x) e g(x); quer dizer, é necessario que
x € D (o que garante a existéncia de f(x)) e que x € E (para que exista g(x)).
Conclusédo: precisamos que D NE # @ e x € D N E; entdo sim, podemos
definir a aplica¢ao
DNE—-R
x = f(x)+ g(x).
Pela mesma razdo, se D N E # 0, podemos também definir as duas
aplicagdes seguintes:
DNE—-R DNE—-R
e
x> f(x) - (%) x = flx) = g(x)

Definicao 1. Sejam f : D C R —- Re g: E C R — R duas fungoes dadas tais
que DNE # 0.

12



2 Operagodes algébricas

1. Chamamos soma de f e g, que designamos por f + g, a fungio definida por
f+3:DNE—-R,
Vxe DNE (f + 9)x) = f(x) + g(x).

2. Chamamos diferenca de f e g, que designamos por f — g, a fungdo tal que
f-¢g:DNE—-R,
VxeDNE  (f-8)) = f(x) - glx).

3. Damos o nome de produto de f e g, que designamos por f - g, a fungio
dada por

f-g:DNE >R,
VxeDNE  (f-g)x) = f(x)-gx).

Uma vez que a adi¢do e a multiplicagdo sdo operagdes comutativas,
tem-se

f+g=g+f e f-g=gf;

além disso,

f-8=8-f e f=g o [E=D A (¥xeD f(x)=g)].

No caso da divisao temos um pequeno problema, que é consequéncia
da impossibilidade da divisdo pelo nimero real zero. Com efeito, para

que exista o ntimero real @
8(x)

as trés condicOes seguintes:

é necessdrio (e suficiente) que se verifiquem

e existe f(x) & «xeD;

e existe g(x) & x€E

e g(x) #0.

Assim,
Definicdo 2. Dadas fungées f : D CIR - Re g: EC R — R, seja o conjunto

A={xeR;, xeDNE A gx)#0}.
Se A # 0, chamamos quociente de f por g, que designamos por ;;, a fungdo dada
por
f

—:A—>R
g

Vxe A f

g

_fW
® =5

13
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Exemplo 2.1. Sejam

f,.g:R—=NR
VxeR  f(x)=x+x* A g =x
Tem-se
(f + 9x) =2x + x?
Yx € R (f — 9)x) =x*

(f - ) = x(x +x%)

L tem por dominio o conjunto

r%
A={xeRgx)=x+#0} =R\ {0}

Quanto a fungdo quociente

e é dada por

Vx € R\ {0} (—)(x)— =x+1.

Ja a funcao % estd definida em

B={xeR;f(x) =x+x*#0} = {x e R;x(1 +x) # 0} = R\ {0, -1}

Vx e R\ {0,~1) (j%)(x): L

1+x
Exemplo 2.2 (Fungdes polinomiais). Seja a funcao
p:R—R
VxeR ¢(x) =2+3x+x —x.

@ é funcdo definida em R e a respectiva expressdo designatdria é um
polinémio de grau 3 (com coeficientes reais); por estas razdes, ¢ diz-se
uma funcdo polinomial.

@ é soma de fung¢des definidas em R em que, por sua vez, cada parcela

é uma fungdo constante ou um produto (de dois ou mais factores) em que
cada factor é a funcdo identidade ou uma fungdo constante.

Mais geralmente,

Defini¢ao 3 (Funcdo polinomial). Chamamos fun¢do polinomial a toda a
funcdo P definida em R e para a qual existem m € IN e niimeros reais ag, ay, . . ., Ay,
tais que

m
P(x)=ay+ax+---+a,x" = Za]-xj.
=0

14



3 Composicoes elementares e gréficos

Exemplo 2.3 (Fungdes racionais). Consideremos a fungao

Y:DCR—R
x> +3

VYx e D lP(X): m

A expressdo designatéria que define ¢ é um quociente de dois polinémios
e, por este motivo, 1 diz-se uma fun¢ao racional.
O dominio D de 1 é o conjunto

D={xeR;, x¥*+2x#0l={xeR; x(x+2)#0=R\{-2,0}.
Mais geralmente,

Defini¢do 4 (Funcao racional). Chamamos fungdo racional a toda a fungio R
definida em D C IR que é quociente de duas fungdes polinomiais.

De forma equivalente, R é fungdo racional sse existirem duas fungoes polino-
miais P e Q tais que, com

D = {x € R;Q(x) # 0},

se tem P(Y)
X
VYxe D R(X) = @

3 Composicdes elementares e graficos

Suponhamos dadas duas fungdes f e g em que f : D C R — R é qualquer
e,coma,pf €R,

g:R—-R
Vxe R gx)=ax+p,

isto é, ¢ é uma fungdo polinomial de grau zero (se @ = 0) ou um (se a # 0).
Consideremos entdo as fungdes compostas go f e f o g. Tem-se

gof:DcR—-R
VxeR (go f)x) =af(x)+p

enquanto que, se

E={xeR;g(x) =ax+peD}+0,

15
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a funcdo f o g tem por dominio o conjunto E e

Vx€E (fog)(x)= f(ax+p).

Supondo conhecido o grafico da funcado f, o objectivo deste pardgrafo
é determinar, de forma expedita, o grafico de cada uma das fungdes f o g
egof.

Para tal, vamos considerar separadamente cada uma das composicoes.

31 Fungdogo f

Suponhamos entdo dada uma fungdo f definida num intervald Ja, b[ (a €
R, b € R, a < b) e com valores em R, cujo grafico é representado como na
tigura seguinte (ndo nos preocupemos com a expressao designatéria que
define a fungéo f).

o
=Y

Figura 6: Grafico de f.

Em primeiro lugar, tomemos a = = 1, isto §é,
g:R—-R
Vxe R gx)=x+1;
vem
gof:labl—-R
Vxelabl (gof)x)=f(x)+1

e, abreviadamente, escreveremos

gof:f+1.

Se x € Ja, b[, o par ordenado (x, f(x)) é um ponto do gréfico de f e,
portanto, (x, f(x) + 1) é ponto do grafico de f + 1. Por outras palavras, todo
o ponto do gréfico de f + 1 provém de um (e um sd) ponto do gréfico de f
que foi “empurrado para cima” uma unidade.

30 caso geral em que f tem por dominio um conjunto D # () deduz-se sem dificuldade.

16



3 Composicoes elementares e gréficos

Ay
fe+1| .
fe|___ . :
T
0 X j

Figura 7: Pontos (x, f(x)) e (x, f(x) + 1).

Rigorosamente, o gréfico de f +1 é obtido por uma translacao no plano
do grafico de f segundo o vector (0, 1).
Tem-se

ly y=f(x)+1
1 y = f(x)

N 1---0-=

o---&L.
®Y

Figura 8: Graficosde fe f + 1.

Naturalmente que o raciocinio para a fungdo f + 1 se mantém valido
para qualquer outro valor real de f5: se § € IR, o gréfico da funcdo f +

Dsxwe f(x)+p€R

é obtido por translacdo do gréfico de f segundo o vector (0, ).
Note-se que, com

g:R—-R
VxeR g(x)=x+p,

a fun¢do composta g o f éigual a soma de f com a fungdo constante igual

ap.

17
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y=fx)+p

N

Figura 9: Gréaficosde fe f +p (B <0).

y y=f()
0[

Voltemos a tomar para g uma funcao particular; agorafp =0ea = 2, ou
seja

VxeR g(x) =2x.

A fungdo g o f vem dada por

Vxelabl (g0 ) =2f()

e, neste caso, para cada x € ]a,b[, (x, f(x)) é ponto do gréfico de f sse
(x,2f(x)) é ponto do grafico de g o f.

Ay
2f(x2)| =~~~ M
fleo) |77~ ;
X1 0 E -
ffffffff fay
¢ ------- 2f(x1)

Figura 10: Pontos (x, f(x)) e (x, 2f(x)).

Isto permite, de imediato, concluir que o gréfico de 2f é dado por:

18



3 Composicoes elementares e gréficos

Ay
2f
f
| b
a 0 : X
@
Figura 11: Graficos de f e 2f.
Mais geralmente, com a > 0 e mantendo f§ = 0, obtemos
Vxela bl (gof)x)=af(x)
e, tal como no caso anterior, reconhecemos agora que se tem
Yy
A of
f
| b
a 0 | x
$
Figura 12: Graficos de feaf (a > 1).
Yy
f
o}
K af b
a 0 \\‘$ x

0]

Figura 13: Graficosde feaf (0 <a <1).
E claro que, se @ = 1, se tem af = f.

19
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Mas, e se a for um ntmero real negativo? Comecemos entdo por
considerar @ = —1 (e = 0), o que corresponde a tomar para g o f a funcado

la, bl > x = —f(x),

funcdo que notaremos por —f.
Uma vez que, dado ¢ € Ja, b[, se tem

(c,d) pertence ao graficode f & (¢, —d) pertence ao grafico de —f

é imediato reconhecer que o grafico de —f é obtido do de f por simetria
em relacdo ao eixo dos xx:

X

| [
a! . @

Figura 14: Graficos de f e —f.

Finalmente, o caso em que a € ]—o0,0[ \ {1} pode reduzir-se aos dois
anteriores, bastando ter em conta a igualdade

Ya<0 a=—|al
Concluimos portanto, que se a < 0, o grafico de af é obtido do grafico

Ay

=Y

@—%———e

af

Figura 15: Gréaficosde feaf (a < -1).
de f ap6s duas transformagdes no plano: simetria em relacdo ao eixo

20



3 Composicoes elementares e gréficos

dos xx e (x,y) = (x,|aly); é além disso claro que a ordem pela qual estas
transformacodes sao realizadas é arbitraria.
O caso geral é, agora, consequéncia imediata das considerag¢des anteri-
ores.
Com efeito, dados a € R\ {0} e f € R, sejam f : D C R — R, g definida
em R por
YxeR gx)=ax+p

gof:DCR—>]R
VxeD (go f)(x)=af(x)+p

(ou, abreviadamente, go f = af + ). Conhecido o grafico de f, podemos
sem dificuldade esbogar o gréfico de af + 8, para o que consideramos as
transformagdes seguintes:

Gra(xy) - (x,ay) > (x,ay + ) € Gafip.

Assim, por exemplo:

af +p

=y

Figura 16: Gréficodlde frafeaf+B(a<0 A B>0).

*Notar que a funcio f nesta figura é distinta da introduzida na figura @ e usada nas

figuras 8 Bl [ 02 03 [de M3
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E claro que, se @ = 0 (caso excluido antes), entdo

VxeD (gof)x)=p
isto é, g o f é a funcdo definida em D, constante e igual a 8, cujo grafico
conhecemos e é independente do gréfico de f.
3.2 Fungdo fog

Dada uma funcédo f : D € R — R e conhecido o grafico de f, o objectivo é
esbogar o grafico de f o g, onde g é a funcdo afim tal que

VxeR gx)=ax+p

coma € R\ {0}epelR.
Para abordar o problema, comecemos por considerar o seguinte exem-
plo:

Exemplo 3.1. Seja f : [-2,0] U ]3,4] — R tal que

¥ -1 sexe[-2,0],
f(x)_{Z—x se x € 3,4].

O gréfico de f é dado pela figura seguinte:

Ay
777777 3

Y

Figura 17: Grafico de f.
Seja g : R — R tal que
VxeR g(x) = g
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3 Composicoes elementares e gréficos

(istoé, a = ep=0).
Designando por A o dominio de f o g, vem

A:{xelR; geD}:{xE]R; 2<Z<ov 3<§s4}

*
2
={xeR; 4<x<0V 6<x<8=[-4,0]U]6,8].

Sem dificuldade, poderiamos agora determinar a expressdo designatoria
que define a fungdo f o g; mas é precisamente este trabalho que se pretende
evitar e, mesmo assim, pretendemos esbogar o grafico de

fog:A—-R
vxed (FoR=f(3)
Observemos entdo que, de forma equivalente, o conjunto A é dado por
A:{xE]R; dyeD gzy}:{xelR; dyeD x=2y}={2y;, yeDj,
0 que mostra que se tem

aeD 2= 2ae A

e, portanto,

VaeD (fog)2a) = f(a).
Concluimos deste modo que, dado (4,b) € R?, (4, ) pertence ao grafico de
f sse (2a,b) pertence ao grafico de f o g.

Ay
A by
3 3 a 21
2&12 an 0 5 5 JT
by f--------- - o

Figura 18: Pontos (a,b) e (24, b).

e, finalmente,
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Figura 19: Graficos de x = f(x) ex — f o g(x) = f(2x).

Para maior clareza do raciocinio, seja f : ]a,b[ — R uma funcdo dada
(a,b € R;a < b) cujo grafico é dado como anteriormente na figura

y

Figura 20: Grafico de f.

Consideremos, em primeiro lugar, @ > 0 e f = 0; por outras palavras,
seja
fog:ACR—-R
VxeA (fog)(x)= f(ax).

Tem-se

A=xelR axelabl}={xeR; dyela bl ax=y}

- . :z}:{z. }
{xelR, dyela bl «x o a,ye]a,b[
ou ainda, e visto que a > 0,
A:{xelR;a<ax<b}:]£,él.
a«a
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3 Composicoes elementares e gréficos

Entdo, sabemos que

ce€la bl & EeA
a

e, consequentemente,

C

(c,d) pertence ao graficode f & (;,d) pertence ao grafico de f o g.

Observemos ainda que, tomando ¢ > 0, se tem

c
O<a<l = c<-
o

c
a>1 = c¢>—.
o

De forma incorrecta mas sugestiva, isto significa que, se 0 < a <1, o
dominio A de f o g corresponde a uma “dilata¢do” do dominio D de f; pelo
contrdrio, se @ > 1, o dominio A de f o g corresponde a um “encolhimento”
de D.

Atendendo a estas considerag¢des, concluimos

I anwe

Figura 21: Graficosdex = fog(x) = f(ax) O<a<1l,a=1,a>1).

S|---0

E evidente que no caso @ = 1 se tem f o ¢ = f.

Para estudarmos o caso @ < 0 (mantendo f = 0), comecemos por
considerar @ = —1, isto é, consideremos a funcao

fog:A—->R
VxeA (fog)) = f(-x).
Neste caso, vem
A={xeR;, —x € la,b[} =]-b,—a]|
e sabemos que

(c,d) pertence ao graficode f & (—c,d) pertence ao gréfico de f o g.
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Figura 22: Pontos (c,d) e (—c,d).
Entdo, a restri¢do de f o g ao intervalo | = b, 0], (f o g)lj-p0;, Obtém-se do
da restrigdo de f ao intervalo [0, b[, fljo, como sugerido na figura seguinte

hy
(f © &)h-b,01

/ 0

Figura 23: Graficos de fljop1 € (f © §)l}-b,0]-

Y

F----

De forma anéloga, obtém-se a restricdo de f o ¢ ao intervalo [0, -4 a
partir da restri¢do de f ao intervalo ]a, 0], como sugerido na figura seguinte

AY

---©

Y

Q
=

(f © g)l[O,—a[
Figura 24: Grafico de flj,01 e (f © )ljo,~a-
Por fim, o grafico da funcdo f o g vem
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3 Composicoes elementares e gréficos

AY

l

|

|

fog ©
Figura 25: Gréficode ' e fog.

Geometricamente, podemos afirmar que o grafico da fungdo f o gé o

simétrico em rela¢do ao eixo dos yy do grafico de f.
Como em B} o caso em que a < 0 reduz-se aos dois casos estudados

acima, tendo em conta a igualdade

Ya<0 a=—|al

Assim, e tomando (por exemplo) a < —1, temos e, entdo,

Figura 26: Grafico de f(|lalx) (la| > 1).

b/a j

@K
(=)

S

=

Figura 27: Grafico de f o g (@ < —-1).
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Analisemos agora o caso em que a = 1 e f é um ntmero real qualquer;
sem perda de generalidade (visto que f é arbitrario), suponhamos que a
funcdo g é dada por

VxeR g(x)=x-§.

Exemplo 3.2. Seja f : D = [-1,1] U [2,3] — R tal que

I ES sex € [-1,1],
f(x)_{x—z sex €[2,3].

o gréfico de f vem dado por

Aky

Figura 28: Grafico de f.

Considerando g : R — R tal que
1
Vx e R g(x):x—E,
o objectivo é esbogar o grafico da funcdo composta f o g, sem explicitar a

respectiva expressdo designatoria.
Se designarmos por A o dominio da funcéo f o g, temos

1 1
A=lreRigeD)={reR-1sx-3<1v2sx-7<3}
—{xe]R-—1<x<§ Vv §<x<Z}_[_1 E]UP Z[
- 27772 277 2) L2222l
Geometricamente, diremos que o conjunto A é obtido de D pela trans-

lagdo (em RR) segundo o vector %:
Analiticamente, tem-se,

xeA (fogw=flr-s)
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3 Composicoes elementares e gréficos

-1/2 3/2 5/2 7/2
[ ° *
® . ° ° > >
-1 0 1 2 3
v
—

Figura 29: Conjuntos A e D.

e f o g diz-se a funcdo translatada de f segundo o vector 1.
Voltando ao conjunto A, podemos escrever de forma equivalente,

1 1
A:{xe]R;HyeD x—E:y}:{y+§;yeD}
e consequentemente

(a,b) pertence ao grafico de f & (a+ 3,b) pertence ao gréfico de f o g.

Qoo
S
1N
_l_
—_
~
\$)
NN
—_—
=V

Figura 30: Pontos (a,b) e (a + %, b).

Tem-se entdo

»
»

32 2 52 3 72 X

Figura 31: Graficode f o g.
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0 que significa que o grafico de f o g é obtido pela translagdo (em R?)
segundo o vector (%, 0) do grafico de f.

Mais geralmente,
Sejam f € R e duas fungdes f : D CR - Re ¢g: R — R tal que

YxeR g(x)=x-p.
A fungdo composta f o g tem por dominio o conjunto A, onde
A={xeR, x-peD}i={y+p, yeDj

e é dada por
VreA  (fog)x) = flx—p)

A f o g damos o nome de fungio translatada de f sequndo o vector 5. Nestas
condigdes, e atendendo a que se tem

xeD & x+peA

VxeD  f(x)=(fog)x+p),

concluimos que
(a,b) pertence ao grafico de f & (a+p, b) pertence ao grafico de fog

pelo que o grafico de f o g é obtido do grafico de f pela translagdo segundo
o vector (3, 0).

Consideremos novamente a fun¢do f que nos tem vindo a servir de
exemplo

e

) N\
a\/o \; ¥

Figura 32: Grafico de f.

Nas figuras B3] e B4 apresentamos o esboco do gréfico da fungao trans-
latada de f segundo o vector §, nos casos em que > 0 e < 0, respectiva-
mente
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3 Composicoes elementares e gréficos

T\ \ bl+l3
“IN___L7* o

Figura 33: Translatada de f segundo 8 (8 > 0).

A)

T\ \ b+B
a+ﬁVﬁ 0 : X

Figura 34: Translatada de f segundo 8 (8 < 0).

E evidente que, se f = 0, entdo fo g = f.
Por fim, tomemos para g a funcdo definida em IR por

YxeR gx) =ax+p,

ondea e R\ {0}ep eR.
Escrevendo
ax+ﬁ:a(x+ﬁ) :a|x—(—ﬁ)]
a a

£ e R, vem

o

ecomy = —
Yx e R g(x) = alx=).

Entdo, supondo conhecidos quer uma funcdo f : D ¢ R — R, quer o
respectivo grafico, as consideragdes anteriores permitem, sem dificuldade,
esbocar o grafico de fun¢do composta f o g.

Tem-se

fog:ACR—-R
VxeR  (fog)() = flax—)]’
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cujo dominio A é o conjunto definido por
A = [xeR, ax-y)eD}=
= xeR;, dyeD alx-y)=y}=
= {xeR; JyeD x=%+7/}=

_ Y. .
= {a+)/, y € D}

x/2-1€4 | | | X§D
-1 0 1

v

Figura 35: PontosxeDe—g -leA(@=2,y=-1).
Nestas condicOes, para qualquer xo € D e yy = f(x¢), tem-se
x
(%0, Yo) pertence ao graficode f & (ZO +7, Yo) pertence ao gréfico de fog

Consideremos a fungdo real f, definida no intervalo ]a, b[, cujo grafico
nos ¢ ja familiar, e que representamos na figura

e

i N\
a\/" \i ¥

Figura 36: Grafico de f.

Seja agora a fungdo h definida por

h:ACR—->R
VxeA h(x)=f(-2x+3) "

Tem-se
A={xelR; —2x+3 €]a, b[}

ou, na forma mais conveniente para o nosso raciocinio,

A=xeR Ay€lably=-2x+3}={xeR; dy€la,b] x=—}=
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3 Composicoes elementares e gréficos

={xeR; dy€la, b x= —%y+ g}
e, entao,
A= {—g 4 ;; x €a, b[};
além disso,
Vxela, bl fx)=h (—f ; §) (1)
2 2

Pensando apenas em dominios de f e de h, temos

v

a 0 b

@ x(-Y2)

v

-b/2 0 -aR2

@ +3/2

0 _p+312  -an+32

v

Figura 37: Dominios de f e h.

Tendo em conta a proposicao (), podemos finalmente esbogar o grafico
de h, que representamos na figura 42.

A)

Figura 38: Grafico de h.
Observagio
Ao longo deste paragrafo 3.2 supusemos sempre que o € R\ {0}; vamos

explicar a razdo de tal procedimento:
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Se a = 0, g é a funcdo definida em IR, constante e igual a € R, pelo
que o conjunto A vem definido por

A={xelR, gx)=peD} .

Temos apenas dois casos possiveis: f pertence ao dominio de D da
funcdo f ou  nédo pertence a D!

Sep ¢ Dentdao A = (e, de acordo com a convencdo feita sobre o dominio
de uma qualquer funcdo, ndo tem sentido falar de f o g.

Por outro lado, se p € Dentdo A =R e

VxeR (fog)x)=f(p) ,

isto é, f o ¢ é a funcdo constante e igual a f(f). Neste caso, o grafico de
f o g vem e depende apenas de um tinico ponto do grafico de f: o ponto

4
/(B)

v

Figura 39: Graficode f o g.
(B, f(B))-

3.3 Exemplo

Dadosa € R\ {0} e b, c € R, consideremos a fung¢do polinomial f : R — R
dada por
VxeR f(x)=ax’*+bx+c .

O polinémio que define a fungédo f tem grau 2 (porque a # 0), pelo que
o gréfico de f é uma pardbola; a questdo é saber de que pardbola se trata.
Supondo conhecido o gréfico da fungdo g : R — R tal que

VxeR g(x)=x* ,

vamos ver como as consideragdes feitas nos pardgrafos 3.1 e 3.2 anteriores
permitem facilmente resolver o problema.

Para maior clareza de exposi¢do, comecemos por fixar os valores dos
coeficientes 4, b e c; seja entdo, por exemplo,

VxeR f(x)=-2x"+6x-1 .
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3 Composicoes elementares e gréficos

E imediato que
1
—2x* +6x—1= —2(x2—3x+ E)
e, por sua vez,

1 3\ 1 /3\? 32
x2‘3“z:|xz‘3x+(§)]+z‘(§) =(x-3) -

finalmente, podemos escrever

VxeR f(x) = —2[(x— %)2— Z]

e atender ao exposto anteriormente.
Com efeito, designando por ¢ a funcdo

p:R—-R
VxeR (p(x):(x—%)2 p

tem-se, de forma equivalente,

YxeR (p(x):g(x—g) ;

por 3.2, sabemos que o gréfico de ¢ é o translatado do grafico de g segundo

3 . )
o vector (E' 0), isto é,

4y
9/4
ol 32 %
Figura 40: Gréfico de ¢.
Continuando, seja agora 1 : R — R tal que
3¢ 7
vieR y)=(x-3) -
X P(x) =(x > 1
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e, em termos de ¢ (cujo grafico j4 conhecemos),

VxeR gb(x):qo(x)—i ;

atendendo a 3.1, sabemos que o grafico de ¢ é o translatado do gréfico de
¢ segundo o vector (0, —%), logo

P2
o|\ 32
-7/4 |-

k"

Figura 41: Gréfico de .

Por fim, temos
YxeR f(x) = -2i(x)

e, atendendo novamente a 3.1, podemos esbocar o grafico de f.

Aky

v
oll\ 32 x

Figura 42: Grafico de f.

No caso geral, o procedimento é inteiramente andlogo: como a # 0,

basta atender as igualdades
x2+éx+ b 2 + oo b 2 =
a” \2a a \2a)|
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3 Composicoes elementares e gréficos

x+£ 2+4ac—b2
2a 442

=da

Observagio

O problema de esbogar o grafico de f esté resolvido, mas observemos
ainda como a expressdo antes obtida nos permite, facilmente, determinar
os zeros da fungéo.

Tomando, em primeiro lugar,

VxeR f(x)=-2x*+6x—1

obtivemos
VxeR f(x)=-2 (x—g)z—z ;
B 2 41 7

atendendo a diferenca de quadrados no segundo membro,

VxeR f(x):_z(x_g_g)( 3 \/7)

272

Nestas condigdes,

fx)=0 = X -

— X =

0 que mostra que a nossa fungdo tem exactamente dois zeros distintos, ou

seja,
3+ V7 3- 7
U5
No caso geral, supondoa € R\ {0} e b, c € IR, seja agora

VxeR f(x)=ax*+bx+c

x+£ > dgc -2
2a 4q2 ’

x+£ 2_b2—4ac
2a 402
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ou, como acima,

+

VxeR f(x)=a

evidentemente equivalente a

VxeR f(x)=a
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Para podermos considerar no segundo membro uma diferenca de qua-
drados, impde-se que se tenha

b? — 4ac
>0
4a2
ou, visto que 4a* > 0,
b —4ac>0 .

Somos assim conduzidos a considerar os trés casos possiveis seguintes:

Caso 1: b* —4ac < 0.
Entao

2
b b? — 4ac
Vx e R f(x)—(x+5)—T>0
e portanto,
VxeR f(x)#0 .
De forma equivalente, f ndo tem zeros:
xeR;, f(x)=0} = 0 .

Caso 2: b*—4ac=0.
Temos

b\2
VxeR f(x):a(x+£) /

0 que mostra que a fung¢do f tem um zero:

b

feR f@=00 = (-5

-

De forma equivalente, diremos que o polinémio ax? + bx + ¢ tem uma
raiz de multiplicidade 2 (ou raiz dupla).

Caso 3: b* —dac > 0.
Como anteriormente, podemos escrever

2 _ 2 _
Vx e R f(x):a(x+£— b 4ac)[x+£+ —b 4ac]

2a 402 2a 442

H4 agora um passo mais delicado que é consequéncia da igualdade

Ya e R \/a_:lal ;
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4 Funcdes pares e impares

assim,
flx)=0 & X = _£+—b2—4ac Vo ox= _b VB -dac
- T 21 2 T 20 24
b Vb%—4dac
= X=——F ————
2a 2|al
b Vb%—4dac b Vb%—4ac
e la>0rnx=-osF——""|V]a<0OAx=-cF— =
2a 2a 2a —2a

b . Vb2 — 4dac
2a 2a
Concluimos que a funcao f tem dois zeros distintos, isto é,
~b+ Vb*> —4ac  —b— Vb* —4ac
2a ’ 2a

Deste modo, demonstramos a conhecida férmula resolvente da equagdo
algébrica do segundo grau

& X =

freR, f)=0 = | .

ax> +bx+c=0

coma,b,ce Rea#0.

4 Funcoes pares e impares

4.1 Definicao e exemplos

Comecemos por tomar duas fungdes, ¢ e ¢, ambas definidas em R e
dadas por
x se x>0
-x se x<0

Yx e R (p(x):lxlz{ ;
Vx e R Px) =2 .

A mera observagdo dos graficos leva-nos a salientar a existéncia de
uma simetria em qualquer um dos casos. Designadamente, o grafico de ¢
é simétrico em relacdo ao eixo dos yy, o que quer dizer que

VYa,b e R (a,b)e G, = (-ab)eG, ,
enquanto que o grafico de ¢ é simétrico em relagdo a origem (0,0), isto é,

Va,be R (a,b)eGy = (-a,-b)eGy .
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Figura 43: Grafico de ¢.
Y

Figura 44: Gréfico de .

De forma equivalente, tem-se
VXeR  p(-1) = o)
e diremos que ¢ é uma func¢do par, enquanto que
VxeR P(—=x) = —1P(x)
e 1 diz-se fungao impar.

Mais geralmente, seja D # () um subconjunto de R e f uma funcéo real
definida em D. De acordo com o que foi dito acima, parece-nos natural
dizer que f é uma fungdo par [resp. impar] se e s6 se

YxeD f(=x) = f(x)
[ resp., YxeD f(=x) =—f(x)].
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4 Funcdes pares e impares

Ora, em ambas as proposi¢des, estd implicito que existe f(—x)sex € D,
isto é, que também —x é elemento do dominio D. Entdo, o conjunto D ndo
pode ser qualquer (ndo vazio): D deve verificar a propriedade

xeD = -xeD .

Como contraexemplo, tomemos a fungdo

O0:R\{-1} > R

dada por
2
x +1x| se x>-—1
x+1

Se x > —1, tem-se

P 4a xlx+ 1 e+ 1)

O(x) = = = x|

x+1 x+1 x+1

e sex <-—1,
_x(x =1 ox(=x-1)
0x) = x+1  x+1 x=h

mais simplesmente, temos portanto

Vx e R\ {-1} O(x) =[x ,

0 que significa que 0 é a restricio de ¢ a R\ {~1}. E evidente que a
proposigao
Vx e R\ {-1,1} 0(—x) = O(x)

é uma proposicao verdadeira; no entanto,
Vx e R\ {-1} 0(—x) = O(x)

é uma proposicdo falsa: x =1 € Dg mas —x = =1 ¢ D!
O gratico de 0 ndo é simétrico em relagdo ao eixo dos yy. A fungdo 0
ndo € par.

Em resumo, para que uma dada fungdo f : D ¢ R — IR seja par ou
impar, é necessdrio que o seu dominio D contenha o simétrico de cada um
dos seus elementos, isto é, que o conjunto D satisfaga a condi¢do

xeD - -x€D .
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Figura 45: Grafico de 0.

Mas, e uma vez que —(—x) = x, também
xeD — -x€D - —(—x)eD
e, de forma equivalente, D deve satisfazer a condi¢ao
xeD — —-x€D ;

por outras palavras, o conjunto D deve ser simétrico em relacdo ao ponto
Zero.

Antes de formalizarmos as defini¢des, consideremos ainda mais dois
exemplos.

Exemplo 4.1
SejaF: R\ {-2,2} - R

x| -2
x2 -4

Vx e R\ {-2,2} F(x) =

O dominio de F é um conjunto simétrico em relacdo ao ponto zero, pelo
que faz sentido indagar se F é fungdo par ou impar. Ora

—x=2 -2 oo

Vx e R\ {-2,2} F(-x) = (—xP—-4 2—-4

e F é uma funcdo par.

Sabemos entdo que o gréfico de F é simétrico em relacdo ao eixo dos
yy e pode ser esbogado do seguinte modo: comecemos por considerar a
restrigdo de F ao conjunto Dr N IR = [0, +oo[\{2}; tem-se

x—2 x—2
x2—4  (x=2)(x+2)

Yx € [0, +oo[\{2} F(x) =
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4 Funcdes pares e impares

Ay
| o
0 2 X

Figura 46: Grafico de F[o +co[\(2}-
e, porque x # 2, tem-se x — 2 # 0 logo,
1
Vx € [0, +oo[\ {2} F(x) =

T x+2

Atendendo agora a que F é uma funcao par, concluimos

Aky
1
- S S .
2 0 2 x

Figura 47: Grafico de F.

Exemplo 4.2
G:R\{-3,3 >R
X
Vx e R\ {-3,3} G(X) = m
Tem-se
xeR\[-3,3)  G-v)=; - - G,

x| -3 |x| = 3

o que significa que G é uma fung¢do impar.
Para esbogarmos o grafico de G, vamos proceder como no exemplo

anterior e comegar por considerar a restri¢do de G ao conjunto D N[0, +oo[=
[0, +0[\{3}. Vem

vre(0+eo\3l G == (x;f)?)” :1+x§3
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98]
) 4

Figura 48: Gréfico de G +oo[\(3}-

e, assimﬁ,

Uma vez que G é funcdo impar, o seu grafico é simétrico em relagdo ao
ponto (0,0) e concluimos de imediato que

Definigdo
Seja D # () um subconjunto de RR tal que

Vx e R xeD = -xeD

e seja uma funcdo f : D C R — RR. Nestas condicdes,
(1) A fungdo f diz-se par sse

VYxeD f(=x) = f(x) .

(2) A funcgdo f diz-se impar sse

VxeD fl=x)=—-f(x) .

E claro que existem fungdes reais de varidvel real que ndo sao pares nem
impares; sem qualquer dificuldade, encontramos multiplos exemplos.

Por outro lado, se D é um subconjunto de R simétrico em relagcdo ao
ponto zero (isto é, verificando a condi¢do acima)e f : D C R — R é uma
fungdo par e impar, entdo f é identicamente nula.

Com efeito, seja @ um qualquer elemento de D; como f é par, sabemos
que

fla)=f(=a) .

5Atenda ao gréfico de x — 1 e ao parégrafo 3.
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Figura 49: Graéfico de G.

Mas f também é impar e, portanto,
f(=a) = f(-a) .
Entdo, tem-se
f@y=-f@ < 2f@=0 <& f@=0.
Atendendo a arbitrariedade do ponto 4, conclui-se, como pretendiamos,

Yae D f(@) =0 .

Exemplo 4.3
Sejah : R\ {0} — R tal que
_ M
Yx #0 h(x) = P

De forma equivalente,

1 se x>0
h(x)_{—l se x<0 ’

logo
Vx #0 h(—x) = —h(x)
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1

Figura 50: Grafico de h.

e h é uma fungdo impar.
Exemplo 4.4
Sejam a € R e n € Nj. Toda a fungdo polinomial ¢ tal que

Vx e R B(x) = ax™

é uma fungdo par.

Em particular, com n = 0, conclui-se que toda a func¢do definida em R
e constante ¢ par.

Por outro lado, toda a fun¢édo polinomial ¢ dada por

Yx e R P(x) = ax®*!

é uma fungao impar (e, se @ = 0, também é par!).

E evidentemente falso que toda a fungdo polinomial de grau par [resp.,
impar] seja uma funcéo par [resp., impar].

Por exemplo, a funcado f definida por

Yx € R flx) =% +2x
nao é par (nem impar): f(1)=3 # f(-1)=-1.

Exemplo 4.5
A funcédo seno

R—->R
X — senx
é uma fungdo impar visto que
Vx e R sen(—x) = —senx ;
jé a fungdo coseno
R—->R
X — COS X
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v

Figura 53: Grafico da fun¢éo coseno.

satisfaz a propriedade
Vx e R cos(—x) = cosx ,

pelo que é uma fungdo par.
Considerando agora o conjunto D definido por

D={xeR;, cosx#0}={xeR, VmeZ x¢§+mn}:
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=R\{xeR;, dmeZzZ x:g+mn}:U]E+mn,E+(m+1)n[ ,

meZ. 2 2
definimos em D a fun¢do tangente por
sen x
YxeD tgx =
cos x

Uma vez que D é um conjunto simétrico em relagdo ao ponto zero e se
tem

sen(—x) —senx
VYx €D tg(—x) = = =—tgx ,
* 8(=) cos(—x)  cosx 8%
concluimos que a funcdo tangente é impar.
4y
3n/2 /2 /2 3n2
0 x

Figura 54: Grafico da fungdo tangente.

4.2 Prolongamento e Paridade

Como se sabe, o prolongamento de uma dada funcdo a um sobrecon-
junto do seu dominio ndo é, em geral, tinico.

Consideremos, por exemplo, a fun¢édo f definida em D = [1,2[U[3,4] e
cujo gréfico é dado pela figura seguinte:

Seja agora o conjunto A C R definido por

A=DU{-x; xeD}=[-4,-3]U]-2,-1]U[1,2[U[3,4] .

Para reconhecer a existéncia de infinitos prolongamentos de f a A, é
suficiente considerar os seguintes prolongamentos particulares: tomando
um qualquer ntimero real a, seja F, a funcdo definida em A por

| f(x) se xeD
F"‘(x)_{a se xeA\D
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Figura 55: Grafico de f.

Sejamos mais precisos. dado que o conjunto A é simétrico em relacdo
ao ponto zero, coloquemos a seguinte questdo: de entre todos os prolon-
gamentos de f a A, existird algum que seja uma fungado par? (note-se que
o conjunto A é simétrico em relagdo ao ponto zero.)

E evidente que sim: uma vez que

Vxe A\ D -x€eD ,

podemos definir a func¢do ¢ : A — R por

_ | fx) se xe€D _
W“‘{femsexeA\D ;

¢ é um prolongamento de f a A e ¢ é uma fungdo par.
Além disso, se F designa um qualquer prolongamento par de f a A,
tem-se

x€D = F(x) = f(x) = ¢(x)
xeA\D = F(x) = F(=x) = f(=x) = ¢(x) ,
o que mostra que F = ¢; por outras palavras, ¢ é o iinico prolongamento
parde f a A.
De forma inteiramente andloga, concluimos que também existe um

prolongamento impar de f a A e que é tnico. Trata-se da fungaoy : A — R
dada por

—f(-x) se x€e A\D '
(Recordequexe A\D & -x€D.)

¢(x):{f(x) se xeD
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Figura 56: Grafico de ¢.

A)

Figura 57: Grafico de ¢.

Mais geralmente, suponhamos que D C R é um conjunto simétrico em

relacdo a origem, isto é,
xeD = —-x€eD ,
e designemos por D* o subconjunto de D definido por
D*=DnNJ[0,+0[={x€eD; x>0} ;

seja ainda dada uma funcéo f : D* — IR. Observando que
xeD\D* & xeD Ax<0 & xeDA x>0 & —xeD"\{0} ,

podemos definir em D a funcao F tal que

50
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4 Funcdes pares e impares

f(x) se xeD*
f(=x) se xeD\D*

F(x) =

Reconhece-se imediatamente que F é uma funcdo par. Como Fip+ = f, F
é um prolongamento (par) de f ao conjunto D. Além disso, e raciocinando
como atras, concluimos que F é o tinico prolongamento de f ao conjunto
D.

42V

>'<"

0 \/ \

Figura 58: Grafico de f.

e

><V

/YT YN

Figura 59: Grafico de F.

Nas mesmas condicdes, perguntamo-nos agora se existe algum prolon-
gamento iImpar ao conjunto D. A questdo é um pouco mais delicada, uma
vez que pode surgir um problema com o ponto zero.
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Com efeito, se 0 : D — R é uma qualquer fun¢do impar tem-se, por
definicao,

VxeD 0(—x) = —0(x)

e, se0 €D, vem
6(0)=-6(00) & 6(0)=0 .

Quer isto dizer que, se 0 € D, toda a func¢do definida em D e impar, é
nula no ponto zero.

Entédo, se 0 € D* e f(0) # 0, ndo existe qualquer prolongamento impar
de f ao conjunto D.

Caso contrario, isto é,

0¢D" Vv f(0)=0

podemos considerar a fun¢do G : D — IR dada por

) = f(x) se xeD* ;
—f(—x) se xeD\D*

G é funcdo impar, G é prolongamento de f a D e, como antes, G é o tinico
prolongamento impar de f a D.

4

XVV

0 \ \

Figura 60: Grafico de f.
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4

Figura 61: Fungdo que nédo é impar.

Y %

()
RVV

Figura 62: Grafico de f.

5 Funcgdes periddicas

5.1 Definicao e exemplos

Como vem sendo usual, comecemos por considerar um exemplo.
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Figura 63: Gréfico de G.
Seja F : R\ Z — R a funcdo dada por

1 se dmeZ x€]2m,2m+1]

F(x) =
-2 se dmeZ xe2m+1,2m+2]
4)
—0 1 o——0 o—0
0 %
O———0 — 2

Figura 64: Grafico de F.

Do ponto de vista intuitivo e de forma muito pouco rigorosa, dirfamos
que o grafico de F “se vairepetindo"; usando a linguagem corrente, diremos
que a funcao F é periddica.

Mais precisamente, dirifamos que essa “repeticdo ocorre de duas em
duas unidades"e, uma vez mais de acordo com a linguagem corrente,
diremos que a fungdo (periédica) F tem um periodo igual a dois.
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E claro que temos que ser rigorosos e traduzir estas ideias em linguagem
formal, o que estd longe de ser dificil: acontece que, em qualquer ponto x
do seu dominio, a funcdo F assume o mesmo valor em x, em x + 2 e em
X — 2, 0u seja,

Vxe R\ Z Fx)=F(x+2)=F(x-2) .

Mais geralmente, dados um subconjunto ndo vazio D de R, uma fungao
f :D = Reumntmeroreal @ # 0, pretendemos dar sentido (isto é, definir)
a afirmacao “f é fungdo periédica com um periodo igual a a".

Pelo exemplo anterior, parece-nos natural dizer que f deve satisfazer a
propriedade seguinte:

VxeD fxX)=f(x+a)=f(x—a) ;

mas, para que esta proposigao tenha sentido é necessario que as expressoes
designatoérias intervenientes, f(x), f(x + a) e f(x — a), tenham sentido. Ora,
dado x € D, o real f(x) estd bem definido, mas para que f(x + a) e f(x — a)
designem nameros reais deve ter-se, respectivamente, x+a € Dex—a € D,
0 que ndo esta garantido. Por conseguinte, se f : D — IR é fungdo peridédica
com um periodo a, o seu dominio D ndo pode ser um conjunto ndo vazio
qualquer; D deve verificar a seguinte propriedade:

(xeD = x+aeD) AN (xeD = x—-aeD) (2)

Atendendo a primeira implicacdo e tomando “x + @ € D"como antece-
dente da segunda, vem

xeD = x4+aeD = ((x+a)—-aecD

xeD = x+a€D 3)

E facil ver que @) e @) sdo condicdes equivalentes. Analogamente, conclui-
se ainda que @) e
xeD = x—a€D 4)

sdo condig¢des equivalentes.
Supondo entdo que o conjunto D satisfaz @) (isto é, @); isto é, @)),
também a proposicao

VxeD fx)=f(x+a)=f(x—a)
é equivalente quer a

VxeD fx) = f(x+a) (5)
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quer a
VxeD  f(x)=f(x-a) (6)

Se traduzirmos a proposi¢ao ([B) por “f é periédica com um periodo a"e
a proposigao (@) por “f é peridédica com um periodo —a", as consideragdes
acima levam-nos a concluir que

“f é periédica com um periodo a'sse
“f é periddica com um periodo —a''sse
“f é periédica com um periodo |a| > 0",

0 que estd, alids, de acordo com o termo “periodo'na linguagem comum,
associado sempre a um nimero positivo.

Assim, quando nos referirmos a &« como um periodo de uma fungéo,
suporemos sempre que a > 0.

Mas, e se a = 0? Neste caso, o conjunto D # () deveria verificar

xeD = x=x+0€D

isto é, D é qualquer ndo vazio; uma fungdo f : D — R dir-se-ia “periédica
com um periodo a = 0"se e s6 se

VxeD f(x) = f(x+0) .

Por outras palavras, qualquer fungdo real de varidvel real seria periddica
(com um periodo zero) e, consequentemente, o conceito de “funcado peri6-
dica"ndo teria qualquer interesse.

Finalmente,

Definigido
Seja a €]0, +oo[ e D um subconjunto nado vazio de R verificando

YxeRR xeD & «x+aeD
Uma funcéo f : D — R diz-se periddica com um periodo o sse

Yx e R f(x)=f(x+a) .

Exemplo 5.1
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Sejam f : R - Re g: R — R, as fun¢des dadas por
Vx e R f(x) =senx

Vx e R g(x) = cosx .

Uma vez que se tem
Vx e R senx =sen(x +2m) A  cosx = cos(x + 2m)

concluimos que ambas as fungdes f e g sdo periddicas com um periodo 2.

Consideremos agora a fun¢do quociente =~ = h; com
8

TC TC
D:U]Eern’EJr(erl)n[ ,

meZ.
tem-se
h:D—>R
VxeD h(x)=tgx .
Como

sen(x +2m) senx

VxeD h(x+2mn)= h(x) ,

cos(x +27m)  cosx

concluimos que a fungdo tangente é periddica com um periodo 2.

o4

-31t/2 -t/2 /2 31/2 .

Figura 65: Grafico da funcdo tangente.
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Mas a observagdo do gréfico sugere que a funcdo h, que ja sabemos ser
periddica, tenha um periodo igual a 7. Ora, analiticamente,

xeD = x+meD

sen(x + 7) —senx
= =tgx .

VxeD tgx+m)= =
* glx+m) cos(x+m) —cosx

Com efeito, h é também uma funcdo periédica com um periodo 7.

Exemplo 5.2

Intuitivamente, ndo ha fun¢des “mais repetitivas"do que as constantes;
com rigor, seja ¢ um qualquer niimero real e designemos por ¢ a funcdo
definida em R, constante e igual a c,

Vx e R px)=c .
Seja agora a > 0, qualquer; tem-se
Yx e R px+a)=c= @)

e, portanto, ¢ é fungdo peridédica com um periodo a.
Concluimos assim que qualquer fun¢do definida e constante em R é
periddica; além disso, todo o ntimero real positivo € um seu periodo.

Nos dois exemplos anteriores constatamos que uma funcdo periddica
pode admitir mais do que um periodo, possibilidade esta de que ja pode-
riamos ter suspeitado, devido ao uso do artigo indefinido na expressao “f
tem um periodo a".

Mais precisamente, demonstramos que qualquer fungdo periédica ad-
mite uma infinidade de periodos.

Com efeito, dados a > 0 e um conjunto D C R verificando @), se
f :D — R é funcao peridédica com um periodo a, tem-se por definicao,

VYxeD f(x)=f(x+a) ;
mas, se x € D também x + a € D e, portanto,
fix+a)=f((x+a)+a)=f(x+2a) .

Entao
VxeD f(x) = f(x+2a) ,

o que significa que f tem um periodo 2a.
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Por indugdo, conclui-se que
VYn € Ny na é um periodo de f .
Em particular, podemos dizer que:

— Qualquer niimero natural par 2n (n € IN;) é um periodo da fungdo F
considerada no inicio.

— Se n € Ny, 2nm é um periodo quer da fungdo seno, quer da fungdo
coseno.

— Se n € IN;, nmt é um periodo da funcado tangente.

— Todo o ntimero real a > 0 é um periodo de qualquer funcdo definida
e constante em R.

Este ultimo facto é, alids, caracteristico de uma funcao definida e cons-
tante em IR; quer dizer,

Se f : R — R é uma fungdo peridédica e todo o ntiimero
real positivo é um seu periodo, entdo f é constante.

Demonstremos: Seja x > 0, arbitrario; por hipétese, x é um periodo de f
logo

fO)=f0+x) = f(x) .
Por outro lado, se x < 0, 0 seu simétrico —x é um periodo de f e portanto,

f0) = flx+ (=x) = f(x) .
Uma vez que se tem, trivialmente,
x=0 = fO=fx,

concluimos finalmente que

VxeR  f(x)=f(0)
e f é constante e igual a f(0), como pretendiamos provar.
Exemplo 5.3

Dado x € R, chamamos caracteristica de x, que designamos por C(x), ao
maior nimero inteiro inferior ou igual a x; em linguagem simbodlica:

VxeR C(x) =max{me Z;, m < x}
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Deste modo, definimos em R uma funcao
C:R->R
x — C(x)

a que damos o nome de fungio caracteristica e cujo grafico é representado
pela figura

Figura 66: Gréfico da funcao caracteristica.

E facil ver que a funcao caracteristica satisfaz a propriedade
Vx e R Cx+1)=1+C(x) .
Definimos agora a fun¢do ¢ : R — R por
VxeR P(x) =x-C(x) ,

a que se da o nome de funcio mantissa. Tendo em conta a proposicao acima,
concluimos

Yx € R Px+1) =x+1-C(x+1) =x+1-(1+C(x)) = x-C(x) = Y(x) ,

o que significa que 1 é uma fungdo periédica com um periodo igual a 1.
Alias, todo o namero inteiro positivo é um periodo de 1.

A questdo da ndo unicidade do periodo de uma funcdo (periddica)
pode, em certos casos, ser resolvida com uma nova defini¢do: a de periodo
principal. Vejamos como:
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SN

3 2 -1 0 1 2 3 X

Figura 67: Grafico da func¢do caracteristica.

Seja a > 0, D C R um conjunto tal que
xeD S x+a€eD ,

e f : D = R uma fungdo periédica com periodo a.
Nestas condig¢des, o conjunto

A={B>0; Béum periodo de f}

é ndo vazio e minorado, logo tem infimo.

Além disso, se existir o minimo de A (isto é, se o infimo for elemento de
A), designando-
-0 por ap, tem-se

ap é um periodode f (ag € A)
ap € o menor periodode f  (ap = minA) .

A ay damos o nome de periodo principal de f.
E evidente que, se existir, o periodo principal de f é tnico.
Por exemplo:

— ap = 2 é o periodo principal da func¢do F no inicio do paragrafo.

— A funcdo seno (bem como a fung¢do coseno) tem periodo principal
27

— A funcao tangente tem periodo principal igual a 7.

—Se ¢ : R — R é uma fungdo constante, vimos que
{a >0; aéperiodode ¢} =]0,+c0[ ;

este conjunto tem infimo igual a zero, mas ndo tem minimo. Entdo, ¢ nio
tem periodo principal.
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Exemplo 5.4
Chamamos fungio de Dirichlet a fungao definida por
d:R—->R
d(x) = 0 se x€Q
1 se xeR\Q

Dado r € Q" =]0, +oo[NQ (isto é, r é um namero racional positivo), é
facil provar (exercicio) que se tem

xeQ =3 x+reqQ
e de forma equivalente,
xeR\Q = x+reR\Q .
Concluimos entdo que
Vx e R dx)=d(x+7r)

o que significa que d é uma funcao periddica e r é um seu periodo.
Atendendo a arbitrariedade de r € Q, todo o nimero racional positivo
é um periodo da fungao de Dirichlet, isto é,

Q" c{a>0; aéum periodo da funcio d}
e prova-se mesmo que (exercicio)
Q" ={a>0; aéum periodo da fungiod} .

Uma vez que se tem
infQ*=0¢ Q" ,

podemos dizer que a func¢do de Dirichlet ndo tem periodo principal.

Observagoes

1. Dado um subconjunto D de R nas condi¢des usuais, seja f : D — R
uma fungdo periédica. Se a e  sdo periodos de f e @ > p > 0, entdo
também a —  é um periodo de f.

Com efeito, para qualquer x € D tem-se

fx+(a=p) = flx+a)=p)=
(porque 8 é um periodo) = f(x+a)=
(porque « é um periodo) = f(x)
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como pretendiamos.
Procedendo de forma andloga no caso em que f > a > 0, podemos
enunciar o seguinte teorema:

Teorema:
Seja f : D ¢ R — R uma fungdo periddica e sejam «a, € R* dois

periodos distintos de f. Entdo, |f — a| € um periodo de f.

2. Mostramos anteriormente que nem a funcdo de Dirichlet, nem qual-
quer fung¢do definida e constante em IR tém periodo principal. Em qualquer
dos casos, o problema residia no facto do conjunto dos periodos da funcdo
ter infimo igual a zero. Ora, como vamos ver, é este o tinico motivo que
impede que uma dada funcdo periddica tenha periodo principal.

Concretamente,

Teorema:
Seja f : D ¢ R — R uma funcao peridédica e
A={a>0; aéum periodode f}

Entdo, f tem periodo principal sse inf A > 0.

Demonstragio. De forma equivalente, vamos provar que
f ndo tem periodo principal sse inf A =0

A condigdo ¢ suficiente: se infA = 0, entdo infA ¢ A e f ndo admite
periodo principal.

Para provar a condi¢do necessdria, suponhamos, por hipétese, que f
nao admite perfodo principal e seja i = inf A. E evidente que i > 0.

Tomando o nimero real i + 1, da defini¢do de infimo sabemos que

da, € A i<ap<i+1

eumavezquei ¢ A, tem-sei < aj.
Considerando agora o nimero real a; e atendendo novamente a defi-
nicdo de infimo,
BQZEA iSa2<a1 ;

porquei ¢ A, tem-se i < ay.
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Dado n € IN; e supondo determinados n elementos de A, ay, . .., ay, tais
que
i<a,<ap,1<---<a; ,

da defini¢do de infimo e dado que i ¢ A, concluimos entdo que
30{n+1 € A l < Oén+1 < Oén

Deste modo (isto é, por indugdo), definimos uma sucessao (a,)en de
termos em A (uma sucessdo de periodos da funcéo f) verificando

VYn e N 1<y <y (7)

Como também a, — .41 (n € IN;7) é um periodo de f (logo elemento do
conjunto A),
VYn e Ny i< &y — A1 (8)

De ([@), concluimos que a sucessdo (a,)nen € (estritamente) decrescente
e minorada, pelo que é convergente; uma vez que (,+1)neN € subsucessdo
de (ay)nen, também a sucessdo (a,+1)qen € convergente, tendo-se

lima, . =lima,

donde,

llm(an - O(n+1) = 0

Mas de @) resulta que
i < lim(OCn - Oén+1) = 0

Entado

1>0 A 1<0 ,
logo

i=0

0 que termina a demonstragao. O

5.2 Prolongamento e periodicidade

Dados dois nimeros reais a e b, com a < b, consideremos o intervalo
[a, b].

Se f é uma funcdo real definida em [a,b], sabemos que existe uma
infinidade de fung¢des definidas em R e que sdo prolongamento de f; por
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outras palavras, o problema de prolongamento a R de f tem solucdo, mas
ndo existe uma tnica solucgéo.

Atendendo ao conceito de funcdo periddica introduzido no paragrafo
anterior, coloquemos agora um problema de prolongamento mais preciso;
perguntamos: existe algum prolongamento de f a R que seja uma fungao
periddica? E, caso exista, serd tinico um tal prolongamento?

Para respondermos a estas questdes, comecemos por tomar uma fun-
¢do particularmente simples: a fun¢do nula definida no intervalo [, b];
designando-a por ¢, tem-se

@ :[ab] >R
Vx € [a,b] px)=0.

Como prolongamento a R de ¢, ocorre de imediato considerar a fungao
¢ tal que
Vx e R P(x)=0 ;

sendo constante, ¢ é periddica e, consequentemente, ¢ é solugdo do pro-
blema.

Serd ¢ a tnica solucdo? E 6bvio que ndo! Por exemplo, a fungio
Y : R — R cujo grafico é esbocado na figura seguinte é também solugao
do problema.

A)
a-1-(b-a) a-1 .
a-2-(b-a) a0 b b+l  brl+(b-a) X

Figura 68: Grafico de 1.

Podemos mesmo garantir que existe uma infinidade de fung¢des defini-
das em RR e periddicas que sdo nulas no intervalo [a, b].
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66— ——o0 6—90

a-1-(b-a) a-

\ Ol a\\\/ b b+l b+1+(b-a)

Figura 69: Grafico de f e de um seu prolongamento.

Analogamente, também qualquer funcao f : [4,b] — R tem uma infini-
dade de prolongamentos periédicos a R.

Ao pretendermos garantir a existéncia de um prolongamento periédico
a R mas 1nico, devemos, pois, ser mais exigentes, impondo condig¢des
adicionais.

Retomando o caso da fungdo ¢ acima, observamos que ¢ é fungdo pe-
riédica com periodo principaligual a b—a+1, enquanto que o comprimento
do intervalo [a,b] é igual a b —a.

Este facto sugere que reformulemos o problema do seguinte modo:
existe algum prolongamento a R de ¢ que seja uma fun¢ao peridédica com
um periodo igual a b — a? Claro que sim: a funcdo ¢, definida em R e
constante e igual a zero, satisfaz estas condicdes.

Ora, além disso, ¢ é o tnico prolongamento periddico a R de ¢, com
um periodo b — a!

Com efeito, suponhamos que 0 : R — IR é uma funcao tal que

Vx e R O(x) =0(x+b—a)

Vx € [a,b] O(x)=0 .

Se m € Z, e considerando o intervalo [a + m(b —a), b + m(b — a)], tem-se
xela+mb-a),b+mb-a)] & x—mb-a)elab]
e portanto, deve ter-se
O(x)=0(x—mb—-a)=0 .
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5 Fungdes periddicas

Dado que
R = U[a+m(b—a),b+7ﬂ(b—a)] ,
meZ.
vem
Yx e R O(x)=0 ,

ou seja, 0 = ¢, como pretendiamos.

Voltando ao caso geral e supondo dada uma fungdo f : [4,0] — R,
consideremos entdo o seguinte problema:

Existe algum prolongamento a R de f ©)

que seja uma fungdo periédica com um periodo igual a b —a?
Se existir, designando um tal prolongamento por F, tem-se que
Vxe R F(x)=Fx+b-a) ;
tomando em particular x = 4, deve pois ter-se
F(a) = F(b)

e, dado que a restricdo de F a [4, b] coincide com f, de forma equivalente,
deve ter-se

fla) = f() .
Por outras palavras, se a fun¢do dada f é tal que f(a) # f(b), a resposta
a questdo em (@) é: ndo existe.
Por exemplo, dada

g:[-1,2] - R
Vxe[-1,2] g(x)=x*,

uma vez que
§-1)=1#30(2)=4,
concluimos que ndo existe qualquer funcdo definida em R, periédica com

um periodo 3 e cuja restri¢cdo ao intervalo [-1, 2] coincida com g.
Vimos entdo que a igualdade

f@) = f()

é condigdo necessdria para a existéncia de solugdo para o problema (@);
facilmente se reconhece que se trata também de uma condigdo suficiente.
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Nao faremos a demonstracao deste tltimo facto, deixando-a como exer-
cicio. No entanto, vamos considerar um exemplo que, de forma bastante
clara, sugere como proceder no caso geral.

Seja entao,

f:[-1,2] - R
x? sexe€[-1,2]

f(x) = ;

1 sex=2

note-se que

f)=1=£@2) .

Aky

ANZER

-1 1 2 X

Figura 70: Grafico de f.

O problema (@) tem solugédo: afuncdoF : R — R, cujo gréfico é indicado
na figura seguinte, é um prolongamento a R de f e é uma fungdo peridédica
com um periodo igual a 3.

Mas, além disso, F é o uinico prolongamento a R de f, periédico com
um periodo igual a 3.

Provemos: suponhamos que G : R — R é uma fungao nas condigdes
acima e consideremos a fungdo 6 = G — F. 0 ¢, pois, uma funcdo definida
em R verificando

Vxe[-1,2] 6(x)=Gx)-Fx) = f(x) - f(x) =0

VxeR 0O(x)=Gx)—F(x)=G(x+3)-F(x+3)=0(x+3) .
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NS NSNS N

4 -1 2 5 8

=V

Figura 71: Grafico de F.

Por outras palavras, 0 é o prolongamento a R da funcdo nula defi-
nida em [-1,2] e O é periédica com um periodo igual a 3. Mostrdmos
anteriormente que existe uma tnica fungdo 0 nestas condigdes, tendo-se

VxelR O(x)=0 .

Entao
Vxe R G(x) = F(x)

eG=F.
Finalmente, estas considera¢des podem resumir-se enunciando o teo-
rema seguinte:

Teorema. Com a,b € R, a < b, seja f : [a,b] —» R uma func¢do dada.
Entdo, existe uma func¢do F : R — R verificando

(i) Vxela, bl F(x) = f(x)

(ii) VxeR F(x)=Fx+b—-a)

se e sO se
f(a) = f(b) (10)

Verificada a condic¢do ([{0), uma tal funcao F é tnica.
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6 Funcao inversa: exemplos.

Dados um subconjunto ndo vazio A de R e uma func¢do f : A — R,
sabemos que f é funcdo invertivel sse f é injectiva.

No que segue, suponhamos que f é injectiva. Chamamos fungdo inversa
de f, que designamos por £, a fun¢do que tem por dominio f(A) e é dada
por

1 f(A) > A
VyeA Vzef(Ad) y=f' e fly=z

1
yed C zefi4)
f»l

Figura 72: Funcao inversa.

Entdo, se xy é um qualquer elemento do conjunto A e vy = f(xo), 0
ponto (xo, yo) é ponto do gréfico de f e, consequentemente, (1o, xo) é ponto
do gréfico de f'.

re4
,y=X
Yo f------ R —
i
N i
N i
!
Xo === A e
1 1
1 1
1 1
i L
0 x Vo X

Figura 73: Pontos (xo, 1o) e (Yo, X0)-
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6 Funcdo inversa: exemplos.

Uma vez que os pontos (xo, o) € (Yo, Xo) sdo simétricos em relacdo a recta
de equagdo y = x e atendendo a arbitrariedade de xo em A, concluimos que
o gréfico de f~! é o simétrico do gréfico de f em relagéo a bissectriz dos
quadrantes impares.

7 J—
SYy=x
)
.
.

v

.
.
’
.
s
.
’
.
.
a
.
’
’
2
’
7
’ X
’
.
’
.
.
’
.
’
.

Figura 74: Grafico da inversa.

De forma equivalente (e talvez mais sugestiva), conhecido o gréfico de
f, o gréfico de f~! pode ser obtido do seguinte modo:

Comecemos por esbocar o grafico de f numa folha de papel transpa-
rente

Rodemos a folha segundo um angulo recto no sentido positivo do eixo
dos yy

Viremos agora a folha como a pagina de um livro; obtemos o esbogo do
grafico de f1.

Recordemos ainda que, se f : A — R é uma funcdo injectiva, ou seja, se
f 1A — f(A) é uma fungdo bijectiva, entao

flof=1Ia
e (11)
foft=Ix
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=V

a/Ob

Figura 75: Grafico de f.

onde I4 [resp., Ifa)] designa a funcdo identidade definida em A [resp.,

f(A)]

Seguidamente, consideremos alguns exemplos importantes.

Exemplo 6.1
Seja
p:R—- R
VxeR o@(x)=¢" .

Trata-se de uma funcdo definida e injectiva em R com contradominio
igual a ]0,+co[; a sua inversa, ¢!, é portanto uma funcdo definida no
intervalo ]0, +oo[ e com contradominio igual a R.

Para cada x > 0, a0 numero real ¢~ (x) damos o nome de logaritmo de x
€ escrevemos

Vx>0 ¢ '(x)=logx=Inx .

A fungado ¢!, dita fungdo logaritmica, é pois uma funcdo bijectiva de
10, +oo[ em R, cujo gréfico é esbocado na figura seguinte
Neste caso, as igualdades em ([ vém

Yx e R loge* = x (12)

Vx>0 elos™ = x (13)
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6 Funcdo inversa: exemplos.

Figura 76: Folha rodada.

Figura 77: Folha virada.

Recordemos agora que se tem
Ya,p € R e%ef = P

o que, em linguagem corrente, se pode ler: a fun¢do exponencial trans-
forma a soma dos objectos no produto das respectivas imagens. Intuiti-
vamente, e dado que se trata da fungdo inversa da exponencial, a fun¢do
logaritmica deve transformar o produto dos objectos na soma das imagens,
isto é,

Teorema 6.1
Ya,b €]0, +oo] log(ab) = loga +logb .

73



Grupo de Matematica da UTL Funcgdes reais

v

(=)
—_

Figura 78: Fungdo logaritmica.

Demonstragdo. Dados ntiimeros reais a e b em ]0, +oo[, e tendo em conta a
sobrejectividade da fungdo exponencial, sabemos que

da,f€R a=e¢" A b=é ;
nestas condicOes, ter-se-a
ab = e%ef = P
e, consequentemente, de (ﬂ]),
log(ab) = log (e‘“ﬁ) =a+p .

Por definicao,
a=¢" & loga=a

e, do mesmo modo, também $ = logb. Concluimos assim, como preten-
diamos,
log(ab) = loga + logb .

Coroldrio.

Ya >0 log%:—loga .
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6 Funcdo inversa: exemplos.

Demonstra¢do. Dado a > 0, tem-se

l1=a.

Q|-

e do teorema anterior,

0=1logl :log(a.%)zloga+log%

pelo que
lo 1__ loga
g =—loga ,
o que termina a demonstragao. O
Exemplo 6.2

Fixado a €]0, +oo[\{1}, consideremos a fun¢do exponencial de base a:

Y : R —]0, +o0f
VxeR P(x) =a* ;

é uma fungdo bijectiva.

Y Y

y:ax y :ax

\/

»
»

0 x 0

O<a<l1 a>1

Figura 79: Grafico da exponencial de base a.

Trata-se pois de uma fungdo invertivel, a cuja inversa se dd o nome de
fungdo logaritmica de base a:

P1:]0, +o0o[> R
Vx>0 Pi(x) =log, x .
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O<a<1

a>1

Figura 80: Grafico da fungdo logaritmica de base a.

Procedendo como no exemplo anterior, concluimos agora que se tém
as igualdades seguintes:

VxeR log (a*) = x
Vx>0 a8 =x
VYx,y >0 log (xy) =log, x+log, vy
Além disso, e uma vez que a designa um ntiimero real positivo, tem-se
g = ploga
e consequentemente

Vx e R a* = (el"g”)x = ¢*loss (14)

o que exprime a fun¢do exponencial de base 2 em termos da fungdo expo-
nencial (de base e).
De forma equivalente, se designarmos por h a funcdo polinomial

VxeR h(x) = xloga ,

tem-se
Yx e R U(x) = a* =" = p(h(x)) ,
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6 Funcdo inversa: exemplos.

onde ¢ é a fun¢do do exemplo 6.1; ou seja,

p=@oh .

A igualdade [[4) conduz-nos, naturalmente, a suspeita de que deva
também existir alguma relacdo entre as respectivas fun¢des inversas. Com
efeito,

Teorema 6.2
Para todo o a €]0, +oo[\{1} tem-se

Vx>0 log x =

Demonstragio. Dado x > 0 e tendo em conta que a funcdo exponencial de
base a tem por contradominio o intervalo ]0, +oo[,

JyeR x=a’
e de (I3,

x=a" = eylogu

7

como a funcdo logaritmica é injectiva, também
log x = log (eyl"g“) =yloga .
Mas
x=a/ & logx=y

e portanto,
log x = (log, x)(loga) .

Porque a # 1, loga é um namero real diferente de zero e finalmente,

0 que termina a demonstragao. O

Exemplo 6.3
A funcéo polinomial

Vx e R flx) =«?
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ndo é injectiva, logo ndo é invertivel. No entanto, a sua restrigdo ao inter-
valo [0, +oo[ é ja uma fungdo injectiva e tem contradominio igual ao de f;
designando por F esta restri¢do tem-se que

F: [0, +00o[— [0, +00]
Vx>0 F(x) = x?

e F é bijectiva.
Conforme definimos anteriormente,

F1:[0,400[— [0, +oo[

Vx>0 Fl(x) = vx

v

Figura 81: Gréfico da funcdo x — +x.

Exemplo 6.4

Consideremos a funcdo seno; trata-se de uma fungéo definida em R,
com contradominio [-1, 1] e periédica com periodo principal igual a 2m.
Nao se trata, portanto, de uma fungdo injectiva (logo, ndo é invertivel).

Como no exemplo anterior, vamos determinar um subconjunto nao
vazio A de R por forma a que a restricdo a A da fungdo seno seja uma
funcdo injectiva e tenha por contradominio o intervalo [-1, 1].
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6 Funcdo inversa: exemplos.

Figura 83: Gréfico da restricdo do seno a [0, 5]U]r, 37"].

Como é evidente, temos uma infinidade de escolhas possiveis para A;
por exemplo, o conjunto [0, 5]U], 3—”] satisfaz as condi¢des impostas

Trata-se obviamente de uma escolha algo “artificial"; mais natural seria
escolher para A o intervalo [-7, 7], 0 que faremos.

Designando esta restricdo da funcado seno por ¢, tem-se

¢:[-3,71 = [-1L1]

Vxe[-7, 7] ¢P(x) = senx

e ¢ é uma funcao bijectiva.

A sua inversa é uma funcao definida no intervalo [-1, 1] com contra-
dominio igual a [-F, 7] a que, por definicdo, damos o nome de fungio arco
seno:

¢ [-1,1] =[5, 5]
VYx e [-1,1] ¢~1(x) = arcsenx ;

tem-se evidentemente,

Vx e[-1,1] Vye[—g, ] y =arcsenx & seny=x .

N R
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/2 f----

----- -1/2

Figura 84: Grafico da fungao arco seno.

O gréfico da fungdo arco seno é dado por
Observe-se que "arcsen x"é uma funcdo impar:

Vx e [-1,1] arcsen(—x) = —arcsenx .

Tomando agora a func¢do coseno, também ela, sendo periddica, ndo é
injectiva. Como no caso anterior, come¢amos por restringir a fungdo a um
subconjunto A de IR por forma a que esta nova fungao seja injectiva e tenha
por contradominio o intervalo [-1, 1].

Tomamos A = [0, 7] e seja

W:[0,n] = [-1,1]
VYx € [0, ] W(x) = cosx

Figura 85: Grafico de W.

Trata-se de uma funcdo invertivel cuja inversa W~! tem por dominio o
intervalo [-1,1] e por contradominio o intervalo [0, t]. Por defini¢do, a
W1 chamamos fungio arco coseno e escrevemos

Vx e [-1,1] Wl(x) = arccos x
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6 Funcdo inversa: exemplos.

De forma equivalente,

Vx e[-1,1] Yy €0, ] y =arccosx & cosy=x .

Figura 86: Grafico de arco coseno.

No que respeita a fungdo tangente (também ela ndo injectiva), comeca-

mos por considerar a sua restri¢do ao intervalo | - %, Z[.

27
Designando esta nova funcdo por 0, vem

0:1-7,5[0 R
Vxel-7,71 O(x) =tgx

e 0 é uma funcao bijectiva.

-1t/2

e
><v

Figura 87: Grafico de 0.
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Por defini¢do, a sua inversa 0! damos o nome de fungio arco tangente e
escrevemos

0 :R—]-3%, 5[
Yx € R 07'(x) = arctgx .

Tem-se

YxeR Vye]—g,g[ y=arctgx & tgy=x .

A funcao arco tangente é impar; o seu gréfico vem dado por

(e
L 4

Figura 88: Grafico de arco tangente.

7 Fung¢Oes monodtonas

Consideremos o0s seguintes exemplos de fun¢des reais de varidvel real,
cujos graficos sdo esbocados nas figuras seguintes:

/
/ 0 x

Figura 89: Gréfico de f.

v

Do ponto de vista intuitivo, o gréfico da funcdo f sugere-nos “cresci-
mento quando avangamos no sentido positivo do eixo dos xx". Mais preci-
samente, esta impressao resulta do seguinte facto: tomando dois quaisquer
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7 Fung¢des mondtonas

' 94

v

Figura 90: Gréfico de g.

4y

Figura 91: Grafico de h.

Q ¢
=V

pontos x e ¥ do dominio de f tais que x < y, também as respectivas ima-
gens verificam f(x) < f(y). Por outras palavras, a fungdo f mantém no
contradominio a relacdo de ordem do dominio.

Ja o gréfico de g sugere “decrescimento”, no sentido em que “a medida
que x aumenta, a imagem g(x) diminui"; com mais rigor, sempre que x e y
sdo pontos do dominio de g e x < y, tem-se g(x) > g(v). A fungdo g inverte
no contradominio a relacdo de ordem do dominio.

Finalmente, no caso da funcdo & ndo observamos qualquer um dos
“bons comportamentos"exibidos por f e g. Com efeito, temos

a<b e h)<h®) ,

mas

§>o ) h@)>mm.

Diremos entdo que f e g sdo fun¢des mondtonas, mas que h ndo é mo-
noétona; f dir-se-4 monotona crescente, enquanto que g é fungdo mondtona
decrescente.
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Definigdo.
Seja A um subconjunto ndo vazio de R e uma fungdo f : A — R.

(1) f diz-se fungdo crescente sse

Vx,yeA x<y =  f(x)<f(y)
(2) f diz-se fungio decrescente sse

Vxy,yeA  x<y = f(¥)2f(y)
(3) f diz-se fungio mondtona sse

f é crescente ou decrescente.

A funcdo h anterior mostra que existem fungdes reais de varidvel real
que ndo sdo mondtonas.

Por outro lado, qualquer funcdo definida e constante em A # @) é mo-
noétona crescente, mas também é mondétona decrescente. Sem dificuldade
prova-se ainda que, se f : A — R é mondétona crescente ¢ decrescente,
entdo f é constante.

Nas defini¢des acima, utilizdmos a relacao de ordem lata em IR; consi-
derando a correspondente relacdo de ordem estrita, diremos que

Definigdo.
Dados @ # A € Re uma fungédo f : A = R,
(1) f éfuncdo estritamente crescente sse
Yx,ye A x<y = fx) <f(y
(2) f é fungdo estritamente decrescente sse
Vx,yeA x<y = f(x)> f(y)
(3) f éfungdo estritamente mondtona sse
f é estritamente crescente ou estritamente decrescente.
Dos trés exemplos dados no inicio, apenas ¢ € fungdo estritamente
mondtona (decrescente). E ainda evidente que, se A # 0 é subconjunto de R

nao singular, qualquer fungdo definida e constante em A ndo é estritamente
monotona.

Exemplo 7.1

84



7 Fung¢des mondtonas

Dados a,b € R, seja

F:R->R
VxeR F(x)=ax+b .

Entéao,

Sea >0, a funcao F é crescente

Sea <0, afungdo F é decrescente

F é fungdo estritamente monoétona sse a # 0
Exemplo 7.2

Dado a €]0, +oo[\{1}, seja G a fungdo exponencial de base a:

Vx € R G(x)=a" .

Entéao,
a>1 = Géfuncdo estritamente crescente
0<a<1l = Géfuncao estritamente decrescente
Exemplo 7.3

Chamamos fungio de Heaviside a fungdo H : R — IR dada por

se x>0
H(x) =
se x<0

Figura 92: Grafico de H.

H é uma funcdo crescente; ndo é estritamente monétona.
Exemplo 7.4
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Se ¢ é uma funcdo estritamente monoétona, ¢ € invertivel e tem in-
versa ¢! estritamente monétona. Mais precisamente, se ¢ é estritamente
crescente [resp., decrescente], entdo ¢! é fungdo estritamente crescente (!)
[resp., decrescente].

Demonstremos: designando por A o dominio de ¢ e supondo que ¢
é estritamente crescente (a demonstracado é inteiramente andloga se supu-
sermos que ¢ é estritamente decrescente), sabemos que

Yx,yeA x<y = ox) <o) ;
proposicdo que é equivalente a
Vx,ye A px)>py) = x>y (15)

Uma vez que ¢ é uma aplicagdo bijectiva de A sobre ¢(A) = B C R,
tem-se que

VzeB dAxe A z = @(x)

e, por consequéncia, a proposicao ([[5) pode escrever-se
Vz,w e A zzw = @) 2e ' (w) ,

0 que mostra que ¢! é fungdo crescente. Mas ¢! é injectiva, logo ¢! é
estritamente crescente, como pretendiamos provar.
Nestas condic¢oes, do exemplo 7.2 decorre que:

Sea>1, log_ x é funcao estritamente crescente

Se0<a<1, log,xéfuncdo estritamente decrescente.

8 Fungoes limitadas

8.1 Definicdo e propriedades.

Uma funcdo real de varidvel real diz-se majorada [resp., minorada; limi-
tada] sse o seu contradominio é um conjunto majorado [resp., minorado;
limitado].

As correspondentes defini¢des para subconjuntos de R permitem-nos
ser mais explicitos; assim:

Definigdo
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8 Funcoes limitadas

Seja® # D C R e uma fungdo f : D — R.

(a) f diz-se fungao majorada sse
BeR VxeD fx)<p

(b) f diz-se funcdo minorada sse
daeR VxeD a < f(x)

(c) A fungdo f diz-se limitada sse

Ja,peR VYxeD a<flx)<p .

Exemplo 8.1

Toda a fungdo definida e constante num subconjunto D # 0 de R é
limitada.

A funcdo de Heaviside, cujo contradominio é o conjunto {0, 1}, é uma
fungdo limitada.

Exemplo 8.2
As funcgdes seno e coseno sdo limitadas; tem-se

Vxe R -1<senx<1
-1<cosx<1 .
A funcao
R—->R
X — arctgx

é também uma funcéo limitada; tem-se

VxeRR —gSarctng

N R

Exemplo 8.3
Fixado a €]0, +oo[\{1}, a funcdo exponencial de base 4 é minorada:

VxeR a>0 ,

mas ndo é majorada (e, portanto, ndo é limitada). Com efeito, dado um
qualquer ntimero real positivo f, tomemos (por exemplo) o real log (8 +1);
entao

a8 B+ — g+1 .
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Mostramos assim que

VpeR" AxeR a>p .

Exemplo 8.4
Seja
¢ 3]0, +oo[— R
Vx>0 px)y=2-1.

A)

Figura 93: Grafico de ¢.

@ é uma func¢do majorada ja que se tem

Vx>0 2—1<2;
X

no entanto ndo é minorada, logo ¢ nado é limitada.

Teorema 8.1
Seja® # D € R e uma fungado f : D — R. Entdo,

f élimitada sse | f| élimitada.

Demonstragio. Suponhamos, em primeiro lugar, que f é uma fungdo limi-
tada e sejam ntmeros reais @ < 0 e f > 0 tais que

VxeD a<f(x)<B .
Uma vez que | f | é sempre uma func¢do minorada:

VxeD [ f1(0) = fx) =0,
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8 Funcoes limitadas

falta provar que | f | é majorada. Ora, por hipétese, sabemos que:
Se x € D é tal que f(x) > 0, tem-se

| fx) |= f(x) <p=IB
enquanto que, se x € D é tal que f(x) <0,
fWza = [f@)=-f¥)<-a=a]
Tomando entdo um ntmero real L > 0 tal que
L>la|l AN L=[B]|
concluimos, como pretendiamos, que se tem
Yx e D | f(x)I<L .

Reciprocamente, suponhamos agora que | f | € uma fungdo limitada e
seja L > 0 tal que
VxeD 0<| f(x)ISL

ou, de forma equivalente,
VYxeD -L<f(x)<L ,
e f é limitada. |

De forma equivalente, o teorema anterior assegura que

f:D CcR — R é fungdo limitada
sse
AL >0 VxeD | f(x)I<L ,
caracterizagdo que é frequentemente utilizada.

O mesmo teorema permite ainda provar o seguinte resultado, cuja
demonstracdo (bastante simples) deixamos como exercicio.

Teorema 8.2
Sejad # D c Re f,g: D — R duas fungdes limitadas.
Entdo, as fungdes f + g, f — g e fg sdo limitadas.

Observemos que, se nenhuma das func¢des f e g é limitada, qualquer
uma das fungdes f + g, f — g ou fg pode ser limitada. Por exemplo,
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Exemplo 8.5
Sejam f e g as fung¢des definidas em R por

Yx e R fx)=x A gx)=C(x)

(g é a fungdo caracteristica)

Como f(R) = Re g(R) = Z, f e g ndo sdo limitadas. Qualquer uma
destas funcgdes ¢, até, ndo majorada e ndo minorada.

No entanto, a funcdo mantissa

f-9g:R->NR
x — x —C(x)
é tal que
Yx € R 0<(f-9k <1
logo é uma fungdo limitada (ver figura [67).
Por outro lado, se uma das fungdes (digamos f) é limitada e a outra ndo
o for, qualquer uma das fungdes f + g, f — g ou fg é ndo limitada.
Com efeito, e por exemplo, consideremos a funcéo f + g e, por absurdo,

suponhamos que f + g é funcado limitada. Como g também ¢é limitada, do
teorema 8.2 concluimos que

(f+8)-g=f1

é funcdo limitada, o que contradiz a hipétese.

Nas condic¢des do teorema 8.2, se

A={xeD; gx)+#0} # 0,
podemos ainda definir em A a funcao Jgr. No entanto ja ndo podemos

garantir que o quociente seja uma fungdo limitada. Assim:

Exemplo 8.6
Sejam f, g : [-2,2] — R fungoes tais que

Vx € [-2,2] f)=x*-1 A gx)=x+1 ;

é facil reconhecer que ambas sdo fung¢des limitadas. Quanto a funcdo
quociente, tem-se

=:[-2,2]\{-1} = R
8
x—>x-—1
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e § é uma funcao limitada.

Tomemos agora as fungdes F e G definidas em IR por
Yx € R F(x) =senx A G(x)=cosx ,

ambas limitadas.
A funcgdo quociente tem por dominio o conjunto

A={xeR cosx#O}:U]g+kn,g+(k+1)n[
keZ

e é dada por

Vxe A ]—c(x):tgx ;
8
a fungdo tangente ndo é majorada nem minorada.
No que diz respeito a composi¢do, podemos afirmar o seguinte:

Teorema 8.3
Sejam fungdes f : A = Re g: B — R tais que

D={xeB; gx)eA}l+0

esejafog:D — R
Se f é funcdo limitada entdo f o g é limitada.

Demonstragio. Por hipétese, existem a, f € R tais que
VxeA a<f(x)<B .

Para todo o x € D, tem-se g(x) € A e, portanto também,

VxeD  as<fgl))=(fog))<p ,
o que significa que f o g é funcao limitada. ]

Exemplo 8.8
Decorre imediatamente do teorema 8.3 que a funcdo h definida por

x+1

Vxe R\ {-2,2} h(x) = arctg 24

é uma funcdo limitada. Além disso,

VreR\ {-2,2) —g<h(x)<g .
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8.2 Supremo e infimo de uma funcao limitada

Seja f : D € R — R uma fungdo majorada. Um niimero real a diz-se um
majorante da fungio f sse

VYxeD fx)<a .

O contradominio f(D) é subconjunto ndo vazio e majorado de R e
0 axioma do supremo garante entdo que f(D) tem supremo s € R. A
s damos o nome de supremo de f e designamo-lo por qualquer um dos
simbolos seguintes

sgpf =sup f =sup f(x) = sup{f(x); x €D}

xeD

Além disso, se o contradominio f(D) tiver maximo, isto é, se sup f
for um ponto do contradominio, diremos que a fungdo f tem mdximo e
utilizamos qualquer uma das designagdes seguintes

max f = mgxf = sup f(x) = max f(D) .
xeD

E claro que se f é uma fun¢do majorada, existe sempre o supremo de f,
mas f pode ndo ter maximo.
Supondo que f tem méximo, isto significa que

dxo €D f(xo) = mgxf ,

ou
Axo €D VxeD fx) < f(xo)

nestas condi¢des, diremos que x, é um ponto de mdximo de f.
De forma inteiramente andloga, se f : D € R — IR é uma fungdo
minorada entdo f tem infimo e

inf f = ugff = }Clégf(x) =inf f(D) .
A fungdo f tem minimo sse o infimo de f é ponto do contradominio sse
dx; € D f(xq) =inf f ;
nestas condicdes, tem-se
f(x1) = min f = min f(x)
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e x1 diz-se um ponto de minimo de f.
Exemplo 8.9
Seja
p:R—->R
VxeR p(x) =senx .

A fungdo ¢ tem maximo e minimo e
maxp=1 e ming=-1 .
Além disso, xp € R é ponto de maximo de ¢ sse

dke 7 x0:§+2kn;

xo € R é ponto de minimo de ¢ sse

dk ez x0:37n+2kn .

Exemplo 8.10
Seja
Y:R—->R
YxeR YP(x) = arctgx .
Y é fungdo limitada, logo tem supremo e infimo:

supgbzg e infgb:—g.

No entanto, ¢ ndo tem maximo nem minimo.
Exemplo 8.11
Seja 0 : R — R a fun¢do mantissa; isto &,

Vx e R O(x) =x—-C(x) .
0 é funcdo limitada e
supd=1 , infO0=0 .
0 ndo tem maximo, uma vez que

Vx € R 6(x><1/
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mas tem minimo (necessariamente) igual a zero. Além disso,

Xo € ponto de minimo de O sse xp € Z .

Exemplo 8.12
Seja
h:R— R
Vx € R h(x) = e
4y
/l\
0 ¥

Figura 94: Grafico de h.

h é funcao limitada, tendo-se
suph=1 , infh=0 .

A fungdo hndo tem minimo, mas tem maximo. Tem até um tinico ponto
de maximo: xg = 0.
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