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Funcoes

Na vida corrente é usual estabelecermos correspondéncias, muitas vezes de
forma tdo natural que nem tomamos consciéncia desse facto. Por exemplo,
quando uma crianga pequena se refere ao seu “urso verde” e ao “coelho
amarelo”, esta a estabelecer uma correspondéncia

Boneco — Cor
urso +— verde
coelho +— amarelo

Este tipo de procedimento é fundamental em qualquer ciéncia. A Ma-
tematica pretende tornar esta ideia rigorosa (definindo fungdo) de modo a
eliminar qualquer ambiguidade.

Consideremos a seguinte situagdo comum: numa turma de quatro alu-
nos, o professor faz a chamada

Anténio Sousa
Joana Silva
Maria Sa

Pedro Sarmento
Temos dois conjuntos

A = {Antoénio, Joana, Maria, Pedro},
B = {54, Sarmento, Silva, Sousa},

e uma correspondéncia de A em B, que a cada elemento de A associa o
respectivo apelido, elemento de B. Por outras palavras, dadoum xem A a
expressao “apelido de x” identifica um (e um s6) elemento de B.

Imaginemos agora que, aos mesmos alunos, o professor pergunta onde
passaram as férias grandes, obtendo as respostas

Anténio — campo
Joana — praia
Maria — campo
Pedro — praia e campo
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Tomando o conjunto C = {campo, praia}, temos acima uma correspon-
déncia de A em C. H4, no entanto, uma diferenca fundamental: dado
x € A, a expressdo “local onde se passou as férias grandes” nado identifica
um elemento tnico de C, visto que o Pedro passou férias no campo e na
praia.

Esta ambiguidade na imagem ndo é aceitdvel em Matemdtica: no pri-
meiro caso, a correspondéncia é uma fun¢do de A em B enquanto que, no
segundo caso, a correspondéncia ndo é uma fungdo de A em C.

Com rigor diremos que:

Defini¢ao 1. Dados dois conjuntosﬂ A e B, uma fungéo (ou aplicagdo) de A em
B é uma correspondéncia que a cada elemento x € A associa um e um sé elemento
y € B.

Recordando as notag¢des habituais:

Definicdo 2. Se f é uma fungio de A em B escrevemos f : A — B; ao conjunto
A chamamos dominio de f e ao conjunto B conjunto de chegada de f.

Uma fungdo estd bem definida se conhecermos o seu dominio, o seu
conjunto de chegada e a “regra” que permite determinar a imagem de
qualquer elemento do seu dominio.

Suponhamos que alguém nos diz: seja uma fun¢do f de dominio IN;, e
com valores em IN;, tal que

fA) =1, f2)=2, f(3)=3,
f4)=3, f(5) =5, f(6)=5,
f@)=7, f®) =7, -

Ora, de acordo com a informacdo disponivel, sabemos que 16 é ele-
mento do dominio de f, mas ndo temos ideia de qual serd o valor de f(16):
a funcdo f nao esta bem definida.

No entanto, se em alternativa nos disserem o seguinte: seja f : IN; — IN;
a funcdo que a cada natural positivo n associa “o maior niimero primo
inferior ou igual a n” (isto é, ddo-nos a “regra”), entdo a fungéo f estd bem
definida; em particular sabemos que f(16) = 13.

E frequente o uso de diagramas de Venn para, de forma sugestiva, repre-
sentar uma funcdo. Por exemplo, uma fun¢do F : A — B, serd representada
como na figura[ll

!Para simplificar, vamos sempre supor que os conjuntos referidos sdo ndo vazios.
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Figura 1: Diagrama de Venn de uma funcéo F.

Consideremos agora alguns exemplos de funcdes:

Exemplo 1.

A = {Inés, Anténio, Maria, Gil}
B = {54, Sarmento, Silva, Sousa}
p:A—>B

@(Inés) = Silva
@(Anténio) = Sousa
¢(Maria) = Sa
¢(Gil) = Sarmento

ou,
@(x) = apelidodex Vx € A.

Exemplo 2.

B, o conjunto do exemplofd]
C = {Rua da Rosa, Rua do Malmequer, Rua do Lirio, Rua do Cravo}
Y:B—C
1(54) = Rua da Rosa
Y (Sarmento) = Rua do Cravo
Y(Silva) = Rua da Rosa
Y (Sousa) = Rua do Malmequer

ou,
Y(x) = rua onde x mora Vx € B.
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Exemplo 3.
D =1{(1,1),(2,3),3,6)}
h:D—-R
h((1,1)) =2
h((2,3)) =5
h((3,6)) =9
ou,
M, y) =x+y V(x,y) eD.
Exemplo 4.
f:N—->N
f(x)=2x+1 VxeNN.
Exemplo 5.

g:R—-R
gx)=2x+1 VxelR

Observemos que as func¢des dos exemplos B e B sdo diferentes, uma
vez que tém dominios distintos. No entanto, a expressdo designatoéria que
as define é a mesma; além disso, o dominio de f é um subconjunto do
dominio de g. Por esta razdo, dizemos que f é a restricdo de g ao conjunto
IN. Mais geralmente,

Definicao 3. Dada uma fungio ¢ : A — B e um conjunto C tal que C C A,
chamamos restricdo de ¢ a C a fungdo 1 definida por

y:C—B
P(x) =px) VxeC

e denotamos 1\ = @|c.

Nas condic¢oes da defini¢do, diremos também que ¢ é um prolongamento
de ¥ ao conjunto A.

No entanto, se bem que “restri¢do de ¢ a C” é uma afirmacao precisa,
“prolongamento de ) a A” nado o é.

Com efeito, dada uma funcdo ¢ : A — B e o conjunto C C A, a restri¢do
de ¢ ao conjunto C é uma fungdo C — B, tnica.

Por outro lado, dada uma funcdo ¢ : C — B e um conjunto A O C, em
geral, podemos prolongar 1) a A de diversas maneiras, isto é, o prolonga-
mento ndo é tinico. Mais precisamente, é facil provar que o prolongamento
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de ¢ a A étinicosse A = C (caso em que o prolongamento de 1) a A coincide
com a prépria 1) ou B é um conjunto singular (caso em que o prolonga-
mento de ¥ a A é uma fungdo constante).

Assim, a funcao

F:R—-R
F(x) = 2x +1 Vx e N
-1 Vxe R\IN

tem, como restrigdo a IN, a fungdo f do exemploH] logo F é um prolonga-
mento de f a R. Mas g (no exemplo[)) também é um prolongamento de f
a R e as fungdes F e g sdo distintas.

No que se segue, continuamos a fazer considera¢des sobre os cinco
exemplos atrds, que nos irdo sugerir novas defini¢des importantes.

Notemos agora o seguinte:

No exemplo[l] todo o elemento do conjunto B é imagem por ¢ de algum
elemento de A. Pelo contrario, no exemploP} nenhum elemento de B mora
na Rua do Lirio. Do mesmo modo, no exemplo B, apenas os ntimeros
reais 2, 5 e 9 sdo imagem por h de elementos de D. Concluimos que o
conjunto das imagens de uma dada funcdo pode ser distinto do conjunto
de chegada. Assim comegamos por definir:

Defini¢do 4. Dada uma fungdo f : A — B chamamos contradominio de f ao
subconjunto de B dado por

lyeB, Ixe A y=f(x)}=1{f(x), x€ A}

Como vimos, hd fung¢des para as quais o contradominio coincide com o
conjunto de chegada e outras para as quais isto ndo acontece. Esta diferenca
sugere a defini¢do seguinte:

Definicao 5. Uma fungio f : A — B é sobrejectiva sse o contradominio de f
coincide com B. Simbolicamente, f é sobrejectiva sse

YVyeBdxeA y= f(x).

Caso a fungdo f de A em B seja sobrejectiva, muitas vezes dizemos que
f é fungdo de A sobre B.

Assim, a fun¢do do exemplo [l é sobrejectiva, enquanto que nem ¢
(exemplo[) nem /1 (exemplo ) o é.
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No exemplo B o ponto 0 ndo estd no contradominio, logo f ndo é
sobrejectiva. Ja no exemplof g é sobrejectiva: dado um qualquer nimero
real a,

a—1
2
é um namero real e tem-se que g(b) = a; isto ¢,

YVaeRAbeR: 2b+1=a.

b=

A propésito da nogdo de contradominio, introduzimos agora uma no-
¢do muito ttil e sugestiva:

Defini¢do 6. Seja f : A — Be C um conjunto qualquer; designamos por imagem
de C por f, f(C), o subconjunto de B constituido pelas imagens por f de todos os
elementos de C, isto é,

f(O) ={f(x); xe CN A}

Nestas condic¢des, se CN A = 0, tem-se f(C) = 0; se CNA # 0, entdo
f(C) é o contradominio da restri¢ao de f ao conjunto CN A e, em particular,

com C = A, f(A) designa o contradominio da fun¢do f. Com esta notagao,
f : A — B é sobrejectiva sse f(A) = B.

Figura 2: Diagrama de Venn para uma fungao ndo sobrejectiva.

Uma outra propriedade importante pode ser também motivada pelos
exemplos anteriores:
No exemplo Dl S4 e Silva moram na mesma rua, ou seja,

Y (Sa) = Y(Silva) = Rua da Rosa.

Pelo contrario, em qualquer um dos outros exemplos, a funcdo faz
corresponder imagens diferentes a objectos diferentes; uma funcdo nestas
condigdes diz-se injectiva. Assim,
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Definic¢ao 7. Uma fungio f : A — B diz-se injectiva sse elementos distintos de
A tém imagens distintas.
De forma equivalente, f é injectiva sse

Vy,yeA x#y = f(x)# f(y),

ou, ainda, sse
Yx,ye A f(x)=f(y) = x=y.

Figura 3: Diagrama de Venn para uma fungdo ndo injectiva.
Entdo, a fung¢do ¢ do exemploPIndo é injectiva.
Reunindo as duas nogdes, de sobrejectividade e de injectividade,

Defini¢ao 8. Umafungio f : A — Bdiz-sebijectiva sse é sobrejectiva e injectiva.
Em linguagem simbélica, f : A — B é bijectiva sse

VyeBAxeA: f(x)= f(y).

As fungdes ¢ do exemplofle ¢ do exemplo B sdo bijectivas.

Y ndo é bijectiva porque nao € injectiva nem sobrejectiva.

As fungdes h do exemploBle f do exemploBInao sdo bijectivas porque,
embora sejam ambas injectivas, ndo sdo sobrejectivas.

Exemplo 6.

F:R—>R
Fx)=(x-1*+2 VYxeR.

A fungdo F ndo é injectiva porque, por exemplo,

F(0) = F(Q2).
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F também ndo é sobrejectiva, uma vez que se tem
VxeR F(x)>2,

logo, por exemplo, y = 1 ndo pertence ao contradominio de F.
Exemplo 7. Seja A um conjunto. A funcdo i (dependente do conjunto A)
definida por
itA—A
i(x)y=x VxeA

chamamos fungao identidade em A. E evidente que se trata de uma funcao
bijectiva.

Retomemos a func¢do ¢ do exemplo[l} como dissemos, trata-se de uma
funcéo bijectiva. Podemos, de forma natural, estabelecer a correspondén-
cia “inversa”, agora de B em A e dada por

Sousa — Antoénio
Silva — Inés
S4 — Maria
Sarmento — Gil

Deste modo, definimos uma nova funcgéo.
Ao aplicarmos o mesmo tipo de procedimento a fun¢éo 1> do exemplo[,
obtemos:

RuadaRosa — {Sa

Silva
Rua do Cravo — Sarmento
Rua do Malmequer — Sousa

Rua do Lirio —

Ora, intuitivamente, ndo faz muito sentido falar de uma correspondén-
cia definida no conjunto C e depois, haver elementos de C sem imagem.
Serd mais natural, portanto, comecar por considerar o contradominio de
Y, Y(B), e depois definir a correspondéncia de y(B) em B seguinte

34
Rua da Rosa — é
Silva
Rua do Cravo — Sarmento
Rua do Malmequer — Sousa

No entanto, esta correspondéncia ndo é uma funcéo!
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J& no caso do exemplo[, podemos definir uma funcao de h(D) = {2, 5,9}
em D por

2 (1,1)
50 (2,3)
9 (3,6)

As consideragdes anteriores tornam evidente que o facto da correspon-
déncia “inversa” ser uma fungao estd relacionado com a injectividade da
funcdo inicial. Mais precisamente, a correspondéncia “inversa” de uma
dada funcdo f é uma funcdo sse f é injectiva. Assim
Definigao 9. Seja f : A — B uma funcio injectiva. A funcio de f(A) em A que
a cada x € f(A) faz corresponder o (1inico) y € A tal que f(y) = x, damos o nome

de funcdo inversa de f e designamo-la por f~'.
De forma equivalente tem-se

flifA)—-A
Vxe f(A) ffl=y e fy)=x

Utilizando diagramas de Venn tem-se, de forma sugestiva,

Figura 4: Diagrama de Venn de funcéo inversa.

Observe-se que, nas condi¢des da definigdo, f~! é uma fungdo bijectiva
definida em f(A) com valores em A.

Exemplo 8. A funcdo (no exemplo H)

f:N—->N
fx)=2x+1 VYxeN

11
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é injectiva, logo é invertivel.
O seu contradominio f(IN) é constituido pelos ntimeros naturais impa-
res, isto é,
f(IN)={xeN; dme N x=2m+1}.
A sua funcdo inversa é, portanto, definida por
frifN) - N
x

i x) = %1 Vx € f(N).

Analogamente, no exemplo[ a fun¢do g também ¢ invertivel e tem-se
¢''R->R
X

¢ Hx) = %1 Vx € R.

(Note-se que g é funcdo sobrejectiva, pois g(R) = R).
Exemplo 9. Consideremos a funcao
a:R—->R
a(x)=x* VYxeR
Trata-se de uma fungdo ndo sobrejectiva, visto que a(R) = R] = [0, +oo[.
Além disso, e este é o problema, a ndo € injectiva, logo ndo é invertivel.

No entanto, ja é injectiva a restricdo de a ao conjunto IR7; designemos
esta restri¢ao por :

B:Rj - R
B(x) = x> Vx>0.
A inversa ! é a funcdo definida por
pR) - Ry
VxeR] p'x)=y & y*=x A y>0.

Como sabe, dado um real x € R{, o tnico y € R} tal que y* = x é, por
definicdo, designado por v/x. Neste sentido, tem-se

BHx) = Vx VxeRR].

Mas também a restrigdo de a ao conjunto R = ]—o0, 0] é fungao injectiva
com contradominio IRy; designemo-la por y:

y:R; - R
y(x) =x* Yx<0.
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— _ + . _l 2 ~ . .
Como y(R;) = Rj, logo a inversa y~ ¢ a fungdo definida por
-1 . + —
Yy Ry = R,
Yyl x)=—vx Vx>0

Em seguida, propomo-nos recordar um processo muito comum de ge-

rar novas fungdes: o método da composicao.
De um ponto de vista intuitivo, a origem do processo da composigao
reside numa ideia muito simples, ilustrada pelo seguinte exemplo: uma
pessoa sai de Lisboa, vai de carro até Coimbra, ai toma o comboio para

o Porto, onde, finalmente, apanha o barco para a Régua. Omitindo os
pormenores da viagem, a pessoa viajou de Lisboa até a Régua!

Exemplo 10. Consideremos, de novo, as fun¢des ¢ e ¢ dos dois primeiros
exemplos. Em linguagem corrente, tomando um aluno do conjunto A, a
funcdo ¢ comeca por lhe associar o respectivo apelido e, em seguida, a
funcdo 1 associa ao apelido, a rua onde mora. Tem-se, por exemplo,

Inés +5 Silva |i> Rua da Rosa.

Seguindo este processo, a cada aluno acabamos por lhe associar a rua
onde mora; mais precisamente, estamos a considerar uma (nova) funcao
de A em C tal que

A > x — ruaonde x mora,

ou, usando a notac¢do acima,
As3x - P(pk)) eC

A esta fungdo damos o nome de “¢ composta por 1" e designamo-la
por ¥ o ¢. Resumindo,

Ypop:A—C
P op(x) = P(p(x) VYxeA.
Observe-se que, neste caso, ndo tem sentido considerar a composigdo de ¢
com @, @ o .

Exemplo 11. Vejamos ainda mais um exemplo, tomando a func¢do no exem-

plold,
f:R—=NR
f@)=(x-17+2 VxeR
Partindo de um ntimero real x e até chegarmos ao nimero real f(x),

seguimos o seguinte “itinerario”:
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e A x comegamos por associar o nimero real x — 1; por outras palavras,
consideramos a func¢ao

g:R—-R
gx)=x-1 VxeR

e Em seguida, ao real x — 1 associamos-lhe o seu quadrado (x — 1)%
estamos pois a considerar a fungdo

h:R—> R
hy)=y> YyeR

e Finalmente, ao ntimero real (x — 1)? adicionamos-lhe o ntimero 2:

j:R—R
jz)=z+2 VzelR
Resumindo, dado um ntimero real x,
g h 2 J 2
xPx—1b -1 x-1)"+2,
isto é,
f(x) = j(h(g(x))) Vx€R,
ou ainda,
f=johog.
Em termos gerais, a situagdo é pois a seguinte: sdo dadas fun¢des
f:A— Beg:C— D tais que o contradominio de f é um subconjunto do

dominio de g, f(A) C C. De acordo com esta condic¢do, qualquer que seja o
x € A, asuaimagem f(x) estd no dominio de g e, consequentemente, existe

g(f(x)) € D.

Deste modo, podemos considerar a “cadeia”

A — f(A)cC — D
x P f e g(f)

o que define uma nova fun¢do de A com valores em D.

Defini¢ao 10. Damos o nome de g composta com f, e designamos por g o f, a
funcdo definida por

gof:A—>D
(go Hx) = g(f(x)) Vxe€A.
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gof

Figura 5: Diagrama de Venn de uma fungdo composta.

Além disso, se supusermos que g(C) C A, podemos entdo definir uma
funcdo de C em B, notada por f o g e dada por

fog:C—>B
(fog)x) = f(g(x) VxeC.

Exemplo 12. Consideremos
f:R;y =R
fx)=Vx-1 YxeR}

g:R\{0} - R
g(x):% Vx # 0.

Ao pretendermos definir g o f, surge imediatamente um problema:
f(1)=0e0 ¢ R\ {0}, isto é, o contradominio de f ndo é um subconjunto
do dominio de g.

Como se tem

{xeR{: f(x)=0}={1}

apenas podemos definir ¢ composta com a restricdo de f ao conjunto
Rj \ {1}, ou seja,

go (flrnyy) : Ry \ {1} > R

1
x|—>g(\/3_c—1)— \/J_C—l.
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A notagdo é, no entanto, bastante pesada, o que é indesejavel. Por isso,
referir-nos-emos a fungdo g o f, mas ndo esquecendo que esta funcdo tem
por dominio o conjunto

{xeR; xe Dy A f(x) € Dy}
=xeR; x>0 A Vx—1#0}
={fxeR, x>0 A x#1}

onde Dy e D, designam o dominio de f e o de g, respectivamente.
Temos, por fim

gof']R+ (1) - R

(80 f)) = (_ Vx € Ry \ (1)

De forma anéaloga, designamos por f o ¢ a fun¢do que tem por dominio
o conjunto

1
{xeR; xe Dy A g(x)eDf}:{xelR;xio A ;zo}
={xeR; x#0 A x>0} =R"=1]0,+o0][.

Além disso

Vx>0 (fog)w =f()= \/g— =Lx-1.

Entdo, tem-se
fog:]o, +00[ - R,
(fog)(x) = ——1 Vx> 0.

<|

Observemos que f o g # go f.

O senso comum sugere-nos que, dada uma funcdo f injectiva, com-
pondo f com a sua inversa f~! obtemos a fun¢do identidade. O que é
verdade se mantivermos esta imprecisdo. O ponto de vista matematico,
no entanto, impde-nos rigor pelo que:

Exemplo 13. Seja h : A — B uma funcdo injectiva; nestas condigdes, ™! é a
funcado definida no conjunto h(A) C B por

Vx e h(A) hl(x) = y e h(y) =x.
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A fungdo composta h o h™! estd, portanto, definida em
(xeB; xeDja A hi(x)eD,) ={xeB; xeh(A) A h™'(x) € A} = h(A)

e tem-se

Vx e h(A) (hoh ™) (x) =h(h(x)) = x.

Concluindo, / o h™! é a funcdo identidade em h(A).
Por outro lado 47! o h tem por dominio

[x€A; h(x) € Dy} = {x € A; h(x) € h(A)} = A

e tem-se
VxeA (h'oh)(x) =h'(h(x)) =x

e h™' o h é a funcdo identidade em A.
Note-se que, em geral, as fung¢des hoh™' e h™'oh tém dominios diferentes,
logo sdo fungdes distintas. Mais precisamente, tem-se

holl=hloh o A=hA).

Para terminar, faremos ainda referéncia a uma nogéo ja conhecida. En-
tdo, a excepgdo dos exemplos [ e Bl em todos os outros, o conjunto de
chegada da fungdo respectiva é um subconjunto de IR; por outras palavras,
cada uma dessas fungdes tem nlimeros reais por imagens ou, abreviada-
mente, é uma funcao real.

Nos exemplos anteriores, agora a excepgao defl] Ple B, também o res-
pectivo dominio é um subconjunto de IR, razdo pela qual diremos que
qualquer uma destas fun¢des tem varidvel real.

Formalizando,

Definic¢ao 11. Seja uma fungio f : A — B.
A fungio f éreal sse B C R.
A fungio f é de varidvel real sse A C R.

Podemos entdo dizer que:

As fungdes ¢ e ¢ dos exemplos[lle B ndo sio reais nem séo de varidvel
real.

A funcdo h do exemplo[3é real, mas ndo é de variavel real.

Todos os restantes exemplos sdo de fungdes reais de varidvel real.
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Y o @ composi¢do de fungdes,

f(C) imagem de um conjunto por uma funcgdo,
f'  funcdo inversa, Tl

fle  restricdo de uma fung¢do a um conjunto,
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