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CONJUNTOS

1 Introdugao

Pertenco a um género de portugueses
Que depois de estar a India descoberta
Ficaram sem trabalho. A morte é certa.
Tenho pensado nisto muitas vezes.

Alvaro de Campos, Opidrio

Pertencia em suma a classe de mulheres que, a comecar pelo corpo
e acabar pela alma, se tornam amantes perfeitas. Liancas com elas
jamais se rompem. Quem as ama, ama-as até a morte.

Aquilino Ribeiro, A Casa Grande de Romarigdes

Caminhando em siléncio pelo Ferregial, Carlos revolvia uma ideia
que lhe viera de repente, ao receber aquele doce olhar. Porque é que
Damaso ndo levaria uma manha o Castro Gomes aos Olivais, a ver as
colec¢oes do Craft?. ..

Eca de Queiroz, Os Maias

Em cada um dos extractos apresentados intervém a nocao de conjunto,
ou de colecgdo de objectos. No poema de Alvaro de Campos fala-se de
“género” de portugueses; no texto de Aquilino é mencionada uma “classe”
de mulheres; nos Maias ha referéncia as “colec¢des” do Craft. Todos nés
sabemos o0 que é um objecto e 0 que é uma colec¢do (ou um conjunto) de
objectos. Em Matemadtica, onde a linguagem tem de ser completamente
precisa, ndo basta estarmos convencidos de que sabemos o que é um objecto
ou um conjunto de objectos, precisamos de formalizar esses conceitos. O
ideal seria defini-los! Mas... Serd que se pode definir conjunto? E objecto?
Vejamos o que dizem alguns diciondrios quanto a estes conceitos:

Diciondrio Universal da Lingua Portuguesa, Texto Editora

conjunto: complexo; reunido das partes que constituem um
todo; agrupamento de pessoas que tocam mtsica
juntas

coleccdo:  conjunto, reunido de objectos; compilag¢do; ajun-
tamento; série; grupo




Diciondrio da Lingua Portuguesa Contempordnea, Academia das

Ciéncias de Lisboa, Editorial Verbo

conjunto: Reunido de vérios elementos que funcionam
como uma unidade; aglomeragdo; colecgdo;
grupo; série

coleccdo:  conjunto de objectos da mesma natureza; compi-
lagdo; colectanea

Os diciondrios ndo nos ajudam; dizer que um conjunto é uma aglome-
racdo ndo é mais do que substituir uma palavra por outra, sem definir o
que quer que seja. Serd culpa dos diciondrios? Para respondermos a esta
questdo temos de saber o que é uma definicdo. Ora definir um conceito
ndo é mais do que explicéd-lo através de outros conceitos ja conhecidos.

Exemplo 1. Um ntmero par é um nimero natural divisivel por dois.

Definimos um novo conceito (o de nimero par) utilizando dois concei-
tos ja conhecidos (o0 de ntimero natural e o de niimero natural divisivel
por dois).

Exemplo 2. Um ntimero impar é um ntmero natural que ndo é par.

O novo conceito definido (niimero impar) baseia-se no conceito de
ntmero par (definido anteriormente).

Em resumo: Um conceito é definido através de outros conceitos ja conhe-
cidos. Uma vez inicializado, este processo de definir novos conceitos ndo
poe quaisquer problemas. A grande questdo é o inicio. Como comegar?

A ideia é simples: comecamos com alguns conceitos (de preferéncia
poucos), que ndo definimos, mas que admitimos todos sabermos o que
sdo. Estes conceitos sdo chamados conceitos primitivos ou nogdes primitivas.
A partir dos conceitos primitivos podemos ir introduzindo novos conceitos
a que chamamos conceitos derivados.

Algo de andlogo se passa com as proposicdes verdadeiras que queremos
construir e que envolvem os diversos conceitos (quer primitivos, quer
derivados). Para construir uma proposi¢do verdadeira utilizamos regras
l6gicas (as chamadas regras de inferéncia) aplicadas a outras proposi¢des
que j& sabemos serem verdadeiras. Uma demonstracdo ndo é mais do
que a aplicagdo de regras de inferéncia a proposi¢des que sabemos serem
verdadeiras; o resultado obtido é uma nova proposicao verdadeira, a que é
usual chamar teorema. Mais uma vez a grande questdo estd na inicializagdo
do processo. Como comecar? E simples: escolhemos um certo ntimero
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de proposic¢oes que decidimos (arbitrariamente) serem verdadeiras. Estas
proposigdes sao os chamados axiomas. A partir delas demonstramos outras
proposi¢des — os teoremas.

Em resumo: uma teoria matemadtica é constituida por um certo nimero
de conceitos primitivos e por um certo ntiimero de axiomas. A partir deles
sdo introduzidos novos conceitos — os conceitos derivados — e novas
proposigdes verdadeiras — os teoremas.

2 Nogao intuitiva de conjunto

O conceito de conjunto esta na base de toda a Matematica. Antes de nos
debrucarmos sobre o conceito de conjunto, comecaremos por dar alguns
exemplos de conjuntos.

Exemplos de conjuntos

O conjunto das cidades de Portugal.

O conjunto dos alunos da Universidade Técnica de Lisboa.

O conjunto dos ntimeros naturais.

O conjunto das equipas de futebol da divisdo de honra.

O conjunto dos cidadados portugueses que estdo presos.

O conjunto dos deputados da Assembleia da Reptblica Portuguesa.
O conjunto dos nliimeros reais.

O conjunto dos paises da Unido Europeia.

O conjunto dos nliimeros racionais.

O conjunto dos s6cios dos Bombeiros Voluntarios de Campo d’Ourique.
O conjunto dos ntimeros pares.

O conjunto dos ntiimeros impares.

O conjunto dos ntiimeros naturais que sdo multiplos de 4.

O conjunto dos ntimeros primos.

O conjunto dos ntimeros reais que sdo solucdo da equagdo x* + x = 0.



Conjunto é um conceito primitivo e portanto ndo definimos o que é um
conjunto; mas a partir da nogdo de conjunto podemos definir muitos outros
conceitos matematicos. Claro que cada um de nés tem uma ideia intuitiva
do que é um conjunto. Essa ideia pode ser explicada intuitivamente e com
exemplos; o que nado fazemos é definir o conceito de conjunto.

Um conjunto é constituido por objectos; o conceito de objecto é também
um conceito primitivo, pelo que ndo o definimos.

Neste momento temos dois conceitos primitivos: o de conjunto e o
de objecto. Dado um objecto e um conjunto temos ainda de saber o
que significa esse objecto pertencer a esse conjunto. Por outras palavras,
aparece aqui um terceiro conceito: o conceito de pertenca. Também o
tomamos como conceito primitivo e consequentemente nao o definimos.

Exemplos

e Braga pertence ao conjunto das cidades de Portugal.

e Paris ndo pertence ao conjunto das cidades de Portugal.

57 pertence ao conjunto dos nimeros naturais.

57 ndo pertence ao conjunto dos ntimeros primos.

V2 pertence ao conjunto dos nimeros reais.

V2 nao pertence ao conjunto dos niimeros racionais.

Estamos agora aptos a desenvolver uma teoria baseada naqueles trés
conceitos primitivos (conjunto, objecto e pertenca): trata-se da chamada
teoria intuitiva dos conjuntos.

3 Objectos, conjuntos, pertenca

Na teoria intuitiva de conjuntos partimos de trés conceitos primitivos: o
de objecto, o de conjunto e o de pertenga. Conhecer um conjunto é conhecer
cada um dos objectos que pertencem a esse conjunto. Para dizermos que
um objecto x pertence a um conjunto A escrevemos

x € A.

Nesse caso dizemos ainda que x € um elemento do conjunto A. Por vezes,
em vez de escrevermos x € A escrevemos, com significado idéntico, A 3 x.



Para dizermos que um objecto y ndo pertence a um conjunto B escre-
vemos

y¢B.

Neste caso dizemos também que y ndo é um elemento do conjunto B. Em
vez de y ¢ B escreveremos algumas vezes, com significado idéntico, B ? y.

Exemplos de proposicdes verdadeiras

Leiria pertence ao conjunto das cidades de Portugal.

O Presidente Jorge Sampaio ndo pertence ao conjunto dos alunos da
Universidade Técnica de Lisboa.

O ndamero 5 pertence ao conjunto dos ntimeros naturais.
O namero —35 ndo pertence ao conjunto dos ntimeros naturais.
O ntimero 7 ndo pertence ao conjunto dos niimeros naturais.

O Sporting pertence ao conjunto das equipas de futebol da divisao
de honra.

O Primeiro Ministro Durdo Barroso ndo pertence ao conjunto dos
cidadaos portugueses que estdo presos.

Francisco Louga pertence ao conjunto dos deputados da Assembleia
da Reptuiblica Portuguesa.

O ntimero V2 pertence ao conjunto dos niimeros irracionais.

A China nao pertence ao conjunto dos paises da Unido Europeia.
O ntimero V2 nao pertence ao conjunto dos niimeros racionais.

O ntimero V4 pertence ao conjunto dos ntimeros racionais.

Exemplos de proposi¢des falsas

Leiria pertence ao conjunto das cidades da Asia.
O Benfica pertence ao conjunto das equipas de futebol da Dinamarca.

O ntimero 5,47 ndo pertence ao conjunto dos niimeros reais.



Dois conjuntos A e B sdo iguais sse tiverem os mesmos elementos.
Portanto, sendo A e B dois conjuntos, tem-se

A =B
sse, para todo o objecto x, forem verificadas as seguintes condices:
xeA=>x€B e x€B=>xeA.

Para evitar paradoxos l6gicos que ndo nos interessa aqui considerar, e
também por comodidade de linguagem, suporemos que todos os conjuntos
de que falaremos sdo subconjuntos de um conjunto U a que é usual chamar
universo. Com esta hipdtese (que serd mantida ao longo de todo este texto),
dois conjuntos A e B sdo iguais sse

Vxeld xeA=>x€eB A xeB=xeA
ou, de forma equivalente, sse
Vxel xe€eA o xeB.

Vemos assim que a igualdade entre conjuntos é a tradugédo, em termos
da teoria dos conjuntos, da operacdo logica da equivaléncia. Provar que
dois conjuntos A e B sdo iguais é provar que as proposi¢des “x € A” e
“x € B” sdo equivalentes.

Conhecer um conjunto é saber quais sdo os seus elementos. Entdo,
para representarmos um conjunto, podemos convencionar escrever todos
os seus elementos, delimitados por chavetas. Por exemplo, sendo A o
conjunto dos niimeros pares maiores ou iguais a 2 e menores ou iguais a
10, tem-se

A=1{2,4,6,8,10}.

Sendo B o conjunto das capitais dos paises da Unido Europeia (em 2002)
tem-se

B = {Amsterddo, Atenas, Berlim, Bruxelas, Copenhaga,
cidade do Luxemburgo, Dublin, Estocolmo, Helsinquia,
Lisboa, Londres, Madrid, Paris, Roma, Viena}.

Dizemos que os conjuntos A e B estdo definidos extensivamente. Claro
que, por razdes de ordem prética, s6 é possivel definir um conjunto ex-
tensivamente se ele tiver poucos elementos. Caso contrério, se quisermos



definir extensivamente um conjunto, teremos de convencionar o uso de
abreviaturas, normalmente reticéncias. Por exemplo

{1,2,3,4,5,...,97,98,99, 100}

€ o conjunto de todos os nimeros inteiros maiores ou iguais a 1 e menores
ou iguais a 100. Atencdo! Quando usamos abreviaturas na definigdo
extensiva de um determinado conjunto é imprescindivel que ndo restem
duavidas sobre o significado dessas abreviaturas.

Uma outra forma de definir um conjunto é dizer uma propriedade a
que todos os elementos desse conjunto obedecam e a que os objectos que
ndo pertencam a esse conjunto ndo obedecam. Nesse caso dizemos que o
conjunto esta definido compreensivamente. Por exemplo

{xeN;x>1ex <100}

é o conjunto de todos os nimeros naturais maiores ou iguais a 1 e menores
ou iguais a 100; designando por A esse conjunto, podemos escrever

A={xeN;x>1ex <100} ={1,2,3,4,...,97,98,99,100}.
Quando escrevemos
A=1{1,2,3,4,...,97,98,99, 100}

dizemos que o conjunto A estd definido extensivamente (apesar do uso
abusivo de reticéncias). Quando escrevemos

A={xeN; x>1ex <100}

dizemos que o conjunto A esta definido compreensivamente.
Seja agora B o conjunto assim definido (compreensivamente):

B={xeR; x>1ex <100}.

Sera que o conjunto B coincide com o conjunto A? E claro que nio porque,
por exemplo, o nimero real 7 pertence a B e ndo pertence a A. Cuidado!
as expressdes proposicionais (na varidvel x) que ocorrem nas defini¢des de
A e de B sdo semelhantes:

x>1ex <100.

A diferenca estd nos seus dominios. Na definicdo de A o dominio da
varidvel x é o conjunto dos niimeros naturais, enquanto na defini¢do de B
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esse dominio é o conjunto dos nimeros reais. Ora acontece que ha ntimeros
reais que verificam a condi¢do e que ndo sdo niimeros naturais.

Seja X um conjunto qualquer; consideremos o seguinte conjunto, defi-
nido compreensivamente

{x e X; x # x}.

Trata-se de um conjunto sem elementos, porque nao existe qualquer ele-
mento x de X tal que x # x. Dizemos tratar-se do conjunto vazio, que serd
designado por 0; tem-se entdo

0D={xeX; x #x}.

Nao é de estranhar a existéncia de um tal conjunto sem elementos. Uma
imagem que ajuda a esclarecer o conceito é, por exemplo, o conjunto de
fésforos que estdo dentro de uma determinada caixa de fosforos. Esse
conjunto pode ter 20 elementos (se a caixa tiver 20 fésforos), 17 elementos
(se a caixa tiver 17 fosforos),... E se a caixa ndo tiver fésforos? Entdo o
conjunto de fésforos da caixa é o conjunto vazio.

Note-se que o conjunto vazio pode ser definido por qualquer condi¢do
impossivel num qualquer conjunto X. Por exemplo tem-se

0={xeN; x* =2}

porque ndo existe qualquer ntiimero natural cujo quadrado seja igual a 2.
Mas
{x e R; x* =2}

jadnao é o conjunto vazio, porque existem ntimeros reais de quadrado igual
a 2. Tem-se, como é sabido,

(xeR; ¥ =2} ={-V2, V2}.

4 Inclusao

Neste inicio do nosso estudo da teoria intuitiva dos conjuntos temos trés
conceitos primitivos: o de objecto, o de conjunto e o de pertenca. Também ja
introduzimos o conjunto vazio que designamos por . Vamos agora comegar
a estudar operagdes que se podem executar com conjuntos.
Consideremos o conjunto A de todos os alunos do Instituto Superior
de Economia e Gestdo (ISEG) e consideremos o conjunto B de todos os
alunos da Universidade Técnica de Lisboa (UTL). Como o ISEG é uma
escola da UTL, todo o aluno do ISEG é também aluno da UTL. Dito por
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outras palavras, todo o elemento do conjunto A é também elemento do
conjunto B. Nestas condi¢des dizemos que o conjunto A estd contido no
conjunto B e escrevemos

A CB.

Este exemplo leva-nos a introduzir a seguinte definigao:

Definigao 1. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer; dizemos que A estd contido
(ou incluido) em B, e escrevemos A C B, sse todo o elemento de A for elemento de
B.

Repare-se que a relagdo de inclusio entre conjuntos traduz, na lingua-
gem da teoria dos conjuntos, a operagao l6gica de implicagio de proposicdes.
De facto, dizer que A estd contido em B, ndo é mais do que dizer que a
proposicado “x pertence a A” implica a proposigao “x pertence a B”; tem-se
entao

ACB sse Yxel xe€eA=xeB.

Frequentes vezes, em vez de dizermos que A estd contido em B, dizemos
que B contém (ou inclui) A e escrevemos

BDA.

Dizemos também que A é um subconjunto de B ou que B é um sobreconjunto
de A.
A negacdo de “A esta contido em B” é “A nao estd contido em B”, que
se escreve
A ¢ Bouainda B ? A.

Para sabermos o que significa dizer que A nado estd contido em B devemos
negar a proposic¢do “A estd contido em B”. Como sabemos, dizer que A esta
contido em B é dizer que todo o objecto x que é elemento de A é também
elemento de B. Negar esta proposigao é dizer que existe pelo menos um
objecto x que é elemento de A e ndo é elemento de B:

A¢B sse AxelU xe€eA A x¢B.

Retomemos o exemplo inicial, onde A é o conjunto dos alunos do ISEG
e B é o conjunto dos alunos da UTL. Designando por C o conjunto de alunos
da Faculdade de Motricidade Humana (FMH), tem-se também

CcB

porque a FMH é um escola da UTL e portanto todo o aluno da FMH é
também aluno da UTL. Analogamente, sendo D o conjunto dos alunos
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do Instituto Superior de Agronomia (ISA) e E o conjunto de alunos do
Instituto Superior Técnico (IST) tem-se também

DcB e E c B.

No entanto
Ag¢gC

porque ha pelo menos um aluno do ISEG que nao é aluno da FMH. Note-
se que também ha alunos comuns ao ISEG e a FMH (nomeadamente os
do curso de Gestdo do Desporto, organizado conjuntamente pelas duas
faculdades), mas isso ndo tem qualquer importancia para o facto de A ndo
estar contido em C.

Seja X um conjunto qualquer e consideremos a proposi¢do

XcX

Serd esta proposi¢do verdadeira ou falsa? Para o sabermos devemos
basear-nos na definigdo de inclusdo. Quando é que se diz que um con-
junto A estd incluido num conjunto B? Quando todo o elemento de A é
também elemento de B. Apliquemos esta definicdo ao caso que nos inte-
ressa, ou seja, aquele em que A = X e B = X. Sera verdade que todo o
elemento de X é também elemento de X? Claro que sim (pela defini¢do de
igualdade de conjuntos); logo a proposicdo X C X é verdadeira. Acabamos
de demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 1. Qualquer que seja o conjunto A tem-se A C A.

Definicao 2. Diremos que o conjunto A estd contido estritamente no conjunto
Bsse A C Be A # B. Nesse caso diremos ainda que A é um subconjunto préprio
de B.

Por exemplo, sendo A = {1,3,5} e B = {x € N; xéimparex < 5} é
imediato ver que A é um subconjunto préprio de N; no entanto, embora se
tenha A C B, A ndo é um subconjunto préprio de B, visto ter-se A = B.

Consideremos agora a proposi¢do ) C X. Serd verdade que o conjunto
vazio é um subconjunto de qualquer conjunto X? Voltemos a aplicar a
definicdo de A estar incluido em B, agora com A = 0 e B = X. Sera que
todo o elemento do conjunto vazio é também elemento do conjunto X? A
questdo parece mais delicada porque o conjunto vazio, como sabemos, ndo
tem elementos. Mas repare-se que nds queremos saber o valor 16gico da
proposigao

Vxel xed=>xeX
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Se esta proposigdo for verdadeira, entdo () C X; se a proposicao for falsa,
entdo 0 ¢ X. Mas esta proposicdo é construida a partir das proposi¢des
“x €0”e”x € X”, conectadas com a operacdo de implicacdo. Para sabermos
se a proposicdo é verdadeira ou falsa basta conhecermos os valores 16gicos
do antecedente e do consequente que constituem a implicacdo. Ora o
antecedente x € () é falso porque ndo existe qualquer objecto x que seja
elemento do conjunto vazio (. Entdo, independentemente do valor 16gico
do consequente, a implicagdo é verdadeira. Demonstramos assim que:

Teorema 2. O conjunto vazio estd incluido em qualquer conjunto A.

Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Ja sabemos o que significa dizer
que A estd contido em B: todo o elemento de A é elemento de B. Também
sabemos o que significa dizer que B estd contido em A: todo o elemento
de B é elemento de A. Poder4 ter-se simultaneamente A C Be B C A? Em
caso afirmativo, o que quererd isso dizer? A resposta é dada no seguinte
teorema:

Teorema 3. Quaisquer que sejam os conjuntos A e B tem-se
(AcB AN BCA)s (A=B).

Demonstragio. Consideremos a proposicdao“A C B A B C A”. Isto significa
que todo o elemento de A é elemento de B (porque A é um subconjunto de
B) e que todo o elemento de B é elemento de A (porque B é subconjunto de
A). Em concluséo os elementos de A sdo precisamente os elementos de B;
os dois conjuntos sdo iguais. m|

A propriedade expressa neste teorema é muito utilizada quando que-
remos mostrar que dois conjuntos A e B sdo iguais. Isso é equivalente a
mostrar que A C Be B C A. Em termos 16gicos estamos simplesmente a
dizer que a conjuncdo das proposi¢des “x € A = x € B” (correspondente
aACB)e”x € B=x¢€ A” (correspondente a B C A) é a proposicao
“x € A & x€B”; ora saberno que, sendo p e g duas proposi¢des quais-
quer, entdo (p = q) A (7 = p) éequivalenteap © 4.

Por vezes é comodo representar de forma pictdrica os conjuntos. Assim
¢ usual representar um conjunto qualquer A pelo interior de uma curva
techada, tal como na figura|l| Dizemos tratar-se de um diagrama de Venn.
Claro que um diagrama de Venn ndo é mais do que uma imagem que nos
pode sensibilizar para a compreensdo das propriedades dos conjuntos,
nunca podendo servir para demonstrar essas mesmas propriedades.

lver capitulo Logica.
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Figura 1: Diagrama de Venn.

Por vezes, sendo A um conjunto finito, podemos representar os seus ele-
mentos sob a forma de pontos dentro de uma curva fechada. Por exemplo
o conjunto A = {1,7,9} pode representar-se como na figura

Figura 2: Diagrama de Venn.

Com recurso aos diagramas de Venn a inclusdo tem uma imagem suges-
tiva, que apresentamos nas figuras seguintes. Na figura [3 representamos
duas situagdes distintas: numa o conjunto A esta contido no conjunto B,
enquanto na outra o conjunto C ndo estd contido no conjunto D.

F @D »
Figura 3: A contido em B; C ndo contido em D.

5 Reuniao

Consideremos os dois conjuntos seguintes:
A={ab,c1,2,3,4} e B=1{a,d,2,57,9}.

Podemos pensar num novo conjunto C, constituido por aqueles objectos
que estdo em A ou estdo em B. No exemplo em questdo esse novo conjunto

sera
C=1{ab,cd1,2,3,4,5,7,9}.

12



Repare-se que este novo conjunto C foi formado a partir dos conjuntos A
e B; dizemos que se trata da reunido do conjunto A com o conjunto B. E
usual representar a reunido (ou unido) de A e de B (ou de A com B) por

A U B. Com esta notacao tem-se:
AUB=1a,b,c4d1,23,4,5,7,9}.
Este exemplo sugere-nos a definigdo de reunido de conjuntos no caso geral.

Definicdo 3. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Chamamos reunido de A e
de B a um novo conjunto, designado por A U B, assim definido:

AUB={xelU; xeA V x€BJ.

A reunido de A e de B é entdo o conjunto constituido por aqueles
objectos do universo U que pertencem a pelo menos um dos conjuntos A ou
B (podendo evidentemente pertencer aos dois). Repare-se que a operacao
de reunido de dois conjuntos se baseia na operacdo légica da disjunc¢do de
duas proposicoes: dizer que “x pertence a A U B” é dizer que “x pertence
a A” ou “x pertence a B”. Por outras palavras “x pertence a A U B” tem o
valor l6gico verdade sempre que uma das proposigdes “x pertence a A”,
“x pertence a B”, for verdadeira. Daqui resulta imediatamente o seguinte
teorema

Teorema 4. Quaisquer que sejam os subconjuntos A e B tem-se
AC(AUB) e BC(AUB).

Os diagramas de Venn ajudam a visualizar a reunido de conjuntos. Na
figura [] representamos dois conjuntos A e B bem como, a sombreado, a
sua reuniao.

Figura 4: Reunido de A com B.

Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Serd que os conjuntos A U B
e B U A sdo idénticos ou sdo distintos? Por outras palavras, serd que a
reunido de conjuntos goza da propriedade comutativa? A resposta estd no
teorema seguinte
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Teorema 5. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer; entdo tem-se
AUB=BUA.

Demonstragio. Recorrendo a defini¢do de reunido de dois conjuntos vemos
que:

AUB={xelU; xe Aoux € B}
BUA={xelU; xe Bouxe A}

AUB é o conjunto dos objectos de U que, ou pertencem em A, ou pertencem
a B. BUA é o conjunto dos objectos de U que, ou pertencem em B, ou
pertencem a A. Como a disjuncdo de proposi¢des goza da propriedade
comutativa (as proposi¢des p V g e q V p tém o mesmo valor 16gico), vemos
que AUB=BUA. 0

Consideremos agora trés subconjuntos A, B e C. Podemos construir o
conjunto
(AuB)UC

que é constituido pelos objectos de U que pertencem a A U B ou a C.
Também podemos construir o conjunto

AUBUOQ)

constituido pelos objectos de U que pertencem a A oua BU C. Que relacdo
existird entre estes dois conjuntos? A resposta é dada no teorema seguinte

Teorema 6. Sejam A B e C trés conjuntos quaisquer; entio tem-se
(AUB)UC=AU(BUCQ).

Demonstragio. O conjunto (A U B) U C é constituido pelos objectos x de U
tais que
xe(AUB)ouxeC,

o que se pode ainda escrever, por defini¢do de A U B,
(xeAV xeB) VxeC

Analogamente o conjunto A U (B U C) é constituido pelos objectos x de U
tais que
xe€eAouxe(BUC)

ou ainda, por defini¢do de BUC,

xeAV (xeB Vv xe().
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Tendo em conta que a proposigdo (p V q) V r tem o mesmo valor l6gico da
proposicao p V(g Vr), vemos que, tal como queriamos mostrar, (AUB)UC =
AU (BUQ). m|

Devido ao teorema anterior dizemos que a reunido de conjuntos goza
da propriedade associativa. E esta propriedade que nos permite dar um
sentido a uma expressao do tipo

AUBUC.

Esta expressdo pode ser lida de duas maneiras distintas: como (AU B) U C
ou como A U (B U C); ndo ha problema porque os conjuntos (A U B) U C
e AU (BUC) sdo o mesmo. Portanto A U B U C é o conjunto de todos os
objectos de U que pertencem pelo menos a um dos conjuntos A, B, C.

Identifiquemos agora o conjunto AU(. Trata-se do conjunto dos objectos
de U que, ou pertencem a A, ou pertencem a (). Como ndo hd qualquer
objecto que pertenga ao conjunto vazio, dizer que x pertence a AU ( é
equivalente a dizer que x pertence a A. Por outro lado, tendo em conta a
comutatividade da reunido de conjuntos, ja sabemos que AU 0 = 0 U A.
Acabamos de demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 7. Qualquer que seja o conjunto A tem-se
AUD=0UA=A

Devido ao teorema anterior é usual dizer que o conjunto vazio é o
elemento neutro da operagdo de reunido de dois conjuntos.
Deixamos a cargo do leitor a demonstra¢do do resultado seguinte:

Teorema 8. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer; entdo tem-se AU B = B sse
ACB

6 Interseccao

Seja A o conjunto de s6cios dos Bombeiros Voluntarios de Campo de Ou-
rique e seja B o conjunto de sécios do Benfica. E natural que haja pessoas
que sdo simultaneamente s6cios dos Bombeiros Voluntarios de Campo de
Ourique e do Benfica. Somos, por isso, levados a introduzir um novo con-
junto, cujos elementos sdo aqueles objectos que pertencem ao conjunto A e
ao conjunto B. Esse novo conjunto, a que se chama a interseccdo de A e de
B, é designado por A N B. No nosso exemplo é constituido por todos aque-
las pessoas que sdo simultaneamente s6cios dos Bombeiros Voluntérios de
Campo de Ourique e do Benfica.
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As consideragdes anteriores levam-nos a pensar definir, no caso geral,
a intersec¢do de dois conjuntos.

Definicao 4. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Chamaremos intersecgio
de A e de B (ou de A com B) a um novo conjunto, designado por A N B, assim
definido:

ANB={xel; xeAexe€Bj.

Repare-se que a intersec¢do de conjuntos ndo é mais do que a tradugdo,
em termos da teoria dos conjuntos, da operagdo de conjuncdo de proposi-
¢oes. Os elementos x de A N B sdo aqueles que verificam

x€EA AN x€B

Os diagramas de Venn ajudam a visualizar a intersec¢do de conjuntos.
Na figura 5| representamos dois conjuntos A e B bem como, a sombreado,
a sua interseccao.

Figura 5: Interseccdo de A com B.

Da definicdo de intersec¢do resulta imediatamente que, se x pertence
a interseccdo de A e de B, entdo x tem de pertencer a A e tem também de
pertencer a B, ou seja:

Vxel xe€e(ANB)=x€cA,
VxelU xe€(ANB)=xeB.

A tradugdo em termos de conjuntos das proposi¢des anterior pode
exprimir-se no seguinte teorema:

Teorema 9. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Entdo tem-se

(ANB)cA e (ANB)cCB.

E agora natural comecar a estudar propriedades da operacao de inter-
seccdo. Comecemos por ver que se trata de uma operagdo comutativa, tal
como o teorema seguinte indica:
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Teorema 10. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Entio tem-se
ANB=BNA.

Demonstragio. Recorrendo a definicdo de interseccdo de dois conjuntos,
vem

ANB={xelU; xe Aex€ B},
BNA={xelU;, xeBexe A}

A N B é o conjunto dos objectos de U que pertencem a A e pertencem a
B. BN A é o conjunto dos objectos de U que pertencem a B e pertencem a
A. Como a conjungdo de proposicdes goza da propriedade comutativa (as
proposicdes pAq e qAp tém o mesmo valor 16gico), vemos que ANB = BNA,
tal como queriamos provar. m|

Consideremos agora trés conjuntos A, B e C. Podemos construir o
conjunto
(ANB)NC

que é constituido pelos objectos de U que pertencema ANB ea C. Também
podemos construir o conjunto

ANBNC)

constituido pelos objectos de U que pertencem a A e a BN C. Tem-se o
seguinte resultado

Teorema 11. Sejam A, B e C trés conjuntos quaisquer. Entdo tem-se
(ANB)NC=ANn(BNCQC).

Demonstragio. O conjunto (A N B) N C é constituido pelos objectos x de U
tais que
xe(ANB) e xeC

o que se pode ainda escrever, por definicdo de AN B,
(xeA ANxeB) AN xeC.

Tendo em conta que a proposigdo (p A g) A r tem o mesmo valor l6gico da
proposicdo p A (q A 1), vemos que (A N B) N C é constituido pelos objectos
x de U tais que

xeA N (xeB A xe()
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ou ainda, por definicdo de BN C,
xeA e xe(BnO).

Mas estes objectos sdo precisamente aqueles que constituem o conjunto
ANBNC), peloque ANB)NC=AN(BNC). O

O teorema anterior mostra-nos que a reunido de conjuntos goza da

propriedade associativa. E esta propriedade que nos permite dar um
sentido a uma expressao do tipo

ANBNC

Esta expressdo pode ser lida de duas maneiras distintas: como (AN B)NC
ou como A N (B N C); ndo ha problema porque os conjuntos (AN B)NCe
AN(BNC)sdo omesmo. Portanto ANBNC é o conjunto de todos os objectos
de U que pertencem simultaneamente a cada um dos trés conjuntos A, B,
C.

Identifiquemos agora o conjunto AN@. Trata-se do conjunto dos objectos
de U que pertencem simultaneamente a A e a ). Como ndo ha qualquer
objecto que pertenga ao conjunto vazio, a condi¢do “x pertence a A N 0
é impossivel, pelo que A N @ é o conjunto vazio. Como a interseccdo de
conjuntos é comutativa, podemos enunciar o seguinte teorema

Teorema 12. Seja A um conjunto qualquer. Entdo tem-se:
ANP=0NA=0.

Também é facil provar que a interseccdo de A e de B é igual a A sse o
conjunto A estiver contido no conjunto B:

Teorema 13. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Entdo tem-se:
ACB & ANB=A.

Demonstragio. Para provarmos esta proposicdo temos de provar a impli-
cacdo nos dois sentidos. Comecemos por provar que

AcB = AnNnB=A.

Se x pertencer a A, entdo x também pertence a B (porque A estd contido em
B) e, pertencendo a A e a B, pertence a AN B (por defini¢do de intersecgdo).
Se x ndo pertencer a A, entdo (por definicdo de intersec¢do) ndo pode
pertencer a A N B.

18



Mostremos agora que
ANB=A = ACB.

Fazemos a demonstragdo por absurdo. Suponhamos que A ¢ B. Entdo
existe um elemento x de A que ndo é elemento de B. Ndo sendo elemento
de B, esse elemento x ndo pode pertencer a A N B (porque ja vimos que
A N B esta contido em B). Entdo x pertence a A e ndo pertence a AN B, o
que mostra que estes dois conjuntos ndo sdo iguais. Mas isto é absurdo
porque, por hipétese, AN B = A. O

Na figura@representamos uma intersec¢do de dois conjuntos A e B, em
que A estéd contido em B.

Figura 6: Intersecgdo de A com B, com A contido em B.

Neste momento ja definimos duas operagdes sobre conjuntos: a reu-
nido e a intersec¢do. A reunido tem um certo ntimero de propriedades
ja estudadas na secgdo anterior; a intersec¢do goza de propriedades que
acabamos de estudar. Torna-se agora natural estudar propriedades que
facam intervir as duas operag¢des (reunido e interseccdo). Chamamos a
atencdo para o facto desta ser a evolugdo natural no estudo de uma teoria
matematica. A medida que vdo sendo introduzidas definigdes, vao sendo
estudadas as propriedades de que gozam os novos conceitos, bem como
as relagdes com conceitos ja introduzidos na teoria.

Neste sentido comecamos por provar a chamada distributividade da
interseccdo em rela¢do a reunido, expressa no seguinte teorema:

Teorema 14. Sejam A B e C trés conjuntos quaisquer. Entdo tem-se:
ANBUC)=ANB)UMANCQC).

Demonstragio. Provar que dois conjuntos sao iguais é, como sabemos, pro-
var que cada um deles estd contido no outro; devemos assim provar as
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inclusdes seguintes:

(ANBUQC) C((ANB)UANQ)),
(ANB)UANC) c(AN(BUQ)).

Comecemos com (AN(BUC)) € (ANB)UANC)). Seja x um ele-
mento de A N (B U C); entdo

xeA N xe(BUCQ)

ou ainda
xeA N (xeBV xe().

Utilizando a distributividade da conjungdo em relac¢do a disjungao (ou seja
o facto das proposi¢des p A (qV r)e(p Aq)V (p A r) terem 0o mesmo valor
l6gico) vem

(xeAANxeB)V (xeA AN xe().

Em termos da linguagem da teoria dos conjuntos esta proposicao escreve-
se
xe(ANB) Vxe(ANC)

ou ainda
xe((ANB)UANCQ)).

Demonstremos agora que (AN B) U(ANC)) C (AN (BUC(Q)). Sejaxum
elemento de (A N B) U (A N C); entédo

xe(ANB) Vxe(ANC)

ou ainda
(xeAANxeB)V (xeA A xe().

Voltando a utilizar a distributividade da conjun¢do de proposi¢des em
relagdo a disjung¢do, vem

xeA N (xeBV xe().

Na linguagem da teoria dos conjuntos esta condi¢do escreve-se
x€(ANBUQ)). m|

Uma outra propriedade que envolve a intersecgdo e a reunido é a cha-
mada distributividade da reunido em relacdo a interseccao:

Teorema 15. Sejam A B e C trés conjuntos quaisquer. Entdo tem-se:

AUBNC)=(AUB)N(AUC).
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Demonstragido. Comecemos por provar que (AU(BNC)) C ((AUB)N(AUQ)).
Seja x um elemento de A U (BN C). Entdo

xeA VvV xe(BnNnO

e portanto
xeAV (xeB A xe().

Recordando que as proposi¢cdesp V (g A1) e (pV q) A(pV r) tétm o mesmo
valor 16gico, vem

(xeAVxeB) A xeA V xe().
Passando para a linguagem da teoria dos conjuntos temos
x€((AUB)N(AUQ)).

A implica¢do em sentido inverso prova-se de forma analoga. Queremos
mostrar que (AUB)N(AUC) esta contido em AU(BNC). Seja x um elemento
de(AUB)N(AUCQ):

(xe(AUB)) A (xe(AUQ))
(xeAVxeB) AN(xeAV xe(Q)
xeAV (xeB A xe()

Na linguagem da teoria dos conjuntos obtemos x € (A U (B N C)). O

7 Diferenca

Seja A o conjunto dos sécios do Sporting e seja B o conjunto dos sécios
dos Bombeiros Voluntarios de Campo de Ourique. E natural pensar que
ha sécios do Sporting que nédo sdo sécios dos Bombeiros Voluntérios de
Campo de Ourique. Isso leva-nos a pensar no conjunto constituido pelos
elementos de A que ndo sdo elementos de B. Designaremos esse conjunto
por A\ B e diremos tratar-se da diferenga entre A e B, ou do complementar
de B em A. No exemplo apresentado trata-se do conjunto dos sécios
do Sporting que ndo sdo s6cios dos Bombeiros Voluntarios de Campo de
Ourique.

Esta ideia leva-nos, tal como o leitor ja deve adivinhar, a introduzir a
seguinte nova defini¢do:

Definicdo 5. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Chamaremos complementar
de B em A ao conjunto A \ B assim definido:

A\B={xelU; xe Aex ¢ B}.
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Diremos também que A \ B é a diferenca entre A e B. Na figura [/]
apresentamos, num diagrama de Venn, dois conjuntos A e B e, a sombreado,
a diferenca A \ B.

Figura 7: Complementar de B em A.

Definicado 6. Seja B um conjunto qualquer (como sempre subconjunto do universo
U); chamaremos complementar de B ao conjunto U \ B.

O conjunto U \ B também é muitas vezes designado por B¢; trata-se
evidentemente do conjunto definido por

U\B={xeU; x ¢ B}.

Na figura8|representamos, a sombreado, o complementar de um conjunto
B. Repare-se que a operacdo de passagem ao complementar traduz, na
linguagem da teoria dos conjuntos, a operacao logica de negacéo.

U

Figura 8: Complementar do conjunto B.

Ha propriedades que relacionam a operacao de diferenca de conjuntos
com as operacdes de reunido e de interseccdo. Comecamos por demonstrar
que:

Teorema 16. Sejam A, B e X trés conjuntos quaisquer. Entdo tem-se:

X\ (AUB) = (X\A)n (X\B).
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Demonstragido. Um objecto x pertence ao conjunto X \ (A U B) sse
xeX A x¢(AUB).
Mas isto é equivalente a dizer que
xeXAN ~(x€A VvV xeB)

ou ainda
xeX AN (x¢A N x¢B).

Esta proposicdo é equivalente a
xeX Ax¢gA) AN (xeX AN x¢B)
que, em termos da teoria dos Conjuntos, se escreve
(xeX\A) A (xe X\B)

ou ainda
xe(X\A)NX\B).

O

Se, no teorema anterior, fizermos X = U, onde U é o universo, obtemos
(AUB)“ = AN B*

Esta férmula diz-nos que o complementar de uma reunido de dois conjun-
tos é a intersecgdo dos complementares desses conjuntos.

Teorema 17. Sejam A, B e X trés conjuntos quaisquer. Entdo tem-se:
X\(ANB)=(X\A)U(X\B).
Demonstragio. Um objecto x pertence ao conjunto X \ (A N B) sse
xeX A x¢(ANB).
Mas isto é equivalente a dizer que
xeXAN ~(x€eAAxeB)
ou ainda

xeX A (x¢A V x¢B).
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Esta proposicdo é equivalente a
xeX Ax¢gA) V (xeX AN x¢B)
que, em termos da teoria dos conjuntos, se escreve
(xeX\A) VvV (xe X\B)

ou ainda
xe(X\A)U(X\B).

Ao fazermos, no teorema anterior, X = U, obtemos
(ANB)“ = ASUB*

Esta férmula diz-nos que o complementar de uma interseccdo de dois
conjuntos é a reunido dos complementares desses conjuntos.

As férmulas (A U B)C = AN B e (AN B)¢ = A® U B¢ traduzem, na
linguagem da teoria dos conjuntos, as primeiras leis de De Morgan da
Logica.

Por defini¢do de diferenca de conjuntos é imediato ver que, qualquer
que seja o conjunto A, setem A\ A =0 e A\ (0 = A; em particular, fazendo
A = U, vemos que

Uc=0e0“=U

8 Conjuntos finitos e infinitos

Na teoria intuitiva de conjuntos que temos estado a desenvolver comeca-
mos por introduzir trés conceitos primitivos: o de objecto, o de conjunto e
o de pertenca. O simbolo designado para este tltimo é, como sabemos, €.
Chamamos a atengdo para o facto de, ao escrevermos o simbolo €, a es-
querda dele ter de estar um objecto e a direita dele ter de estar um conjunto.
Para que a expressao

aebd

tenha sentido é necessério que a seja um objecto e que 0 seja um conjunto.
Também quando escrevemos um conjunto extensivamente é necessario
que os entes que aparecem entre as chavetas sejam objectos. Por exemplo,

a0 escrevermos
{a, 0,0}

cada um dos entes ¢, 0, 6 tem de ser um objecto.
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Claro que um conjunto pode também ele préprio ser um objecto. Por
exemplo o conjunto
A=1{1,a/{1,2}}

é constituido por trés objectos: o nimero “1”, a letra grega “a” e o con-
junto “{1,2}”. Um dos objectos do conjunto A é ele préprio um conjunto,
nomeadamente o conjunto constituido pelos niimeros naturais 1 e 2. A
proposicao

leA

é verdadeira, porque o objecto 1 pertence ao conjunto A. Mas a proposicao
2€A

é falsa, porque o objecto 2 ndo pertence ao conjunto A. Claro que a propo-
sicdo
{1,2} € A

é verdadeira porque {1,2} é um objecto que pertence a A (o facto de {1, 2}
ser ele préprio um conjunto é irrelevante para a matéria em questdo).

Nesta ordem de ideias, e sendo a um objecto qualquer, é essencial
distinguir os dois entes a e {a}. Enquanto a é um objecto, {a} é um conjunto
que tem um tnico elemento, nomeadamente o objecto 4.

Podemos complicar ainda mais a questdo, considerando o conjunto

B = {a, {a}}.

Trata-se de um conjunto com dois objectos, nomeadamente a e {a}. Quer
dizer que o conjunto B tem dois objectos que sdo: 1) 4; 2) o conjunto
cujo tnico objecto é o elemento a. Assim sdo verdadeiras as seguintes
proposigoes:

a€B
{a} € B

O conjunto {a} é um objecto do conjunto B mas também é um subconjunto
de B porque o tnico elemento de {a}, que é o objecto 4, também ¢é elemento
de B. Podemos por isso afirmar que

la} C B.

Repare-se que o simbolo de inclusdo C exige que, tanto a sua direita
como a sua esquerda estejam conjuntos. A expressao

acCp
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s6 tem sentido se tanto @ como f forem conjuntos. O mesmo se passa para
os simbolos de reunido U, intersec¢do N e diferenca \.
Consideremos o conjunto N dos ntimeros naturais e o seguinte conjunto
A:
A=1{a,b,c,d}

H4 uma diferenca fundamental entre estes dois conjuntos; enquanto A tem
apenas quatro elementos, N tem infinitos elementos. Por outras palavras,
ha apenas quatro objectos que sdo elementos do conjunto A, enquanto hé
uma infinidade de objectos que sdo elementos do conjunto N. Diremos por
isso que o conjunto A é finito e que o conjunto N ¢é infinito.

Diremos que um conjunto qualquer A é finito sse for vazio ou tiver um
numero finito de elementos; diremos que um conjunto é infinito sse ndo for
finito, o que significa que tem um ntmero infinito de elementos.

Frequentes vezes, para exprimir que A é finito, diremos que A tem
cardinal finito. No caso de A ser infinito, diremos também que A tem
cardinal infinito.

Exemplos de conjuntos finitos

e O conjunto das cidades de Portugal.

e O conjunto das letras do alfabeto portugués.

e O conjunto de “pixel” de um écran de cristais liquidos.

e O conjunto de cidaddos da Republica Portuguesa.

e O conjunto de solugdes da equacao x'% — 24x* — 127 = 0.

e O conjunto vazio.

e O conjunto dos ntimeros complexos z tais que z? + 127 = 0.
e O conjunto dos ntimeros reais x tais que x> — 127 = 0.

¢ O conjunto dos ntimeros reais x tais que x* + 127 = 0.

O conjunto dos niimeros naturais menores do que mil bilides de
bilides.
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Exemplos de conjuntos infinitos

e O conjunto N dos niimeros naturais.

¢ O conjunto Z dos ntimeros inteiros.

e O conjunto Q dos ntimeros racionais.
e O conjunto R dos niimeros reais.

e O conjunto C dos nimeros complexos.
¢ O conjunto dos ntimeros primos.

e O conjunto de ntimeros reais maiores ou iguais a zero e menores ou
iguais a 1.

e O conjunto dos ntmeros reais x da forma x = 1/n, com n inteiro
positivo.

No caso de um conjunto finito ndo vazio é facil entender o que é o seu
numero de elementos. Por exemplo o conjunto

{a,b,c,d)
tem quatro elementos, enquanto o conjunto
{(neN: 1<n <100}

tem 100 elementos.

Por defini¢do diremos que o niimero de elementos do conjunto vazio
€ 0. Aontamero de elementos de um conjunto finito A chamaremos também
cardinal desse conjunto; esse niimero serd designado usualmente por #A.
Assim, por exemplo, tem-se

#{a,e,i,o,u} =5,
#neN:1<n<700} =700,
#) = 0.

Claro que o cardinal do conjunto vazio é, por definigdo, zero. E o cardi-
nal do conjunto {0}? Este conjunto tem um tinico elemento, nomeadamente
o objecto 0; logo o seu cardinal é igual a 1. Outros exemplos do mesmo
tipo:



Repare-se que {0} é um conjunto cujo tnico elemento é o conjunto vazio,
pelo que sdo verdadeiras as proposicdes

0 € {0} 0 c{0}.

O conjunto {{0}} é diferente: tem um tnico elemento que é o conjunto {0}
(ou seja o conjunto constituido pelo conjunto vazio). Sdo verdadeiras as
proposicoes

9 Produto cartesiano

Suponhamos que o Ricardo e a Inés (ambos cidaddos portugueses) sdao os
dois tnicos concorrentes do concurso televisivo XPTO. Entédo, designando
por A o conjunto formado pelo Ricardo e pela Inés, podemos dizer que A
é o conjunto dos concorrentes do referido concurso televisivo. Tem-se

A = {Ricardo, Inés}

ou ainda
A = {Inés, Ricardo}

porque, como sabemos, um conjunto fica determinado exclusivamente
pelos objectos que lhe pertencem e ndo pela ordem em que os escrevemos.
Designando por C o conjunto de todos os cidaddos portugueses podemos
também escrever

A = {x € C; x é concorrente do concurso XPTO}.

Recordamos que, sob esta tltima forma, o conjunto A estd definido com-
preensivamente, enquanto anteriormente estava definido extensivamente.

O conhecimento do conjunto A apenas nos diz quais foram os dois
concorrentes do concurso XPTO, ndo nos esclarecendo qual deles ficou em
primeiro lugar e qual ficou em segundo lugar. Para isso teriamos de, entre
os dois elementos do conjunto A, escolher um que seria o primeiro e outro
que seria o segundo. Podemos convencionar escrever

(Inés, Ricardo)

para indicar que a Inés foi a vencedora e o Ricardo perdeu. Se quiséssemos
indicar que o Ricardo tinha ganho e a Inés tinha perdido, escreveriamos

(Ricardo, Inés).

28



Repare-se na diferenca entre os dois simbolos
{Inés, Ricardo} e (Inés, Ricardo).

O simbolo “{Inés, Ricardo}”, que j& é muito nosso conhecido, representa o
conjunto constituido pela Inés e pelo Ricardo. O simbolo “(Inés, Ricardo)”
representa um ente — a que chamamos par ordenado — que é o conjunto
da Inés e do Ricardo munido de uma ordem; neste caso a Inés é o primeiro
elemento do “par ordenado” e o Ricardo é o segundo elemento desse par
ordenado.

Analogamente o simbolo “(Inés, Ricardo)” representa um par ordenado
que é o conjunto da Inés e do Ricardo munido de uma ordem: o Ricardo é
o primeiro elemento do par ordenado e a Inés o segundo.

No caso geral, sejam a e b dois objectos quaisquer. Com estes objectos
podemos construir dois pares ordenados distintos (a,b) e (b,a). No par
ordenado (a,b), a é o primeiro objecto e b o segundo. No par ordenado
(b,a) passa-se o contrdrio, ou seja, b é o primeiro objecto e a4 o segundo.
Evidentemente que se tem (exceptuando o caso a = b)

(a,b) # (b,a).

Para além da distin¢do que fazemos entre os pares ordenados (a,b) e (b, a),
também os devemos distinguir do conjunto A constituido pelos objectos
aeb:

A ={a,b} ={b,a} # (a,b) e A ={a, b} = {b,a} # (b,a).
Consideremos agora os dois conjuntos A e B assim definidos:
A ={a,b,c} e B =1{1,2}.

Podemos tentar formar pares ordenados escolhendo para primeiro ele-
mento do par um objecto do conjunto A e para segundo elemento do par
um objecto do conjunto B. Por exemplo

(c,2) e (b, 1).

Podemos mesmo escrever todos os pares ordenados formados por este
processo:

(a,1) (a,2) (b, 1) (b,2) (c,1) (c,2).

Ao conjunto destes seis pares ordenados (que sdo todos os obtidos esco-
lhendo para primeiro elemento do par um objecto de A e para segundo
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elemento do par um objecto de B) chamamos produto cartesiano de A por B.
Designando por A X B o produto cartesiano de A por B temos entdo

AXB=1{(@a1),(@a?2),(0b1),(0,2),(c1),(,2)}

Claro que também poderiamos ter pensado nos pares ordenados em que
o primeiro elemento do par é um objecto de B e o segundo um objecto de
A. Terfamos entdo o produto cartesiano de B por A

BxA=1{1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,0)}.

Estamos agora em condi¢des de passar ao caso geral, dando a seguinte
definigao

Definicao 7. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Chamaremos produto
cartesiano de A por B ao conjunto A X B constituido por todos os pares ordenados
(a,b) tais que a pertence a A e b pertence a B:

AxXB={xelU; x=(ab), comacAeb e B}.

Se um dos conjuntos A ou B for vazio, entdo o produto cartesiano A X B
é também vazio:
AXQP=0xB=0

Da propria definigdo de produto cartesiano de dois conjuntos resulta
que esse produto ndo verifica a propriedade comutativa. De facto A X B é
um conjunto de pares ordenados em que o primeiro elemento do par é um
objecto de A, enquanto B X A é um conjunto de pares ordenados em que o
primeiro elemento do par é um objecto de B.

Claro que podemos pensar no produto cartesiano de um conjunto A por
si proprio; nesse caso, em vez de escrevermos A X A, poderemos também
escrever (com o mesmo significado) A%; dizemos ainda que A% é o quadrado
cartesiano do conjunto A.

Por exemplo, sendo A = {a,1,5}, o quadrado cartesiano de A serd o
conjunto

A% ={(a,a),(a,1),(@a,5),(1,a),(1,1),(,5),(5,a),(5,1),(5,5)).

Pensemos agora em dois conjuntos A e B finitos; é imediato que o
produto cartesiano A X B também é finito. Serd que conseguimos relacionar
o cardinal de A X B com o cardinal m de A e o cardinal n de B? Pensemos na
forma de construir o produto cartesiano: a cada elementoa de A associamos
um elemento b de B para formar o par (a, b). Portanto, cada elementoade A,
vai originar tantos pares ordenados quantos os elementos de B. Por outras
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palavras, fixado um elemento a de A, existem tantos pares ordenados em
que a é o primeiro elemento do par quantos os elementos de B. O ntimero
de pares ordenados em que o primeiro elemento do par é a é portanto 7,
que é o namero de elementos de B. Cada elemento de A origina n pares
ordenados; como A tem m elementos, o nimero total de pares ordenados
é m X n. Mostrdmos assim que, no caso de A e B serem conjuntos finitos,
se tem
#(A X B) = #A X #B.

Claro que, se um dos conjuntos A ou B for infinito e nenhum deles for
vazio, entdo o produto cartesiano A X B também é infinito.

Tal como definimos a nogdo de par ordenado, podemos agora introduzir
anogdo de terno ordenado. Dados trés objectos 4, b e ¢, chamaremos terno
ordenado

(a,b,c)

ao conjunto {4, b, c} munido de uma ordenacdo, por forma a que o primeiro
elemento seja a, o segundo seja b e o terceiro seja c. Claro que a ordenagdo
poderia ter sido outra. Por exemplo (c,a,b) é um também um terno orde-
nado, mas agora o primeiro elemento é c, o segundo é a e o terceiro é b.
Mais uma vez chamamos a atencdo para o facto de se ter

(a,b,c) # (c,a,b)

Por outro lado, tal como os pares ordenados, ha que distinguir um terno
ordenado de um conjunto com trés elementos.

Sejam A, B e C trés conjuntos quaisquer. Podemos pensar em todos
os ternos ordenados que se obtém escolhendo para primeiro elemento
do terno um objecto de A, para segundo elemento um objecto de B e para
terceiro elemento um objecto de C. Designaremos o conjunto de todos esses
ternos ordenados por A X B X C e diremos tratar-se do produto cartesiano
de A por B e por C.

Vejamos um exemplo. Seja A = {Luis, Jalia }, B = {5} e C = {s,t,u}. Um
terno ordenado pertencente a A X B X C é, por exemplo, (Luis, 5, u). E facil
determinar o produto cartesiano de A por B e por C:

A X Bx C ={(Luis, 5,s), (Luis, 5, t), (Luis, 5, u),
(Julia, 5,s), (Julia, 5, t), (Julia, 5, u)}.
Dados trés conjuntos A, B e C, ja sabemos o que se entende por AXBXC:

é o conjunto de todos os ternos ordenados em que o primeiro elemento do
terno pertence a A, o segundo a B e o terceiro a C.
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Por outro lado também sabemos o que significa (A X B) X C: é um
conjunto de pares ordenados em que o primeiro elemento do par é um
objecto de A X B e o segundo um objecto do conjunto C. Aquele primeiro
elemento do par, por ser um objecto de AXB, é ele préprio um par ordenado,
em que o primeiro elemento é um objecto de A e 0 segundo um objecto de
B. Temos dois entes distintos:

(a,b,c) elemento de A X Bx C,
((a,b), c) elemento de (A X B) x C.

Os entes (a,b,c) e ((a,b), c), embora distintos, tém parecencas 6bvias. Isso
leva-nos a adoptar um procedimento muito comum em Matematica: iden-
tificar dois entes que, embora distintos, podem ser interpretados como um
tnico ente. Assim identificamos o objecto ((a, b), c) (elemento do conjunto
(A% B)xC) com o terno ordenado (g, b, c) (elemento do conjunto A X B x C).

Ainda podemos pensar num outro conjunto intimamente relacionado
com os anteriores; trata-se de A X (B x C). Este conjunto é formado por
elementos da forma

(a,(b,c))

que sdo pares ordenados onde o primeiro elemento do par é um objecto de
A e o segundo elemento do par é um objecto de B x C. E evidente que nos
dé jeito identificar o objecto (a, (b, c)) com o terno ordenado (g, b, c), e, por
consequéncia, também com ((a, b), c).

No fundo o que fizemos foi identificar os trés conjuntos seguintes:
(AXB)xC, AXx(BxC)e AxBxC. Com esta identificacdo podemos
escrever (embora seja um abuso de linguagem)

AXBXC=(AXB)XC=AXx(BxCQ().

Aigualdade (AX B)xC = AX(BxC) exprime a associatividade do produto
cartesiano. Cuidado! Esta associatividade s6 é valida mediante as identi-
ficagdes entre os conjuntos (A X B) X C, A X (B X C) e A X B X C referidas
anteriormente.
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