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´æc�£xĿ�üx´£ ´` üoD ü���

ࡦ xȣʉɫȴƌʞƁʉǩȴȣ ʉȴ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ʉǞƟȴɫˈ
ࡦ ðȴȝƟ ƌƟ˨ȣǩʉǩȴȣɻ Œȣƌ ȅƟɫȣƟȋ
ࡦ æƟȋŒʉǩȴȣɻǞǩɠ ʿǩʉǞ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻࡱ ðƁǞʞɫ ǩȣɻƟɫʉǩȴȣɻ

ࡦ ßǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣɻ ǩȣ ȝŒʉɫǩˇ ȝȴƌƟȋɻ
ࡦ DˇŒȝɠȋƟࡩ cɫȴɻɻ࢙īǩʉʉƟȣ
ࡦ ċȣǩʉŒɫˈ ȝȴƌƟȋɻ ʻɻ ȝȴƌƟȋɻ ȴȣ ʉǞƟ ɫƟŒȋ ȋǩȣƟࡪ Ɓȴȣʉǩȣʞʞȝ Œȣƌ ƌǩɻƁɫƟʉƟ

ࡦ óó࢙ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ȴǇ Ɗ߿ ĳŒȣǊ࢙�ǩȋȋɻ ʉǞƟȴɫˈ ȴȣ è߿
ࡦ DǇǇƟƁʉɻ ȴǇ ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ȴȣ 5ȴʞǊȋŒɻ࢙�Œ˔Œȅȴʻ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ
ࡦ +ȴȝȝƟȣʉɻ ȴȣ ʉǞƟ ɡ࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ʉǞƟȴɫˈ

ࡦ ´ʞʉȋȴȴȅ Œȣƌ ɫƟǇƟɫƟȣƁƟɻ



´æc�£xĿ�üx´£ ´` üoD ü���

ࡦ xȣʉɫȴƌʞƁʉǩȴȣ ʉȴ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ʉǞƟȴɫˈ
ࡦ ðȴȝƟ ƌƟ˨ȣǩʉǩȴȣɻ Œȣƌ ȅƟɫȣƟȋ
ࡦ æƟȋŒʉǩȴȣɻǞǩɠ ʿǩʉǞ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻࡱ ðƁǞʞɫ ǩȣɻƟɫʉǩȴȣɻ

ࡦ ßǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣɻ ǩȣ ȝŒʉɫǩˇ ȝȴƌƟȋɻ
ࡦ DˇŒȝɠȋƟࡩ cɫȴɻɻ࢙īǩʉʉƟȣ
ࡦ ċȣǩʉŒɫˈ ȝȴƌƟȋɻ ʻɻ ȝȴƌƟȋɻ ȴȣ ʉǞƟ ɫƟŒȋ ȋǩȣƟࡪ Ɓȴȣʉǩȣʞʞȝ Œȣƌ ƌǩɻƁɫƟʉƟ

ࡦ óó࢙ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ȴǇ Ɗ߿ ĳŒȣǊ࢙�ǩȋȋɻ ʉǞƟȴɫˈ ȴȣ è߿
ࡦ DǇǇƟƁʉɻ ȴǇ ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ȴȣ 5ȴʞǊȋŒɻ࢙�Œ˔Œȅȴʻ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ
ࡦ +ȴȝȝƟȣʉɻ ȴȣ ʉǞƟ ɡ࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ʉǞƟȴɫˈ

ࡦ ´ʞʉȋȴȴȅ Œȣƌ ɫƟǇƟɫƟȣƁƟɻ
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ࡦ xȣʉɫȴƌʞƁʉǩȴȣ ʉȴ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ʉǞƟȴɫˈ
ࡦ ðȴȝƟ ƌƟ˨ȣǩʉǩȴȣɻ Œȣƌ ȅƟɫȣƟȋ
ࡦ æƟȋŒʉǩȴȣɻǞǩɠ ʿǩʉǞ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻࡱ ðƁǞʞɫ ǩȣɻƟɫʉǩȴȣɻ

ࡦ ßǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣɻ ǩȣ ȝŒʉɫǩˇ ȝȴƌƟȋɻ
ࡦ DˇŒȝɠȋƟࡩ cɫȴɻɻ࢙īǩʉʉƟȣ
ࡦ ċȣǩʉŒɫˈ ȝȴƌƟȋɻ ʻɻ ȝȴƌƟȋɻ ȴȣ ʉǞƟ ɫƟŒȋ ȋǩȣƟࡪ Ɓȴȣʉǩȣʞʞȝ Œȣƌ ƌǩɻƁɫƟʉƟ

ࡦ óó࢙ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ȴǇ Ɗ߿ ĳŒȣǊ࢙�ǩȋȋɻ ʉǞƟȴɫˈ ȴȣ è߿
ࡦ DǇǇƟƁʉɻ ȴǇ ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ȴȣ 5ȴʞǊȋŒɻ࢙�Œ˔Œȅȴʻ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ
ࡦ +ȴȝȝƟȣʉɻ ȴȣ ʉǞƟ ɡ࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ʉǞƟȴɫˈ

ࡦ ´ʞʉȋȴȴȅ Œȣƌ ɫƟǇƟɫƟȣƁƟɻ
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ࡦ xȣʉɫȴƌʞƁʉǩȴȣ ʉȴ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ʉǞƟȴɫˈ
ࡦ ðȴȝƟ ƌƟ˨ȣǩʉǩȴȣɻ Œȣƌ ȅƟɫȣƟȋ
ࡦ æƟȋŒʉǩȴȣɻǞǩɠ ʿǩʉǞ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻࡱ ðƁǞʞɫ ǩȣɻƟɫʉǩȴȣɻ

ࡦ ßǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣɻ ǩȣ ȝŒʉɫǩˇ ȝȴƌƟȋɻ
ࡦ DˇŒȝɠȋƟࡩ cɫȴɻɻ࢙īǩʉʉƟȣ
ࡦ ċȣǩʉŒɫˈ ȝȴƌƟȋɻ ʻɻ ȝȴƌƟȋɻ ȴȣ ʉǞƟ ɫƟŒȋ ȋǩȣƟࡪ Ɓȴȣʉǩȣʞʞȝ Œȣƌ ƌǩɻƁɫƟʉƟ

ࡦ óó࢙ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ȴǇ Ɗ߿ ĳŒȣǊ࢙�ǩȋȋɻ ʉǞƟȴɫˈ ȴȣ è߿
ࡦ DǇǇƟƁʉɻ ȴǇ ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ȴȣ 5ȴʞǊȋŒɻ࢙�Œ˔Œȅȴʻ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ
ࡦ +ȴȝȝƟȣʉɻ ȴȣ ʉǞƟ ɡ࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ʉǞƟȴɫˈ

ࡦ ´ʞʉȋȴȴȅ Œȣƌ ɫƟǇƟɫƟȣƁƟɻ
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ࡦ æŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ʉǞƟȴɫˈ ɫȴʞǊǞȋˈ Œǩȝɻ ʉȴ ʞȣƌƟɫɻʉŒȣƌ ȴǇ ʉǞƟ ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻ
ɻʞƁǞࢍ Œɻ ʉǞƟ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻ ȴǇ ȝŒʉɫǩˇ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࢎ ȴǇ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ʿǩʉǞ ƟȣʉɫǩƟɻ
ƌɫŒʿȣ ɫŒȣƌȴȝȋˈ Ǉɫȴȝ ʻŒɫǩȴʞɻ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣɻࡱ

ࡦ �Ɵʉ � = (�ǺȂ)
 
Ǻ,Ȃ=߾ ŷƟ Œ ɻɧʞŒɫƟ  ×   ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ

ƟȋƟȝƟȣʉɻ �ǺȂࡱ üǞǩɻ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ɫƟɻɠƟƁʉ ʉȴ Œ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡪ ƌƟ˨ȣƟƌ ŷˈ

Ø β(�)Ɗ� = exp (−βh`ğ(�))Ɗ�.

ࡦ �ȴɻʉ ɻʉʞƌǩƟƌ ƟȣɻƟȝŷȋƟɻ ŒɫƟ ʉǞƟ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣɻƟȝŷȋƟɻࡪ ğ(�) = ࡱ߿� xʉ ƁŒȣ
ŷƟ ɻǞȴʿȣ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ɠɫƟʻǩȴʞɻ ƟˇɠɫƟɻɻǩȴȣ ǩɻ ŒʞʉȴȝŒʉǩƁŒȋȋˈ ɫƟɻʉɫǩƁʉƟƌ ʉȴ ʉǞƟ
Ǉȴɫȝ

Ø(�) = exp(−Œh`߿� + Ŷh`�+ ƀ), Œ > ߽.

ǩǇ ȴȣƟ ɠȴɻʉʞȋŒʉƟɻ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ ȴǇ ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ƟȋƟȝƟȣʉɻ �ǺȂࡱ
üǞƟɫƟ ŒɫƟ ʉǞɫƟƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ƟȣɻƟȝŷȋƟɻ ƌƟ˨ȣƟƌࡪ ƌƟɠƟȣƌǩȣǊ ȴȣ ʉǞƟ ʻŒȋʞƟɻ
ȴǇ ʉǞƟ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ β = ,߾ ߿ ȴɫ ࡱࠁ
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ࡦ DȣɻƟȝŷȋƟɻ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ  ×   ȝŒʉɫǩƁƟɻ � ŒɫƟ ƌƟ˨ȣƟƌ ŷˈ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ
ƌƟȝŒȣƌɻࡩ

ࡱ߾ üǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ø(�)Ɗ[�] ǩɻ ǩȣʻŒɫǩŒȣʉ ʞȣƌƟɫ Œȣˈ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝŒʉǩȴȣ
�→ Ă−߾�Ă, ʿǞƟɫƟ Ă ǩɻ ƟǩʉǞƟɫ Œȣ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ (β = ࡪ(߾ ʞȣǩʉŒɫˈ (β = (߿ ȴɫ
ɻˈȝɠȋƟƁʉǩƁ (β = (ࠁ ȝŒʉɫǩˇࡱ üǞŒʉ ǩɻ ʉȴ ɻŒ ࡪ̍ ǩǇ �′ = Ă−߾�Ă ʿǞƟɫƟ Ă
ŷƟȋȴȣǊɻ ʉȴ ʉǞƟ ʞȣǩʉŒɫˈ Ǌɫȴʞɠ Ă( ;β)ࡪ ʉǞƟȣ Ø (�′)Ɗ [�′] ऑØ (�)Ɗ ࡱ[�]

ࡱ߿ üǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ʿǞǩƁǞ ŒɫƟ ȣȴʉ ɫƟȋŒʉƟƌ ŷˈ ʉǞƟ ɻˈȝȝƟʉɫˈ ȴǇ ʉǞƟ
ȝŒʉɫǩˇ ŒɫƟ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ cŒʞɻɻǩŒȣࢍ ƟȣɻƟȝŷȋƟɻࡱࢎ



æ�üࡩ x£üDcæ�üx´£ ´ĨDæ DxcD£Ĩ��ċDð

ࡦ 5ǩŒǊȴȣŒȋǩ˔Œʉǩȴȣࡩ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ȝŒʉɫǩˇ � ʉǞƟɫƟ ǩɻ Œ ȝŒʉɫǩˇ Ă ʉǞŒʉ ȝŒɠɻ ǩʉ ȴȣʉȴ
ǩʉɻ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࡱ üǞƟ �ŒƁȴŷǩŒȣ ȴǇ ʉǞƟ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ǩɻ
�β ({ˀǦ}) =

∏
Ǧ<Ǻ |ˀǦ − ˀǺ|β ࡱ üǞƟ ɫƟɻʞȋʉǩȣǊ ƟˇɠɫƟɻɻǩȴȣ ǩɻ

Ø(ˀ߾, ..., ˀ ) = * 
∏

Ǧ<Ǻ

|ˀǦ − ˀǺ|β exp

[
−

 ∑

Ǧ=߾
ğ(ˀǦ)

]
,

ࡦ üǞƟ ȝŒǩȣ ɫƟȋƟʻŒȣʉ ɧʞŒȣʉǩʉǩƟɻ ŒɫƟ ȝ࢙ɠŒɫʉǩŒȋ ǩȣʉƟǊɫŒʉǩȴȣɻ ȴʻƟɫ ʉǞƟ
ɠɫƟʻǩȴʞɻ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ࢙  ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ƌƟȣɻǩʉˈ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ üǞƟ ɻǩȝɠȋƟɻʉ ƁŒɻƟ ʉȴ ʉɫƟŒʉ ŒȣŒȋˈʉǩƁŒȋȋˈࡩ oƟɫȝǩʉǩŒȣ (β = (߿ ƟȣɻƟȝŷȋƟࡱ
ࡦ īƟˈȋ ǩȣʉƟǊɫŒʉǩȴȣ ǇȴɫȝʞȋŒࡩ a �ǩƟ Ǌɫȴʞɠࡪ ó ȝŒˇǩȝŒȋ ʉȴɫʞɻࡱ üǞƟ oŒŒɫ
ǩȣʉƟǊɫŒȋ ȴǇ Œ ƁȋŒɻɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ƁȴȝɠʞʉƟƌ Œɻ Œȣ ǩȣʉƟǊɫŒȋ ȴʻƟɫ ʉǞƟ ʉȴɫʞɻࡱ Dˇࡩ
a = Ă( )

∫

a
ǅ(ǈ)Ɗǈ =

߾
Ƞ!

∫

ó
ǅ





ʂ߾
ࡱ ࡱ ࡱ

ʂȠ




∏

Ǧ<Ǻ

|ʂǦ − ʂǺ|߿ Ɗʂ
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ࡦ �Ɵʉ ɛ (ˀ) = Œ ˀ + ... ŷƟ ʉǞƟ ʉǞ࢙  ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ŒɻɻȴƁǩŒʉƟƌ ʉȴ
2−ğ(ˀ)ࡱ ȅ࢙ɠȴǩȣʉ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ʉʿȴ࢙ɠȴǩȣʉ
ȅƟɫȣƟȋ Œɻ Ǉȴȋȋȴʿɻ Ǉȴɫࢍ β = ࢎ߿

ßȂ(ˀ߾, ˀ߿, ..., ˀȂ) = det [�  (ˀǦ, ˀǺ)]߾≤Ǧ,Ǻ≤Ȃ .

ࡦ ´ɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋɻ ȝƟʉǞȴƌ⇒ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ƟˇɠɫƟɻɻǩȴȣɻ Ǉȴɫ �  (ˀǦ, ˀǺ)ࡱ
üǞƟ ʉʿȴ࢙ɠȴǩȣʉ ȅƟɫȣƟȋ ʞɻǩȣǊࢍ Œȋɻȴ ʉǞƟ +ǞɫǩɻʉȴǇǇƟȋ5࢙Œɫŷȴʞˇ ǩƌƟȣʉǩʉˈࢎ ǩɻ

�  (ˀ, ˁ) = 2−
(ğ(ˀ)+ğ(ˁ))

߿

∑߾− 

Ȃ=߽
ɛȂ (ˀ) ɛȂ(ˁ)

=
ƀ −߾
ƀ 

ɛ (ˀ)ɛ −߾(ˁ)− ɛ −߾ (ˀ) ɛ  (ˁ)
ˀ− ˁ 2−

(ğ(ˀ)+ğ(ˁ))
߿ .

ࡦ üǞǩɻ ȅƟɫȣƟȋ ǩɻ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ Œȋɻȴ ǩȣ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ Œȣƌ ȝŒƁǞǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ࡱǊࡱƟࢍ
ɻʞɠɠȴɫʉ ʻƟƁʉȴɫ ȝŒƁǞǩȣƟɻࢎ Œȣƌ ǩȣ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻ ǩȣ ǊƟȣƟɫŒȋ ɻǩȣƁƟࡪ ʿǩʉǞȴʞʉ Œȣˈ
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ü´Dß�xüĿ 5DüDæ�x£�£üð

3 (ǅ) =

ƌƟʉ
 × 

(ƊǺ−Ȃ) = ƌƟʉ
 × 





Ɗ߽ Ɗ−߾ Ɗ−߿ Ɗ−ࠀ

Ɗ߾ Ɗ߽ Ɗ−߾ Ɗ−߿
ࡱ ࡱ ࡱ

Ɗ߿ Ɗ߾ Ɗ߽ Ɗ−߾
ࡱ ࡱ ࡱ

Ɗࠀ Ɗ߿ Ɗ߾ Ɗ߽
ࡱ ࡱ ࡱ

ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ





! ǅ(ƝǦθ) =
∑

Ȃ∈Z
ƊȂƝǦȂθ
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∫
Ă( ) ǅ(�)Ɗࡱ�

ࡦ oƟǩȣƟ࢙ð˔ƟǊɎ ǩƌƟȣʉǩʉˈ

3 (ǅ) =
߾
 !

߾
 (π߿)

∫ π߿

߽
...

∫ π߿

߽

∏

 ≥Ǻ<Ȃ≥߾

|ƝǦθǺ − ƝǦθȂ ߿|
 ∏

Ȃ=߾
ǅ(ƝǦθȂ)ƊθȂ.
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�x£´æð ´` ü´Dß�xüĿ ��üæx+Dð

3

λ,µ

  (ǅ) = ƌƟʉ
 × 

(ƊǺ

−λǺ

−Ȃ

+µȂ

) = ƌƟʉ
 × 





Ɗ߽ Ɗ−߾ Ɗ−߿ Ɗ−ࠀ Ɗ−ࠁ Ɗ−ࠂ

Ɗ߾ Ɗ߽ Ɗ−߾ Ɗ−߿ Ɗ−ࠀ Ɗ−ࠁ
ࡱ ࡱ ࡱ

Ɗ߿ Ɗ߾ Ɗ߽ Ɗ−߾ Ɗ−߿ Ɗ−ࠀ
ࡱ ࡱ ࡱ

Ɗࠀ Ɗ߿ Ɗ߾ Ɗ߽ Ɗ−߾ Ɗ−߿
ࡱ ࡱ ࡱ

Ɗࠁ Ɗࠀ Ɗ߿ Ɗ߾ Ɗ߽ Ɗ−߾
ࡱ ࡱ ࡱ

ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ





üǞƟ ɻʉɫǩȅǩȣǊ ɠŒʉʉƟɫȣ ǩɻ ƟȣƁȴƌƟƌ ǩȣ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣɻࡱ �ŷȴʻƟࡪ λ = ,(߾) µ = ,߿) ࡱ(߾
īƟ ŒȋʿŒˈɻ ŒɻɻʞȝƟ Ȉ(λ), Ȉ(µ) ≤ ࡱ  cƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ oƟǩȣƟ࢙ð˔ƟǊɎ ǩƌƟȣʉǩʉˈ

3λ,µ
  (ǅ) =

∫

Ă( )
ɵλ(�)ɵµ(�)ǅ(�)Ɗ� =

߾
 !

߾
 (π߿)

∫ π߿

߽
...

∫ π߿

߽
ɵλ(Ɲ−Ǧθ)ɵµ(ƝǦθ)

∏

 ≥Ǻ<Ȃ≥߾

|ƝǦθǺ − ƝǦθȂ ߿|
 ∏

Ȃ=߾
ǅ(ƝǦθȂ)ƊθȂ.
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3λ,µ
  (ǅ) = ƌƟʉ

 × 
(ƊǺ−λǺ−Ȃ+µȂ) = ƌƟʉ

 × 





Ɗ߽ Ɗ−߾ Ɗ−߿ Ɗ−ࠀ Ɗ−ࠁ Ɗ−ࠂ

Ɗ߾ Ɗ߽ Ɗ−߾ Ɗ−߿ Ɗ−ࠀ Ɗ−ࠁ
ࡱ ࡱ ࡱ

Ɗ߿ Ɗ߾ Ɗ߽ Ɗ−߾ Ɗ−߿ Ɗ−ࠀ
ࡱ ࡱ ࡱ

Ɗࠀ Ɗ߿ Ɗ߾ Ɗ߽ Ɗ−߾ Ɗ−߿
ࡱ ࡱ ࡱ

Ɗࠁ Ɗࠀ Ɗ߿ Ɗ߾ Ɗ߽ Ɗ−߾
ࡱ ࡱ ࡱ

ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ





üǞƟ ɻʉɫǩȅǩȣǊ ɠŒʉʉƟɫȣ ǩɻ ƟȣƁȴƌƟƌ ǩȣ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣɻࡱ �ŷȴʻƟࡪ λ = ,(߾) µ = ,߿) ࡱ(߾
īƟ ŒȋʿŒˈɻ ŒɻɻʞȝƟ Ȉ(λ), Ȉ(µ) ≤ ࡱ 
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∫
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߾
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∏
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īƟ ŒȋʿŒˈɻ ŒɻɻʞȝƟ Ȉ(λ), Ȉ(µ) ≤ ࡱ  cƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ oƟǩȣƟ࢙ð˔ƟǊɎ ǩƌƟȣʉǩʉˈ

3λ,µ
  (ǅ) =

∫

Ă( )
ɵλ(�)ɵµ(�)ǅ(�)Ɗ� =

߾
 !

߾
 (π߿)

∫ π߿

߽
...

∫ π߿

߽
ɵλ(Ɲ−Ǧθ)ɵµ(ƝǦθ)

∏

 ≥Ǻ<Ȃ≥߾

|ƝǦθǺ − ƝǦθȂ ߿|
 ∏

Ȃ=߾
ǅ(ƝǦθȂ)ƊθȂ.



ċȣǩʉŒɫˈ Œȣƌ ƌǩɻƁɫƟʉƟ ȝŒʉɫǩˇ ȝȴƌƟȋɻࡩ
ɠǞŒɻƟɻ Œȣƌ Œ ƌ߿ ĳ� ȝȴʉǩʻŒʉǩȴȣ



ċ£xü�æĳ Ĩð 5xð+æDüD ��üæxĲ �´5D�ð

Ɗ߿ ĳࡩ� īǩȋɻȴȣ Œȣƌ ǞƟŒʉ࢙ȅƟɫȣƟȋ ȋŒʉʉǩƁƟ ŒƁʉǩȴȣɻ

ࡦ �ŒʉʉǩƁƟ ʉǞƟȴɫˈ ʿǩʉǞ īǩȋɻȴȣ ŒƁʉǩȴȣ⇒ ǩȣʉƟǊɫŒʉǩȴȣ ȴʻƟɫ ǊŒʞǊƟ Ǌɫȴʞɠ èĂ( )
ȴɫ Ă( )ࡱ

üǞǩɻ ǊǩʻƟɻ ʉǞƟ cɫȴɻɻ࢙īǩʉʉƟȣ࢙īŒƌǩŒ ȝŒʉɫǩˇ ȝȴƌƟȋࡱ xȣʉƟǊɫŒʉǩȴȣ
ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ȴȣ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ƁǩɫƁȋƟࡱ

Z:qq =

∫

[−π,π] 
Ɗ θƝ

߿
ǈ
∑ 

Ǻ=߾ cos θǺ
∏

Ǧ<Ǻ

(
߿ sin θǦ − θǺ

߿

߿(

�ŒɫǊƟ   ȋǩȝǩʉ ʿǩʉǞ λ = ǈ  ˨ˇƟƌࡱ üǞǩɫƌ ȴɫƌƟɫ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ Œʉ λ = ࡱ߿
ࡦ īǩʉǞ ǞƟŒʉ࢙ȅƟɫȣƟȋ ȋŒʉʉǩƁƟ ŒƁʉǩȴȣࡩ �ǩǊƌŒȋ ǇȴɫȝʞȋŒࡱ `ȴɫ ʉǞƟ ɻɠǞƟɫƟ è߿

ZuJ =
∑

ß
(dimß)߿ exp

{
−Œǈ

߿
uJ
߿ (ß)߿*

}
. ࢎ߾ࢍ

üǞǩɻ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Œ ƌǩɻƁɫƟʉƟ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣɻƟȝŷȋƟ ƌǩɻƁɫƟʉƟࢍ cċDࡱࢎ #ȴʉǞ
ȝȴƌƟȋɻ ŒɫƟ ɻʉʞƌǩƟƌ ʿǩʉǞ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ȝƟʉǞȴƌɻ ǩȣ æŒȣƌȴȝ �Œʉɫǩˇ üǞƟȴɫ ࡪ̍
ɻǞȴʿǩȣǊ Œ ʉǞǩɫƌ ȴɫƌƟɫ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ Œʉ ȋŒɫǊƟ   cīīࢍ Œȣƌ 5ȴʞǊȋŒɻ࢙�Œ˔Œȅȴʻ
ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣࡱࢎ
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Ɗ߿ ĳࡩ� īǩȋɻȴȣ Œȣƌ ǞƟŒʉ࢙ȅƟɫȣƟȋ ȋŒʉʉǩƁƟ ŒƁʉǩȴȣɻ

ࡦ �ŒʉʉǩƁƟ ʉǞƟȴɫˈ ʿǩʉǞ īǩȋɻȴȣ ŒƁʉǩȴȣ⇒ ǩȣʉƟǊɫŒʉǩȴȣ ȴʻƟɫ ǊŒʞǊƟ Ǌɫȴʞɠ èĂ( )
ȴɫ Ă( )ࡱ üǞǩɻ ǊǩʻƟɻ ʉǞƟ cɫȴɻɻ࢙īǩʉʉƟȣ࢙īŒƌǩŒ ȝŒʉɫǩˇ ȝȴƌƟȋࡱ xȣʉƟǊɫŒʉǩȴȣ
ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ȴȣ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ƁǩɫƁȋƟࡱ

Z:qq =

∫

[−π,π] 
Ɗ θƝ

߿
ǈ
∑ 

Ǻ=߾ cos θǺ
∏

Ǧ<Ǻ

(
߿ sin θǦ − θǺ

߿

߿(

�ŒɫǊƟ   ȋǩȝǩʉ ʿǩʉǞ λ = ǈ  ˨ˇƟƌࡱ üǞǩɫƌ ȴɫƌƟɫ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ Œʉ λ = ࡱ߿
ࡦ īǩʉǞ ǞƟŒʉ࢙ȅƟɫȣƟȋ ȋŒʉʉǩƁƟ ŒƁʉǩȴȣࡩ �ǩǊƌŒȋ ǇȴɫȝʞȋŒࡱ `ȴɫ ʉǞƟ ɻɠǞƟɫƟ è߿

ZuJ =
∑

ß
(dimß)߿ exp

{
−Œǈ

߿
uJ
߿ (ß)߿*

}
. ࢎ߾ࢍ

üǞǩɻ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Œ ƌǩɻƁɫƟʉƟ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣɻƟȝŷȋƟ ƌǩɻƁɫƟʉƟࢍ cċDࡱࢎ #ȴʉǞ
ȝȴƌƟȋɻ ŒɫƟ ɻʉʞƌǩƟƌ ʿǩʉǞ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ȝƟʉǞȴƌɻ ǩȣ æŒȣƌȴȝ �Œʉɫǩˇ üǞƟȴɫ ࡪ̍
ɻǞȴʿǩȣǊ Œ ʉǞǩɫƌ ȴɫƌƟɫ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ Œʉ ȋŒɫǊƟ   cīīࢍ Œȣƌ 5ȴʞǊȋŒɻ࢙�Œ˔Œȅȴʻ
ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣࡱࢎ
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oȴʿƟʻƟɫࡪ ʉǞƟ ʞȣƌƟɫȋˈǩȣǊ ȝƟƁǞŒȣǩɻȝ ǩɻ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉࡪ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ɠȴǩȣʉ ȴǇ ʻǩƟʿ ȴǇ
ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ʉǞƟȴɫ ̍ࡱ

#Ɵˈȴȣƌ cīīࡩ ʞȣǩʉŒɫˈ ȝŒʉɫǩˇ ȝȴƌƟȋ ʿǩʉǞ ǊƟȣƟɫǩƁ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋࡱ üˈɠǩƁŒȋȋ ࡪ̍ ȴȣƟ
˨ȣƌɻ ʉǞǩɫƌ ȴɫƌƟɫ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞƟ cīī ʉˈɠƟ ŷƟʉʿƟƟȣ Œ ɠǞŒɻƟ ǩȣ ʿǞǩƁǞ ʉǞƟ
ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ŒɫƟ ɻɠɫƟŒƌ Œȋȋ ȴʻƟɫ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ƁǩɫƁȋƟ Œȣƌ Œ ɠǞŒɻƟ ǩȣ ʿǞǩƁǞ ʉǞƟ
ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ŒɫƟ ɠȋŒƁƟƌ ȴȣȋˈ ȴȣ Œȣ ŒɫƁ ȴǇ ʉǞƟ ƁǩɫƁȋƟࡱ üǞƟ ʉʿȴ ɠǞŒɻƟɻ ŒɫƟ
ɻƟɠŒɫŒʉƟƌ ŷˈ Œ ƁɫǩʉǩƁŒȋ ɠȴǩȣʉ γƀࢍ = λ−߾

ƀ ǩȣ ʉǞƟ ˨ǊʞɫƟࡱࢎ

+ǞŒɫŒƁʉƟɫǩ˔Œʉǩȴȣ ȴǇ ɠǞŒɻƟ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ʿǩʉǞ ǦȠ˧ȠǦʂƝȈˁ ȚŒȠˁ ǩȣʉƟɫŒƁʉǩȴȣɻ Œǩȅ#ࢁ
ȝŒʉǞࡪ߿߿߽߾߽߽߽ࡷ ðü ࡱࢂࠆࠁࠃࠃ߽ࡱ߿߽ࠆ߾ īƟ ŒǊŒǩȣ ˨ȣƌ Œ ʉǞǩɫƌ ȴɫƌƟɫ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ
ȴǇ cīī ʉˈɠƟࡱ



��ßßx£c ü´ üoD æD�� �x£D

ðʉƟɫƟȴǊɫŒɠǞǩƁ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡩ ɻƟȣƌ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ƁǩɫƁȋƟ ʉȴ ʉǞƟ
ɫƟŒȋ ȋǩȣƟ ʿǩʉǞ

ƝBθ =
+߾ Bˀ
−߾ Bˀ , −π < θ < π, ˀ ∈ R,

ßʞȣƁʉʞɫƟ ȴȣ ʉǞƟ ƁǩɫƁȋƟࡩ ȴȣȋˈ ȴȣƟ ɠǞŒɻƟ ʿǩȋȋ ŷƟ ɫƟɠɫȴƌʞƁƟƌ Œʉ ȋŒɫǊƟ ࡱ  ðʉʞƌˈ
ȴǇ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴȣ ʉǞƟ ɫƟŒȋ ȋǩȣƟ ȝŒʉƁǞƟɻ ʉǞƟ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ȴȣ ʉǞƟ ƁǩɫƁȋƟ
ðüࢁ ࢂࠂࠄࠁ߽߾ࡱࠀ߽߽߿ ǩȣ ȴȣƟ ɠǞŒɻƟࡪ ŷʞʉ ʉǞƟ ʞȣǩʉŒɫˈ ȝŒʉɫǩˇ ȝȴƌƟȋ ʿǩȋȋ ɻǞȴʿ Œ ɫǩƁǞƟɫ
ɠǞŒɻƟ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟࡱ

üǞƟ ɻŒȝƟ ǞŒɠɠƟȣɻ ǩȣ æüࢁ ࡪࢂࠂ߾ࠂࠅ߽ࡱࠄ߽߽߿ ʉǞƟ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ cīī ȝȴƌƟȋ ǞŒɻ Œ
ɫǩƁǞƟɫ ɠǞŒɻƟ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ʉǞŒȣ ʉǞƟ ƌƟǇȴɫȝƟƌ +ŒʞƁǞˈ ƟȣɻƟȝŷȋƟ ࡱ�ࢁ æʞɻɻȴࡪ
ࢂ߿ࠄࠃ߽߽ࡱࠃ߽߽߿ ʉȴ ʿǞǩƁǞ ǩʉ ȝŒɠɻࡱ
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ðʉƟɫƟȴǊɫŒɠǞǩƁ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡩ ɻƟȣƌ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ƁǩɫƁȋƟ ʉȴ ʉǞƟ
ɫƟŒȋ ȋǩȣƟ ʿǩʉǞ

ƝBθ =
+߾ Bˀ
−߾ Bˀ , −π < θ < π, ˀ ∈ R,

ßʞȣƁʉʞɫƟ ȴȣ ʉǞƟ ƁǩɫƁȋƟࡩ ȴȣȋˈ ȴȣƟ ɠǞŒɻƟ ʿǩȋȋ ŷƟ ɫƟɠɫȴƌʞƁƟƌ Œʉ ȋŒɫǊƟ ࡱ 

ðʉʞƌˈ
ȴǇ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴȣ ʉǞƟ ɫƟŒȋ ȋǩȣƟ ȝŒʉƁǞƟɻ ʉǞƟ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ȴȣ ʉǞƟ ƁǩɫƁȋƟ
ðüࢁ ࢂࠂࠄࠁ߽߾ࡱࠀ߽߽߿ ǩȣ ȴȣƟ ɠǞŒɻƟࡪ ŷʞʉ ʉǞƟ ʞȣǩʉŒɫˈ ȝŒʉɫǩˇ ȝȴƌƟȋ ʿǩȋȋ ɻǞȴʿ Œ ɫǩƁǞƟɫ
ɠǞŒɻƟ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟࡱ

üǞƟ ɻŒȝƟ ǞŒɠɠƟȣɻ ǩȣ æüࢁ ࡪࢂࠂ߾ࠂࠅ߽ࡱࠄ߽߽߿ ʉǞƟ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ cīī ȝȴƌƟȋ ǞŒɻ Œ
ɫǩƁǞƟɫ ɠǞŒɻƟ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ʉǞŒȣ ʉǞƟ ƌƟǇȴɫȝƟƌ +ŒʞƁǞˈ ƟȣɻƟȝŷȋƟ ࡱ�ࢁ æʞɻɻȴࡪ
ࢂ߿ࠄࠃ߽߽ࡱࠃ߽߽߿ ʉȴ ʿǞǩƁǞ ǩʉ ȝŒɠɻࡱ
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ðʉƟɫƟȴǊɫŒɠǞǩƁ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡩ ɻƟȣƌ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ƁǩɫƁȋƟ ʉȴ ʉǞƟ
ɫƟŒȋ ȋǩȣƟ ʿǩʉǞ

ƝBθ =
+߾ Bˀ
−߾ Bˀ , −π < θ < π, ˀ ∈ R,

ßʞȣƁʉʞɫƟ ȴȣ ʉǞƟ ƁǩɫƁȋƟࡩ ȴȣȋˈ ȴȣƟ ɠǞŒɻƟ ʿǩȋȋ ŷƟ ɫƟɠɫȴƌʞƁƟƌ Œʉ ȋŒɫǊƟ ࡱ  ðʉʞƌˈ
ȴǇ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴȣ ʉǞƟ ɫƟŒȋ ȋǩȣƟ ȝŒʉƁǞƟɻ ʉǞƟ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ȴȣ ʉǞƟ ƁǩɫƁȋƟ
ðüࢁ ࢂࠂࠄࠁ߽߾ࡱࠀ߽߽߿ ǩȣ ȴȣƟ ɠǞŒɻƟࡪ ŷʞʉ ʉǞƟ ʞȣǩʉŒɫˈ ȝŒʉɫǩˇ ȝȴƌƟȋ ʿǩȋȋ ɻǞȴʿ Œ ɫǩƁǞƟɫ
ɠǞŒɻƟ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟࡱ

üǞƟ ɻŒȝƟ ǞŒɠɠƟȣɻ ǩȣ æüࢁ ࡪࢂࠂ߾ࠂࠅ߽ࡱࠄ߽߽߿ ʉǞƟ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ cīī ȝȴƌƟȋ ǞŒɻ Œ
ɫǩƁǞƟɫ ɠǞŒɻƟ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ʉǞŒȣ ʉǞƟ ƌƟǇȴɫȝƟƌ +ŒʞƁǞˈ ƟȣɻƟȝŷȋƟ ࡱ�ࢁ æʞɻɻȴࡪ
ࢂ߿ࠄࠃ߽߽ࡱࠃ߽߽߿ ʉȴ ʿǞǩƁǞ ǩʉ ȝŒɠɻࡱ
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xȣ ðüࢁ ࢂࠂࠄࠁ߽߾ࡱࠀ߽߽߿ ʿƟ ƟɻʉŒŷȋǩɻǞƟƌ Œ ɫƟȋŒʉǩȴȣ ŷƟʉʿƟƟȣ Œ ʞȣǩʉŒɫˈ ȝŒʉɫǩˇ ȝȴƌƟȋ
ȴǇ ʉǞƟ ʉˈɠƟ ƌǩɻƁʞɻɻƟƌ ŒŷȴʻƟ ʿǩʉǞࢍ ǩȣ˨ȣǩʉƟȋˈ ȝŒȣˈ ǩȣʉƟɫŒƁʉǩȴȣɻࢎ Œȣƌ Œ ƌǩɻƁɫƟʉƟ ȝŒʉɫǩˇ
ȝȴƌƟȋࡱ

ZmMBi�`v =

∫

[−π,π] 
Ɗ θ

 ∏

Ǻ=߾
+߾)] ʂƝǦθǺ)߾)߾�+ ʂƝ−ǦθǺ)߿�

∏

Ǧ<Ǻ

(
߿ sin θǦ − θǺ

߿

߿(

Z/Bb+`2i2 =
∑߾− +߾�

Ǜ߾=߽
· · ·

∑߾− +߾�

Ǜ߾�=߽

∏

߾�≥Ǻ<Ȃ≥߾

(ǛǺ − ǛȂ)߿
∏߾�

Ǻ=߾

(
߿� ߾�− + ǛǺ

ǛǺ

)
ʂ߿ǛǺ

5ǩɻƁɫƟʉƟ ȝȴƌƟȋ ǩɻ ʉǞƟ ƁȋŒɻɻǩƁŒȋ �ƟǩˇȣƟɫ ƟȣɻƟȝŷȋƟࡪ ŷʞʉ ʿǩʉǞ Œ ǞŒɫƌ ʿŒȋȋࡱ xʉ ǩɻ
ʉǞƟȣ Œ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʿǞƟȣࢍ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌࢎ ࡱ�ࢍ �ȴǞŒȣɻɻȴȣ 5ǩɻƁɫƟʉƟࢨ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ƟȣɻƟȝŷȋƟɻ Œȣƌ ʉǞƟ ßȋŒȣƁǞƟɫƟȋ ȝƟŒɻʞɫƟࡪࢨ �ȣȣࡱ ȴǇ �ŒʉǞࡱ ࠀࠂ߾
ࡪࢎ߾߽߽߿ࢍ ࡱࢎࠆࠂ߿ 5ǩɻƁʞɻɻǩȴȣ ȴǇ ǞŒɫƌ ʿŒȋȋ Œȣƌ ɻǩˇ ʻƟɫʉƟˇ ȝȴƌƟȋ ßɫȴȣȅȴ࢙ȴȋȴȝȴ+ࢁ
ࡱࢂࠄ߽߿ࠃࡱࠃ߽ࠀ߾

xȝɠȴɫʉŒȣʉ ŒɻɠƟƁʉࡩ ʉǞƟ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ǩɻ ȠȰʂ Œ ƊǦɥƝƀʂ ȚŒɛࡪ ŷʞʉ ʞɻƟɻ ǩȣʉƟɫȝƟƌǩŒʉƟ
ɻʉƟɠɻ Œȣƌ ʉǞƟȴɫˈ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣɻࡱ
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üƟƁǞȣǩƁŒȋ ɫƟŒɻȴȣࡩ ZmMBi�`v ŷƟƁȴȝƟɻ ƀȰȚɛȈƝˀ ʿǞƟȣ ߾� '= ࡪ߿� ȣƟƟƌ ʉȴ ƌƟǇȴɫȝ
ʉǞƟ ǩȣʉƟǊɫŒʉǩȴȣ Ɓȴȣʉȴʞɫ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ƁǩɫƁȋƟ ʉȴ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ɗ߾ Ɓȴȣʉȴʞɫ ǩȣ
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ʉǞƟ ǩȣʉƟǊɫŒʉǩȴȣ Ɓȴȣʉȴʞɫ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ƁǩɫƁȋƟ ʉȴ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ɗ߾ Ɓȴȣʉȴʞɫ ǩȣ
Cࡱ æƟɻʞȋʉ ðüࢁ ࡩࢂࠂࠄࠁ߽߾ࡱࠀ߽߽߿ ǩǇ ʉǞƟ ȣƟʿ ǩȣʉƟǊɫŒʉǩȴȣ Ɓȴȣʉȴʞɫ ǩɻ Œ ɻȝȴȴʉǞ
ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƁǩɫƁȋƟࡪ ʉǞƟ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǩɻ ʉǞǩɫƌ ȴɫƌƟɫࡪ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟ ǩɻ
ɻƟƁȴȣƌ ȴɫƌƟɫࡱ
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ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƁǩɫƁȋƟࡪ ʉǞƟ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǩɻ ʉǞǩɫƌ ȴɫƌƟɫࡪ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟ ǩɻ
ɻƟƁȴȣƌ ȴɫƌƟɫࡱ
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óó࢙ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ȴǇ Ɗ߿ ĳ�



5D`´æ��üx´£ #ĳ ´ßDæ�ü´æ óó

xȣ ɫƟƁƟȣʉ ˈƟŒɫɻࡪ ʉǞƟ ɻʉʞƌˈ ȴǇ ǩɫɫƟȋƟʻŒȣʉ ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ƌ߿ +`üɻ ŷˈ ȴɠƟɫŒʉȴɫ
óó ĿŒȝȴȋȴƌƁǞǩȅȴʻ࢙ðȝǩɫȣȴʻࢁ ࡪࠃ߾ࢪ +ŒʻŒǊȋǩŨ࢙£ƟǊɫȴ࢙ð˔ƠƁɻƠȣˈǩ࢙üŒʉƟȴ ࢂࠃ߾ࢪ ŒʉʉɫŒƁʉƟƌ
ƁȴȣɻǩƌƟɫŒŷȋƟ ŒʉʉƟȣʉǩȴȣࡱ

óó࢙ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ȴǇ +`ü ǞŒɻ Œ ǊƟȴȝƟʉɫǩƁ ǩȣʉƟɫɠɫƟʉŒʉǩȴȣࡩ ǩʉ ǩɻ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉ ʉȴ

ࡦ ʞȣƌƟǇȴɫȝƟƌ +`ü ƁȴʞɠȋƟƌ ʉȴ �ü ǊɫŒʻǩʉˈ ˈ5ʞŷȴʻɻȅࢁ Ɵʉ Œȋࡱ ࡪࠄ߾ࢪ ࡱࢂࠅ߾ࢪ
ࡦ ƁȴȴɫƌǩȣŒʉƟ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ˈŒɫƌ+ࢁ ࡪࠅ߾ࢪ +ȴȣʉǩ Ɵʉ Œȋࡱ ࢂࠅ߾ࢪ

óó࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ʉǞƟȴɫǩƟɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ ŒȣŒȋˈɻƟƌ Ǉɫȴȝ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɠȴǩȣʉɻ ȴǇ
ʻǩƟʿࡱ æƟƁƟȣʉ ʿȴɫȅ ȴȣ ʉǞƟ ʉȴɠǩƁ ǩȣƁȋʞƌƟ ʉǞƟ ɻʉʞƌˈ ȴǇ ɻʞƁǞ ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ǩȣ ʉǞƟ
ƁȴȣʉƟˇʉ ȴǇࡩ

ࡦ �ƌðࡷ+`ü ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌƟȣƁƟࡶ
ࡦ ð+`üɻࡶ
ࡦ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ ȴǇ óó Œȣƌ ƁȴȣɻƟɫʻƟƌ ƁʞɫɫƟȣʉɻࡶ
ࡦ ƟȣʉŒȣǊȋƟȝƟȣʉ Ɵȣʉɫȴɠˈࡶ
ࡦ ƟʉƁࡱ



5D`´æ��üx´£ #ĳ ´ßDæ�ü´æ óó

xȣ ɫƟƁƟȣʉ ˈƟŒɫɻࡪ ʉǞƟ ɻʉʞƌˈ ȴǇ ǩɫɫƟȋƟʻŒȣʉ ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ƌ߿ +`üɻ ŷˈ ȴɠƟɫŒʉȴɫ
óó ĿŒȝȴȋȴƌƁǞǩȅȴʻ࢙ðȝǩɫȣȴʻࢁ ࡪࠃ߾ࢪ +ŒʻŒǊȋǩŨ࢙£ƟǊɫȴ࢙ð˔ƠƁɻƠȣˈǩ࢙üŒʉƟȴ ࢂࠃ߾ࢪ ŒʉʉɫŒƁʉƟƌ
ƁȴȣɻǩƌƟɫŒŷȋƟ ŒʉʉƟȣʉǩȴȣࡱ

óó࢙ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ȴǇ +`ü ǞŒɻ Œ ǊƟȴȝƟʉɫǩƁ ǩȣʉƟɫɠɫƟʉŒʉǩȴȣࡩ ǩʉ ǩɻ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉ ʉȴ

ࡦ ʞȣƌƟǇȴɫȝƟƌ +`ü ƁȴʞɠȋƟƌ ʉȴ �ü ǊɫŒʻǩʉˈ ˈ5ʞŷȴʻɻȅࢁ Ɵʉ Œȋࡱ ࡪࠄ߾ࢪ ࡱࢂࠅ߾ࢪ
ࡦ ƁȴȴɫƌǩȣŒʉƟ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ˈŒɫƌ+ࢁ ࡪࠅ߾ࢪ +ȴȣʉǩ Ɵʉ Œȋࡱ ࢂࠅ߾ࢪ

óó࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ʉǞƟȴɫǩƟɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ ŒȣŒȋˈɻƟƌ Ǉɫȴȝ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɠȴǩȣʉɻ ȴǇ
ʻǩƟʿࡱ

æƟƁƟȣʉ ʿȴɫȅ ȴȣ ʉǞƟ ʉȴɠǩƁ ǩȣƁȋʞƌƟ ʉǞƟ ɻʉʞƌˈ ȴǇ ɻʞƁǞ ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ǩȣ ʉǞƟ
ƁȴȣʉƟˇʉ ȴǇࡩ

ࡦ �ƌðࡷ+`ü ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌƟȣƁƟࡶ
ࡦ ð+`üɻࡶ
ࡦ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ ȴǇ óó Œȣƌ ƁȴȣɻƟɫʻƟƌ ƁʞɫɫƟȣʉɻࡶ
ࡦ ƟȣʉŒȣǊȋƟȝƟȣʉ Ɵȣʉɫȴɠˈࡶ
ࡦ ƟʉƁࡱ



5D`´æ��üx´£ #ĳ ´ßDæ�ü´æ óó

xȣ ɫƟƁƟȣʉ ˈƟŒɫɻࡪ ʉǞƟ ɻʉʞƌˈ ȴǇ ǩɫɫƟȋƟʻŒȣʉ ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ƌ߿ +`üɻ ŷˈ ȴɠƟɫŒʉȴɫ
óó ĿŒȝȴȋȴƌƁǞǩȅȴʻ࢙ðȝǩɫȣȴʻࢁ ࡪࠃ߾ࢪ +ŒʻŒǊȋǩŨ࢙£ƟǊɫȴ࢙ð˔ƠƁɻƠȣˈǩ࢙üŒʉƟȴ ࢂࠃ߾ࢪ ŒʉʉɫŒƁʉƟƌ
ƁȴȣɻǩƌƟɫŒŷȋƟ ŒʉʉƟȣʉǩȴȣࡱ

óó࢙ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ȴǇ +`ü ǞŒɻ Œ ǊƟȴȝƟʉɫǩƁ ǩȣʉƟɫɠɫƟʉŒʉǩȴȣࡩ ǩʉ ǩɻ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉ ʉȴ

ࡦ ʞȣƌƟǇȴɫȝƟƌ +`ü ƁȴʞɠȋƟƌ ʉȴ �ü ǊɫŒʻǩʉˈ ˈ5ʞŷȴʻɻȅࢁ Ɵʉ Œȋࡱ ࡪࠄ߾ࢪ ࡱࢂࠅ߾ࢪ
ࡦ ƁȴȴɫƌǩȣŒʉƟ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ˈŒɫƌ+ࢁ ࡪࠅ߾ࢪ +ȴȣʉǩ Ɵʉ Œȋࡱ ࢂࠅ߾ࢪ

óó࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ʉǞƟȴɫǩƟɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ ŒȣŒȋˈɻƟƌ Ǉɫȴȝ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɠȴǩȣʉɻ ȴǇ
ʻǩƟʿࡱ æƟƁƟȣʉ ʿȴɫȅ ȴȣ ʉǞƟ ʉȴɠǩƁ ǩȣƁȋʞƌƟ ʉǞƟ ɻʉʞƌˈ ȴǇ ɻʞƁǞ ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ǩȣ ʉǞƟ
ƁȴȣʉƟˇʉ ȴǇࡩ

ࡦ �ƌðࡷ+`ü ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌƟȣƁƟࡶ
ࡦ ð+`üɻࡶ
ࡦ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ ȴǇ óó Œȣƌ ƁȴȣɻƟɫʻƟƌ ƁʞɫɫƟȣʉɻࡶ
ࡦ ƟȣʉŒȣǊȋƟȝƟȣʉ Ɵȣʉɫȴɠˈࡶ
ࡦ ƟʉƁࡱ



óó5࢙D`´æ��üx´£ ´` #´ð´£x+ �´5D�

īƟ ʿǩȋȋ ȣȴʉ ƁȴȣɻǩƌƟɫ Œȣˈ ȴǇ ʉǞȴɻƟ ʉȴɠǩƁɻ ǞƟɫƟࡱ xȣɻʉƟŒƌࡪ ʿƟ Ǉȴȋȋȴʿ Œ ɫƟɻʞȋʉ ŷˈ
ȴȣʉǩ+ࢁ Ɵʉ Œȋࡱ ࡱࢂࠅ߾ࢪ ðʉŒɫʉǩȣǊ ʿǩʉǞ Œ ǇɫƟƟ ŷȴɻȴȣǩƁ �ŒǊɫŒȣǊǩŒȣ

L(τ = ߽)[φ] = |∇φ|߿

Œȣƌ ʉʞɫȣǩȣǊ ȴȣ Œ óó࢙ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣࡪ L(τ)[φ] ǩɻ ʉǞƟ ŷȴɻȴȣǩƁ #ȴɫȣ࢙xȣǇƟȋƌ ȝȴƌƟȋࡱ

ðʉŒɫʉǩȣǊ ʿǩʉǞ Œȣ ǩȣʉƟɫŒƁʉǩȣǊ �ŒǊɫŒȣǊǩŒȣ

L(τ = ߽)[φ] = |∇φ|߿ + ğ(φ),

Œ ǊƟȣƟɫŒȋ ƟˇɠɫƟɻɻǩȴȣ Ǉȴɫ ǩʉɻ óó࢙ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ʿŒɻ ȴŷʉŒǩȣƟƌࡱ

`ȴɫ �ŷƟȋǩŒȣ ĳŒȣǊ࢙�ǩȋȋɻ ȴȣ Œ æǩƟȝŒȣȣ ɻʞɫǇŒƁƟࡪ ʉǞƟ ƌƟǇȴɫȝƟƌ �ŒǊɫŒȣǊǩŒȣ ȋȴȴȅɻ
ƁȴȝɠȋǩƁŒʉƟƌࡪ ŷʞʉ ʉǞƟ oŒȝǩȋʉȴȣǩŒȣ ǩɻࡩ

HuJ(τ) =
HuJ(τ = ߽)

−߾ τHuJ(τ = ߽) .

üǞƟˈ ɠɫȴɠȴɻƟ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ǇȴɫȝʞȋŒ Ǉȴɫ ʉǞƟ ȣȴȣ࢙�ŷƟȋǩŒȣ ƁŒɻƟࡱ



óó5࢙D`´æ��üx´£ ´` #´ð´£x+ �´5D�

īƟ ʿǩȋȋ ȣȴʉ ƁȴȣɻǩƌƟɫ Œȣˈ ȴǇ ʉǞȴɻƟ ʉȴɠǩƁɻ ǞƟɫƟࡱ xȣɻʉƟŒƌࡪ ʿƟ Ǉȴȋȋȴʿ Œ ɫƟɻʞȋʉ ŷˈ
ȴȣʉǩ+ࢁ Ɵʉ Œȋࡱ ࡱࢂࠅ߾ࢪ ðʉŒɫʉǩȣǊ ʿǩʉǞ Œ ǇɫƟƟ ŷȴɻȴȣǩƁ �ŒǊɫŒȣǊǩŒȣ

L(τ = ߽)[φ] = |∇φ|߿

Œȣƌ ʉʞɫȣǩȣǊ ȴȣ Œ óó࢙ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣࡪ L(τ)[φ] ǩɻ ʉǞƟ ŷȴɻȴȣǩƁ #ȴɫȣ࢙xȣǇƟȋƌ ȝȴƌƟȋࡱ

ðʉŒɫʉǩȣǊ ʿǩʉǞ Œȣ ǩȣʉƟɫŒƁʉǩȣǊ �ŒǊɫŒȣǊǩŒȣ

L(τ = ߽)[φ] = |∇φ|߿ + ğ(φ),

Œ ǊƟȣƟɫŒȋ ƟˇɠɫƟɻɻǩȴȣ Ǉȴɫ ǩʉɻ óó࢙ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ʿŒɻ ȴŷʉŒǩȣƟƌࡱ

`ȴɫ �ŷƟȋǩŒȣ ĳŒȣǊ࢙�ǩȋȋɻ ȴȣ Œ æǩƟȝŒȣȣ ɻʞɫǇŒƁƟࡪ ʉǞƟ ƌƟǇȴɫȝƟƌ �ŒǊɫŒȣǊǩŒȣ ȋȴȴȅɻ
ƁȴȝɠȋǩƁŒʉƟƌࡪ ŷʞʉ ʉǞƟ oŒȝǩȋʉȴȣǩŒȣ ǩɻࡩ

HuJ(τ) =
HuJ(τ = ߽)

−߾ τHuJ(τ = ߽) .

üǞƟˈ ɠɫȴɠȴɻƟ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ǇȴɫȝʞȋŒ Ǉȴɫ ʉǞƟ ȣȴȣ࢙�ŷƟȋǩŒȣ ƁŒɻƟࡱ



ĳ�£c࢙�x��ð ´£ � æxD��££ ðċæ`�+D

äʞǩƁȅ ɫƟȝǩȣƌƟɫ ȴǇ ƌ߿ ĳŒȣǊ࢙�ǩȋȋɻ ȴȣ Œ ƁȋȴɻƟƌ æǩƟȝŒȣȣ ɻʞɫǇŒƁƟ ȴǇ ǊƟȣʞɻ Ǜࡱ
�ǩǊƌŒȋ ǇȴɫȝʞȋŒ Ǉȴɫ èĂ( )ࡩ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ Œ ɻʞȝ ȴʻƟɫ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩȴȣɻ
�ǩǊƌŒȋࢁ ࢂࠂࠄࢪ

ZuJ =
∑

ß
(dimß)߿−߿Ǜ exp

{
−Œǈ

߿
uJ
߿ (ß)߿*

}
. ࢎ߿ࢍ

xɫɫƟƌʞƁǩŷȋƟ èĂ( ) ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣ ȴȣƟ࢙ʉȴ࢙ȴȣƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌƟȣƁƟ ʿǩʉǞ
ɠŒɫʉǩʉǩȴȣɻ ȴǇ ࡱ  īƟ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ǩȣɻʉƟŒƌ ʉǞƟ Ă( ) ʉǞƟȴɫ ࡪ̍ ʿǞȴɻƟ ǩɫɫƟƌʞƁǩŷȋƟ
ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣ ȴȣƟ࢙ʉȴ࢙ȴȣƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌƟȣƁƟ ʿǩʉǞ ࡩʉʞɠȋƟɻ࢙ 

+∞ > ɥ߾ ≥ ɥ߿ ≥ · · · ≥ ɥ  > −∞.

üǞƟ óó࢙ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ʉǞƟȴɫˈ ǩɻ ȴǇ ʉǞƟ Ǉȴɫȝࡩ ȴȣʉǩ+ࢁ Ɵʉ Œȋࡪ ðü ࡪࢪ xɫƟȋŒȣƌ࢙ðǞˈŒȝࡪ
ððüࢂ

(ß)߿* ,→
(ß)߿*

−߾ τ*߿(ß)
.



ĳ�£c࢙�x��ð ´£ � æxD��££ ðċæ`�+D

äʞǩƁȅ ɫƟȝǩȣƌƟɫ ȴǇ ƌ߿ ĳŒȣǊ࢙�ǩȋȋɻ ȴȣ Œ ƁȋȴɻƟƌ æǩƟȝŒȣȣ ɻʞɫǇŒƁƟ ȴǇ ǊƟȣʞɻ Ǜࡱ
�ǩǊƌŒȋ ǇȴɫȝʞȋŒ Ǉȴɫ èĂ( )ࡩ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ Œ ɻʞȝ ȴʻƟɫ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩȴȣɻ
�ǩǊƌŒȋࢁ ࢂࠂࠄࢪ

ZuJ =
∑

ß
(dimß)߿−߿Ǜ exp

{
−Œǈ

߿
uJ
߿ (ß)߿*

}
. ࢎ߿ࢍ

xɫɫƟƌʞƁǩŷȋƟ èĂ( ) ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣ ȴȣƟ࢙ʉȴ࢙ȴȣƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌƟȣƁƟ ʿǩʉǞ
ɠŒɫʉǩʉǩȴȣɻ ȴǇ ࡱ 

īƟ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ǩȣɻʉƟŒƌ ʉǞƟ Ă( ) ʉǞƟȴɫ ࡪ̍ ʿǞȴɻƟ ǩɫɫƟƌʞƁǩŷȋƟ
ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣ ȴȣƟ࢙ʉȴ࢙ȴȣƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌƟȣƁƟ ʿǩʉǞ ࡩʉʞɠȋƟɻ࢙ 

+∞ > ɥ߾ ≥ ɥ߿ ≥ · · · ≥ ɥ  > −∞.

üǞƟ óó࢙ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ʉǞƟȴɫˈ ǩɻ ȴǇ ʉǞƟ Ǉȴɫȝࡩ ȴȣʉǩ+ࢁ Ɵʉ Œȋࡪ ðü ࡪࢪ xɫƟȋŒȣƌ࢙ðǞˈŒȝࡪ
ððüࢂ

(ß)߿* ,→
(ß)߿*

−߾ τ*߿(ß)
.



ĳ�£c࢙�x��ð ´£ � æxD��££ ðċæ`�+D

äʞǩƁȅ ɫƟȝǩȣƌƟɫ ȴǇ ƌ߿ ĳŒȣǊ࢙�ǩȋȋɻ ȴȣ Œ ƁȋȴɻƟƌ æǩƟȝŒȣȣ ɻʞɫǇŒƁƟ ȴǇ ǊƟȣʞɻ Ǜࡱ
�ǩǊƌŒȋ ǇȴɫȝʞȋŒ Ǉȴɫ èĂ( )ࡩ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ Œ ɻʞȝ ȴʻƟɫ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩȴȣɻ
�ǩǊƌŒȋࢁ ࢂࠂࠄࢪ

ZuJ =
∑

ß
(dimß)߿−߿Ǜ exp

{
−Œǈ

߿
uJ
߿ (ß)߿*

}
. ࢎ߿ࢍ

xɫɫƟƌʞƁǩŷȋƟ èĂ( ) ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣ ȴȣƟ࢙ʉȴ࢙ȴȣƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌƟȣƁƟ ʿǩʉǞ
ɠŒɫʉǩʉǩȴȣɻ ȴǇ ࡱ  īƟ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ǩȣɻʉƟŒƌ ʉǞƟ Ă( ) ʉǞƟȴɫ ࡪ̍ ʿǞȴɻƟ ǩɫɫƟƌʞƁǩŷȋƟ
ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣ ȴȣƟ࢙ʉȴ࢙ȴȣƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌƟȣƁƟ ʿǩʉǞ ࡩʉʞɠȋƟɻ࢙ 

+∞ > ɥ߾ ≥ ɥ߿ ≥ · · · ≥ ɥ  > −∞.

üǞƟ óó࢙ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ʉǞƟȴɫˈ ǩɻ ȴǇ ʉǞƟ Ǉȴɫȝࡩ ȴȣʉǩ+ࢁ Ɵʉ Œȋࡪ ðü ࡪࢪ xɫƟȋŒȣƌ࢙ðǞˈŒȝࡪ
ððüࢂ

(ß)߿* ,→
(ß)߿*

−߾ τ*߿(ß)
.



3߿ ĳ�£c࢙�x��ð üoD´æĳ ´£ üoD ðßoDæD

īƟ ǇȴƁʞɻ ȴȣ ʉǞƟ ɻʉʞƌˈ ȴǇ ʉʿȴ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ĳŒȣǊ࢙�ǩȋȋɻ ȴȣ ʉǞƟ ɻɠǞƟɫƟ èࡱ߿ üǞʞɻ
ʿƟ ɻƟʉ Ǜ = ߽ ǩȣ ʉǞƟ �ǩǊƌŒȋ ǇȴɫȝʞȋŒ ࡱࢎ߿ࢍ ßɫȴɠƟɫʉǩƟɻ ȴǇ ǩȣʉƟɫƟɻʉ ŒɫƟࡩ

ࡦ ȋŒɫǊƟ   ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ �Œ˔Œȅȴʻ࢙5ȴʞǊȋŒɻࢁ ࡶࢂࠀࠆࢪ
ࡦ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǩɻ ʉɫǩǊǊƟɫƟƌ ŷˈ ǩȣɻʉŒȣʉȴȣɻ �Œʉˈʉɻǩȣ࢙cɫȴɻɻࢁ ࡱࢂࠁࠆࢪ

īƟ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴǇ óó࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ Ă( ) ĳŒȣǊ࢙�ǩȋȋɻࡩ

Z (Œ, τ) =
∑

ß
(dimß)߿ exp

(
−Œǈ

߿
uJ
߿

(
߿* (ß)

−߾ τ
ࠀ  ߿* (ß)

))
, ࢎࠀࢍ

Œȣƌ ʉŒȅƟ ʉǞƟ ʉࢪ oȴȴǇʉ ȋǩȝǩʉ  → ∞ ʿǩʉǞ

� ≡ Œǈ߿uJ  ˨ˇƟƌ.

�ɻ ʉǞƟ ɫŒȣȅ   Ǌɫȴʿɻࡪ ʉǞƟ ȋƟŒƌǩȣǊ Ɓȴȣʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ƁȴȝƟɻ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ɻŒƌƌȋƟ ɠȴǩȣʉ
Ɓȴȣ˨ǊʞɫŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ŒƁʉǩȴȣࡱ

īƟ Ǉȴȋȋȴʿ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻ Œȣƌ ǩȣʉɫȴƌʞƁƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ ƌƟȣɻǩʉˈ ρ(Ǜ)ࡱ



3߿ ĳ�£c࢙�x��ð üoD´æĳ ´£ üoD ðßoDæD

īƟ ǇȴƁʞɻ ȴȣ ʉǞƟ ɻʉʞƌˈ ȴǇ ʉʿȴ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ĳŒȣǊ࢙�ǩȋȋɻ ȴȣ ʉǞƟ ɻɠǞƟɫƟ èࡱ߿ üǞʞɻ
ʿƟ ɻƟʉ Ǜ = ߽ ǩȣ ʉǞƟ �ǩǊƌŒȋ ǇȴɫȝʞȋŒ ࡱࢎ߿ࢍ ßɫȴɠƟɫʉǩƟɻ ȴǇ ǩȣʉƟɫƟɻʉ ŒɫƟࡩ

ࡦ ȋŒɫǊƟ   ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ �Œ˔Œȅȴʻ࢙5ȴʞǊȋŒɻࢁ ࡶࢂࠀࠆࢪ
ࡦ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǩɻ ʉɫǩǊǊƟɫƟƌ ŷˈ ǩȣɻʉŒȣʉȴȣɻ �Œʉˈʉɻǩȣ࢙cɫȴɻɻࢁ ࡱࢂࠁࠆࢪ

īƟ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴǇ óó࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ Ă( ) ĳŒȣǊ࢙�ǩȋȋɻࡩ

Z (Œ, τ) =
∑

ß
(dimß)߿ exp

(
−Œǈ

߿
uJ
߿

(
߿* (ß)

−߾ τ
ࠀ  ߿* (ß)

))
, ࢎࠀࢍ

Œȣƌ ʉŒȅƟ ʉǞƟ ʉࢪ oȴȴǇʉ ȋǩȝǩʉ  → ∞ ʿǩʉǞ

� ≡ Œǈ߿uJ  ˨ˇƟƌ.

�ɻ ʉǞƟ ɫŒȣȅ   Ǌɫȴʿɻࡪ ʉǞƟ ȋƟŒƌǩȣǊ Ɓȴȣʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ƁȴȝƟɻ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ɻŒƌƌȋƟ ɠȴǩȣʉ
Ɓȴȣ˨ǊʞɫŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ŒƁʉǩȴȣࡱ

īƟ Ǉȴȋȋȴʿ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻ Œȣƌ ǩȣʉɫȴƌʞƁƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ ƌƟȣɻǩʉˈ ρ(Ǜ)ࡱ



ð�55�D ß´x£ü Däċ�üx´£

üǞǩɻ ȋƟŒƌɻ ʉȴ ʉǞƟ ɻŒƌƌȋƟ ɠȴǩȣʉ ƟɧʞŒʉǩȴȣࡩ

S
∫
Ɗʗ ρ(ʗ)
Ǜ− ʗ =

�Ǜ
߿

∞∑

Ǻ=߽
(Ǻ+ (߾ τ Ǻ

[∫
Ɗʗρ(ʗ)ʗ߿ − ߾

߿߾

]Ǻ
, ࢎࠁࢍ

ʿǞƟɫƟ ʿƟ ƟˇɠŒȣƌƟƌ ʉǞƟ ǊƟȴȝƟʉɫǩƁ ɻƟɫǩƟɻࡱ īƟ ȝʞɻʉ ʉŒȅƟ ǩȣʉȴ ŒƁƁȴʞȣʉ ʉǞƟ
ƌǩɻƁɫƟʉƟ ȣŒʉʞɫƟ ȴǇ ʉǞƟ ƟȣɻƟȝŷȋƟࡩ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ȝǩȣǩȝʞȝ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ŷƟʉʿƟƟȣ
ʉʿȴ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࡱ

üǞǩɻ ʉɫŒȣɻȋŒʉƟɻ ǩȣʉȴ ʉǞƟ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ

ρ(ʗ) ≤ ߾

ȴȣ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ ƌƟȣɻǩʉ ̍ࡱ īƟ ɻʉʞƌǩƟƌ ǩȣ ðüࢁ ࢂࠁ߽ࠁࠂ߽ࡱ߽߾ࠅ߾ ʉǞƟ ɻŒƌƌȋƟ ɠȴǩȣʉ
ƟɧʞŒʉǩȴȣ ࢎࠁࢍ ɠƟɫʉʞɫŷŒʉǩʻƟȋˈ ǩȣ ʉǞƟ óó࢙ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ τ ࡱ



+æxüx+�� ß´x£ü

üǞƟ 5ȴʞǊȋŒɻ࢙�Œ˔Œȅȴʻ ʿƟŒȅ ƁȴʞɠȋǩȣǊ ɠǞŒɻƟ ƟˇʉƟȣƌɻ ʞɠ ʉȴ ʉǞƟ ƁɫǩʉǩƁŒȋ ɠȴǩȣʉ

� < �ƀɥ = π߿.

xȣ ʉǞƟ óó࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ƁŒɻƟࡪ ʿƟ ȴŷʉŒǩȣƟƌ ǩȣ �oDß ߾߽ࠆ߾ ࢎࠆ߾߽߿ࢍ ࡪࠁࠂ߽ ࡩࢂࠁ߽ࠁࠂ߽ࡱ߽߾ࠅ߾ࢁ

�ƀɥ(τ) = π߿
(
−߾ τ

(
߾
π߿

− ߾
߿߾

߿((
,

Œɻ ȋȴȣǊ Œɻ τ < ߿π߿߾
߿π−߿߾ ࡪ Œȣƌ ȣȴ ɠȴɻǩʉǩʻƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ Ǉȴɫ τ ŷǩǊǊƟɫ ʉǞŒȣ ʉǞǩɻ ʻŒȋʞƟࡱ

īǞƟȣ � > �ƀɥ(τ)ࡪ ȴȣƟ ǞŒɻ ʉȴ ˨ȣƌ ŒȣȴʉǞƟɫ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ǩȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ Ǉʞȋ˨ȋȋ ʉǞƟ
Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ρ(ʗ) ≤ ࡱ߾

�ȣɻŒʉ˔ࡩ ʉʿȴ࢙Ɓʞʉ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ŒǊŒǩȣࢍ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ 5ȴʞǊȋŒɻ࢙�Œ˔Œȅȴʻࢎ



+æxüx+�� ß´x£ü

üǞƟ 5ȴʞǊȋŒɻ࢙�Œ˔Œȅȴʻ ʿƟŒȅ ƁȴʞɠȋǩȣǊ ɠǞŒɻƟ ƟˇʉƟȣƌɻ ʞɠ ʉȴ ʉǞƟ ƁɫǩʉǩƁŒȋ ɠȴǩȣʉ

� < �ƀɥ = π߿.

xȣ ʉǞƟ óó࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ƁŒɻƟࡪ ʿƟ ȴŷʉŒǩȣƟƌ ǩȣ �oDß ߾߽ࠆ߾ ࢎࠆ߾߽߿ࢍ ࡪࠁࠂ߽ ࡩࢂࠁ߽ࠁࠂ߽ࡱ߽߾ࠅ߾ࢁ

�ƀɥ(τ) = π߿
(
−߾ τ

(
߾
π߿

− ߾
߿߾

߿((
,

Œɻ ȋȴȣǊ Œɻ τ < ߿π߿߾
߿π−߿߾ ࡪ Œȣƌ ȣȴ ɠȴɻǩʉǩʻƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ Ǉȴɫ τ ŷǩǊǊƟɫ ʉǞŒȣ ʉǞǩɻ ʻŒȋʞƟࡱ

īǞƟȣ � > �ƀɥ(τ)ࡪ ȴȣƟ ǞŒɻ ʉȴ ˨ȣƌ ŒȣȴʉǞƟɫ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ǩȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ Ǉʞȋ˨ȋȋ ʉǞƟ
Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ρ(ʗ) ≤ ࡱ߾

�ȣɻŒʉ˔ࡩ ʉʿȴ࢙Ɓʞʉ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ŒǊŒǩȣࢍ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ 5ȴʞǊȋŒɻ࢙�Œ˔Œȅȴʻࢎ



üoxæ5 ´æ5Dæ ßo�ðD üæ�£ðxüx´£

üǞƟ ɻʉɫȴȣǊ ƁȴʞɠȋǩȣǊ ɠǞŒɻƟ ǩɻ ȝȴɫƟ ƌǩǇ˨Ɓʞȋʉ ʉȴ ŒȣŒȋˈ˔Ɵ ŷʞʉ ȋȴȴȅǩȣǊ Œʉ ʉǞƟ
ȣƟǩǊǞŷȴɫǞȴȴƌ ȴǇ ʉǞƟ ƁɫǩʉǩƁŒȋ ŒɫƟŒࡪ ʿƟ Ɓȴʞȋƌ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉࡩ

߿∂ logZuJ
߿�∂

∣∣∣∣
�>�ƀɥ

− ߿∂ logZuJ
߿�∂

∣∣∣∣
�<�ƀɥ

→ ߽

=⇒ üǞƟ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǩɻ ʉǞǩɫƌ ȴɫƌƟɫ Œɻࢍ ǩȣ 5ȴʞǊȋŒɻ࢙�Œ˔Œȅȴʻࡱࢎ ðƟƟ ʉǞƟ
ʉƟƁǞȣǩƁŒȋ ƌƟʉŒǩȋɻ ǩȣ Œ ƌƟƌǩƁŒʉƟƌ ʉŒȋȅ ŷˈ �Ɵȴ ȴɫࢍ ɻȋǩƌƟɻࡱࢎ

üǞʞɻࡪ ʉǞƟ óó࢙ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ǩȣʉɫȴƌʞƁƟƌ Œ ȣȴȣʉɫǩʻǩŒȋ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ ȴȣ (�, τ)ࡪ ŷʞʉ
ǩȣ ɻʞƁǞ Œ ʿŒˈ ʉǞŒʉ ǩʉ ƌȴƟɻ ȣȴʉ ŒǇǇƟƁʉ ʉǞƟ ȴɫƌƟɫ ȴǇ ʉǞƟ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣࡱ

xʉ ǩɻ ȅȣȴʿȣ ʉǞŒʉ ʉǞƟ 5� ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǩɻ ǩȣƌʞƁƟƌ ŷˈ ǩȣɻʉŒȣʉȴȣɻࡪ ʿƟ ƁŒȣ
Œȋɻȴ ɫƟɠɫȴƌʞƁƟ ʉǞŒʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ǩȣ ʉǞƟ ƌƟǇȴɫȝƟƌ ʉǞƟȴɫ ̍ࡱ `ȴɫ ƟˇŒȝɠȋƟࡪ ȋȴȴȅǩȣǊ Œʉ
ʉǞƟ ɻʞɠɠɫƟɻɻǩȴȣ ǇŒƁʉȴɫ ȴǇ ʉǞƟ ȴȣƟ࢙ǩȣɻʉŒȣʉȴȣ Ɓȴȣʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡪ ʿƟ ʿǩȋȋ ɻƟƟ ʉǞŒʉ ǩʉ
ƌƟƁŒˈɻ ǇŒɻʉƟɫ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ŒɫƟŒࡪ ƟˇɠȋŒǩȣǩȣǊ ʿǞˈ ʉǞƟ ƁɫǩʉǩƁŒȋ ŒɫƟŒ ǩɻ ȋȴʿƟɫƟƌࡱ



x£ðü�£ü´£ �£��ĳðxð x£ 5߿ ĳ�

ßŒɫʉǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴǇ �ƌĳ߿ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉƟƌ Œɻ ɻʞȝ ȴʻƟɫ ǩȣɻʉŒȣʉȴȣ Ɓȴȣʉɫǩŷʞʉǩȴȣɻ
īǩʉʉƟȣࢁ ࡩࢂ߿ࠆࢪ

Zk/uJ =
∑

&∈Z 
ʸBMbi.()) exp



−߿π
 ߿
�

 ∑

Ǻ=߾
Ǻ߿(



 .

üǞƟ ʿƟǩǊǞʉ ʸBMbi.()) ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ʻǩŒ ßȴǩɻɻȴȣ ɫƟɻʞȝȝŒʉǩȴȣ
ßȴȋˈƁǞɫȴȣŒȅȴɻ࢙�ǩȣŒǞŒȣࢁ ࡱࢂࠀࠆࢪ xȣɻʉŒȣʉȴȣ Ɓȴȣʉɫǩŷʞʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ
ɻʞɠɠɫƟɻɻƟƌ Œʉ ȋŒɫǊƟ ࡪ  ƟࡱǊࡱ ˨ɫɻʉ ǩȣɻʉŒȣʉȴȣ ɻʞɠɠɫƟɻɻƟƌ Œɻࡩ

ʸBMbi.(߾, ߽, . . . , ߽)Ɲ−èBMbi.(߾,߽,...,߽)

ʸBMbi.(߽, ߽, . . . , ߽)Ɲ−èBMbi.(߽,߽,...,߽)
= Ɓȴȣɻʉࡱ× Ɲ−

߿π߿
�  γ

(
�
π߿

)

,

γ(ˀ) :=
√
−߾ ˀ− ˀ

߿ log
(
+߾

√
−߾ ˀ

−߾
√
−߾ ˀ

)
.

ßǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǩɻ ǩȣƌʞƁƟƌ ŷˈ ǩȣɻʉŒȣʉȴȣɻ �Œʉˈʉɻǩȣ࢙cɫȴɻɻࢁ ࡱࢂࠁࠆࢪ



x£ðü�£ü´£ �£��ĳðxð x£ 5߿ ĳ�

ßŒɫʉǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴǇ �ƌĳ߿ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉƟƌ Œɻ ɻʞȝ ȴʻƟɫ ǩȣɻʉŒȣʉȴȣ Ɓȴȣʉɫǩŷʞʉǩȴȣɻ
īǩʉʉƟȣࢁ ࡩࢂ߿ࠆࢪ

Zk/uJ =
∑

&∈Z 
ʸBMbi.()) exp



−߿π
 ߿
�

 ∑

Ǻ=߾
Ǻ߿(



 .

üǞƟ ʿƟǩǊǞʉ ʸBMbi.()) ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ʻǩŒ ßȴǩɻɻȴȣ ɫƟɻʞȝȝŒʉǩȴȣ
ßȴȋˈƁǞɫȴȣŒȅȴɻ࢙�ǩȣŒǞŒȣࢁ ࡱࢂࠀࠆࢪ xȣɻʉŒȣʉȴȣ Ɓȴȣʉɫǩŷʞʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ
ɻʞɠɠɫƟɻɻƟƌ Œʉ ȋŒɫǊƟ ࡪ  ƟࡱǊࡱ ˨ɫɻʉ ǩȣɻʉŒȣʉȴȣ ɻʞɠɠɫƟɻɻƟƌ Œɻࡩ

ʸBMbi.(߾, ߽, . . . , ߽)Ɲ−èBMbi.(߾,߽,...,߽)

ʸBMbi.(߽, ߽, . . . , ߽)Ɲ−èBMbi.(߽,߽,...,߽)
= Ɓȴȣɻʉࡱ× Ɲ−

߿π߿
�  γ

(
�
π߿

)

,

γ(ˀ) :=
√
−߾ ˀ− ˀ

߿ log
(
+߾

√
−߾ ˀ

−߾
√
−߾ ˀ

)
.

ßǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǩɻ ǩȣƌʞƁƟƌ ŷˈ ǩȣɻʉŒȣʉȴȣɻ �Œʉˈʉɻǩȣ࢙cɫȴɻɻࢁ ࡱࢂࠁࠆࢪ



x£ðü�£ü´£ð x£ üoD óó5࢙D`´æ�D5 üoD´æĳ

`ʞȋȋ ßȴǩɻɻȴȣ ɫƟɻʞȝȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ǞŒɫƌ ǩȣ ʉǞƟ óó࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ƁŒɻƟࡪ ǩȣɻʉƟŒƌ ʿƟ ƁŒȣ
ǇȴƁʞɻ ȴȣ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ǩȣɻʉŒȣʉȴȣ ƁȴɫɫƟƁʉǩȴȣ ) = ,߾) ߽, . . . , ࡱ(߽

īƟ ȴŷʉŒǩȣƟƌ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ǩȣɻʉŒȣʉȴȣ ƁȴɫɫƟƁʉǩȴȣ ǩɻ ɻʞɠɠɫƟɻɻƟƌ Œɻࡩ

Ķ(߾,߽,...,߽)
Ķ(߽,...,߽)

= C′ exp

[
−  ߿π߿

�Ŷ∞
γ

(
�Ŷ∞
π߿

)]
, ࢎࠂࢍ

ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Œɻ ǩȣ ʉǞƟ ʞȣƌƟǇȴɫȝƟƌ ƁŒɻƟࡱ ∞Ŷࢍ > ߾ ǩǇ τ > ࡱࢎ߽
xȣ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫࡪ ȠȰʂ ɵʗɛɛɥƝɵɵƝƊ ǩǇ τ > ߿π߿߾

߿π−߿߾ ࡱ

�Ɵʉ ʞɻ ɻƟƟ ʉʿȴ ɠȋȴʉɻ ɻǞȴʿǩȣǊ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ɻʞɠɠɫƟɻɻǩȴȣ ȴƁƁʞɫɻ Œʉ Œ ȋȴʿƟɫ
ŒɫƟŒࡪ ǞƟȣƁƟ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ǩȣɻʉŒȣʉȴȣ Ɓȴȣʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ǞŒɠɠƟȣɻ ƟŒɫȋǩƟɫ ʿǞƟȣ
ǩȣƁɫƟŒɻǩȣǊ ʉǞƟ ŒɫƟŒ Ǉɫȴȝ ˔Ɵɫȴࡪ ƟˇɠȋŒǩȣǩȣǊ ʉǞƟ ȋȴʿƟɫǩȣǊ ȴǇ ʉǞƟ ƁɫǩʉǩƁŒȋ ŒɫƟŒࡱ



x£ðü�£ü´£ð x£ üoD óó5࢙D`´æ�D5 üoD´æĳ

`ʞȋȋ ßȴǩɻɻȴȣ ɫƟɻʞȝȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ǞŒɫƌ ǩȣ ʉǞƟ óó࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ƁŒɻƟࡪ ǩȣɻʉƟŒƌ ʿƟ ƁŒȣ
ǇȴƁʞɻ ȴȣ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ǩȣɻʉŒȣʉȴȣ ƁȴɫɫƟƁʉǩȴȣ ) = ,߾) ߽, . . . , ࡱ(߽

īƟ ȴŷʉŒǩȣƟƌ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ǩȣɻʉŒȣʉȴȣ ƁȴɫɫƟƁʉǩȴȣ ǩɻ ɻʞɠɠɫƟɻɻƟƌ Œɻࡩ

Ķ(߾,߽,...,߽)
Ķ(߽,...,߽)

= C′ exp

[
−  ߿π߿

�Ŷ∞
γ

(
�Ŷ∞
π߿

)]
, ࢎࠂࢍ

ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Œɻ ǩȣ ʉǞƟ ʞȣƌƟǇȴɫȝƟƌ ƁŒɻƟࡱ ∞Ŷࢍ > ߾ ǩǇ τ > ࡱࢎ߽
xȣ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫࡪ ȠȰʂ ɵʗɛɛɥƝɵɵƝƊ ǩǇ τ > ߿π߿߾

߿π−߿߾ ࡱ

�Ɵʉ ʞɻ ɻƟƟ ʉʿȴ ɠȋȴʉɻ ɻǞȴʿǩȣǊ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ɻʞɠɠɫƟɻɻǩȴȣ ȴƁƁʞɫɻ Œʉ Œ ȋȴʿƟɫ
ŒɫƟŒࡪ ǞƟȣƁƟ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ǩȣɻʉŒȣʉȴȣ Ɓȴȣʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ǞŒɠɠƟȣɻ ƟŒɫȋǩƟɫ ʿǞƟȣ
ǩȣƁɫƟŒɻǩȣǊ ʉǞƟ ŒɫƟŒ Ǉɫȴȝ ˔Ɵɫȴࡪ ƟˇɠȋŒǩȣǩȣǊ ʉǞƟ ȋȴʿƟɫǩȣǊ ȴǇ ʉǞƟ ƁɫǩʉǩƁŒȋ ŒɫƟŒࡱ



DĲß´£D£üx�� ðċßßæDððx´£ ´` x£ðü�£ü´£ðࡪ τ = ߾.߽

`ǩǊʞɫƟ ࡩ߾ γ
(

ˀ
π߿

)
ࡩ ƌƟǇȴɫȝƟƌ ࢎŷȋʞƟࢍ Œȣƌ ʞȣƌƟǇȴɫȝƟƌ ࢎȴɫŒȣǊƟࢍ ƁŒɻƟࡱ ´ȣ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉࡩ Œ

˔ȴȴȝ ȴȣ ʉǞƟ ʉŒǩȋ ȴǇ ˀγ߾
(

ˀ
π߿

)
ࡱ üǞƟ ɠȋȴʉɻ ŒɫƟ Œʉ τ = ߾.߽



DĲß´£D£üx�� ðċßßæDððx´£ ´` x£ðü�£ü´£ðࡪ τ = ࠂ.߽

`ǩǊʞɫƟ ࡩ߿ γ
(

ˀ
π߿

)
ࡩ ƌƟǇȴɫȝƟƌ ࢎŷȋʞƟࢍ Œȣƌ ʞȣƌƟǇȴɫȝƟƌ ࢎȴɫŒȣǊƟࢍ ƁŒɻƟࡱ ´ȣ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉࡩ Œ

˔ȴȴȝ ȴȣ ʉǞƟ ʉŒǩȋ ȴǇ ˀγ߾
(

ˀ
π߿

)
ࡱ üǞƟ ɠȋȴʉɻ ŒɫƟ Œʉ τ = ࡱࠂ.߽ īƟ ɻƟƟ Ǟȴʿ ʉǞƟ ɻʞɠɠɫƟɻɻǩȴȣ

ǇŒƁʉȴɫ ʻŒȣǩɻǞƟɻ Œʉ ƟŒɫȋǩƟɫ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ � Œɻ τ ǩɻ ǩȣƁɫƟŒɻƟƌࡱ



ðċ���æĳ

ðʞȝȝŒɫˈ ȴǇ ʉǞƟ Ɗ߿ ĳ� ɫƟɻʞȋʉɻࡩ

ࡦ ĳŒȣǊ࢙�ǩȋȋɻ ȴȣ è߿ ʞȣƌƟɫǊȴƟɻ Œ ȋŒɫǊƟ   ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣࡱ

ðȴ ƌȴƟɻ ǩʉɻ
óó࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ʻƟɫɻǩȴȣ ࡶࢎ∗ࢍ

ࡦ ʉǞƟ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǩɻ ǩȣƌʞƁƟƌ ŷˈ ǩȣɻʉŒȣʉȴȣɻࡱ üǞƟ ɻŒȝƟ ǞŒɠɠƟȣɻ ǩȣ ʉǞƟ
óó࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ʻƟɫɻǩȴȣ ࡶࢎ∗ࢍ

ࡦ ʉǞƟ ʉǞƟȴɫˈ ǩɻ ʿƟȋȋ࢙ƌƟ˨ȣƟƌ Ǉȴɫ Œȋȋ � > üǞƟࡱ߽ ɻŒȝƟ Ǟȴȋƌɻ ʉɫʞƟ Ǉȴɫ ʉǞƟ
óó࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ʻƟɫɻǩȴȣࡱ

∗ ࡩ ʉǞƟ ƁɫǩʉǩƁŒȋ ʻŒȋʞƟ ǩɻ ȋȴʿƟɫƟƌࡪ Œȣƌ ƟʻƟȣʉʞŒȋȋˈ ȴȣȋˈ ȴȣƟ ɠǞŒɻƟ Ɵˇǩɻʉɻ Ǉȴɫ
ȋŒɫǊƟ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ʉǞƟ ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ τ ࡱ üǞǩɻ ǩɻ ŷƟƁŒʞɻƟࡪ Œʉ Œ ƁƟɫʉŒǩȣ
ʻŒȋʞƟ ȴǇ τ ࡪ ǩȣɻʉŒȣʉȴȣ ɻƟƁʉȴɫɻ ƁƟŒɻƟ ʉȴ ŷƟ ɻʞɠɠɫƟɻɻƟƌࡱ



ðċ���æĳ

ðʞȝȝŒɫˈ ȴǇ ʉǞƟ Ɗ߿ ĳ� ɫƟɻʞȋʉɻࡩ

ࡦ ĳŒȣǊ࢙�ǩȋȋɻ ȴȣ è߿ ʞȣƌƟɫǊȴƟɻ Œ ȋŒɫǊƟ   ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣࡱ ðȴ ƌȴƟɻ ǩʉɻ
óó࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ʻƟɫɻǩȴȣ ࡶࢎ∗ࢍ

ࡦ ʉǞƟ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǩɻ ǩȣƌʞƁƟƌ ŷˈ ǩȣɻʉŒȣʉȴȣɻࡱ

üǞƟ ɻŒȝƟ ǞŒɠɠƟȣɻ ǩȣ ʉǞƟ
óó࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ʻƟɫɻǩȴȣ ࡶࢎ∗ࢍ

ࡦ ʉǞƟ ʉǞƟȴɫˈ ǩɻ ʿƟȋȋ࢙ƌƟ˨ȣƟƌ Ǉȴɫ Œȋȋ � > üǞƟࡱ߽ ɻŒȝƟ Ǟȴȋƌɻ ʉɫʞƟ Ǉȴɫ ʉǞƟ
óó࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ʻƟɫɻǩȴȣࡱ

∗ ࡩ ʉǞƟ ƁɫǩʉǩƁŒȋ ʻŒȋʞƟ ǩɻ ȋȴʿƟɫƟƌࡪ Œȣƌ ƟʻƟȣʉʞŒȋȋˈ ȴȣȋˈ ȴȣƟ ɠǞŒɻƟ Ɵˇǩɻʉɻ Ǉȴɫ
ȋŒɫǊƟ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ʉǞƟ ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ τ ࡱ üǞǩɻ ǩɻ ŷƟƁŒʞɻƟࡪ Œʉ Œ ƁƟɫʉŒǩȣ
ʻŒȋʞƟ ȴǇ τ ࡪ ǩȣɻʉŒȣʉȴȣ ɻƟƁʉȴɫɻ ƁƟŒɻƟ ʉȴ ŷƟ ɻʞɠɠɫƟɻɻƟƌࡱ



ðċ���æĳ

ðʞȝȝŒɫˈ ȴǇ ʉǞƟ Ɗ߿ ĳ� ɫƟɻʞȋʉɻࡩ

ࡦ ĳŒȣǊ࢙�ǩȋȋɻ ȴȣ è߿ ʞȣƌƟɫǊȴƟɻ Œ ȋŒɫǊƟ   ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣࡱ ðȴ ƌȴƟɻ ǩʉɻ
óó࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ʻƟɫɻǩȴȣ ࡶࢎ∗ࢍ

ࡦ ʉǞƟ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǩɻ ǩȣƌʞƁƟƌ ŷˈ ǩȣɻʉŒȣʉȴȣɻࡱ üǞƟ ɻŒȝƟ ǞŒɠɠƟȣɻ ǩȣ ʉǞƟ
óó࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ʻƟɫɻǩȴȣ ࡶࢎ∗ࢍ

ࡦ ʉǞƟ ʉǞƟȴɫˈ ǩɻ ʿƟȋȋ࢙ƌƟ˨ȣƟƌ Ǉȴɫ Œȋȋ � > üǞƟࡱ߽ ɻŒȝƟ Ǟȴȋƌɻ ʉɫʞƟ Ǉȴɫ ʉǞƟ
óó࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ʻƟɫɻǩȴȣࡱ

∗ ࡩ ʉǞƟ ƁɫǩʉǩƁŒȋ ʻŒȋʞƟ ǩɻ ȋȴʿƟɫƟƌࡪ Œȣƌ ƟʻƟȣʉʞŒȋȋˈ ȴȣȋˈ ȴȣƟ ɠǞŒɻƟ Ɵˇǩɻʉɻ Ǉȴɫ
ȋŒɫǊƟ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ʉǞƟ ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ τ ࡱ üǞǩɻ ǩɻ ŷƟƁŒʞɻƟࡪ Œʉ Œ ƁƟɫʉŒǩȣ
ʻŒȋʞƟ ȴǇ τ ࡪ ǩȣɻʉŒȣʉȴȣ ɻƟƁʉȴɫɻ ƁƟŒɻƟ ʉȴ ŷƟ ɻʞɠɠɫƟɻɻƟƌࡱ



æD`DæD£+Dð

ࡦ �ȝȴȣǊ ȝŒȣˈ ȴʉǞƟɫ ǇƟŒʉʞɫƟɻ ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ȝȴƌƟȋ ǩɻ ʞɻƟǇʞȋ ʉȴ ƟɻʉŒŷȋǩɻǞ Œȣƌ
ɻʉʞƌˈ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣɻ ǩȣ ǊŒʞǊƟ ʉǞƟȴɫ ࡪ̍ ǩȣ Œ ƌȴʞŷȋƟ࢙ɻƁŒȋǩȣǊ ȋǩȝǩʉࡱ

ࡦ ࡱ� ðŒȣʉǩȋȋǩ Œȣƌ ࡱ� üǩƟɫ˔ࡪ �ŒɫǊƟࢨ £ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǩȣ üü࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ƌ߿
ĳŒȣǊ࢙�ǩȋȋɻ ʉǞƟȴɫˈ ȴȣ ʉǞƟ ɻɠǞƟɫƟࢨࡪ �oDß ߾߽ࠆ߾ ࢎࠆ߾߽߿ࢍ ࡪࠁࠂ߽ ࢂࠁ߽ࠁࠂ߽ࡱ߽߾ࠅ߾ࢁ

ࡦ ࡱ� ðŒȣʉǩȋȋǩ Œȣƌ ࡱ� üǩƟɫ˔ࡪ ßǞŒɻƟࢨ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣɻ Œȣƌ īǩȋɻȴȣ ȋȴȴɠɻ ǩȣ
ŒȣʉǩɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩȴȣɻ ǩȣ +ǞƟɫȣ࢙ðǩȝȴȣɻ࢙ȝŒʉʉƟɫ ʉǞƟȴɫˈࢨࡪ ࡱ�
ßǞˈɻࡱ � ࢎࠆ߾߽߿ࢍ

ࡦ ࡱ� ðŒȣʉǩȋȋǩ Œȣƌ ࡱ� üǩƟɫ˔ࡪ ßǞŒɻƟࢨ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǩȣ ƁȴȝɠȋƟˇ࢙ʉǩȝƟ �ȴɻƁǞȝǩƌʉ
ƟƁǞȴ ȴǇ ɻǞȴɫʉ Œȣƌ ȋȴȣǊ ɫŒȣǊƟ ɻɠǩȣ ƁǞŒǩȣࢨࡪ ࡪࢂࠆࠁࠃࠃ߽ࡱ߿߽ࠆ߾ࡩŒɫĲǩʻࢁ ࡱ� ðʉŒʉࡱ
�ƟƁǞࡱ ࢎ߽߿߽߿ࢍ ࡱ߿߽߾ࠀࠃ߽

ࡦ ࡱ� ðŒȣʉǩȋȋǩ Œȣƌ ࡱ� üǩƟɫ˔ࡪ DˇŒƁʉࢨ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣƁƟɻ Œȣƌ ɠǞŒɻƟ ƌǩɻƁɫƟɠŒȣƁǩƟɻ
ŷƟʉʿƟƟȣ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ƟȣɻƟȝŷȋƟɻࢨࡪ ࢂࠂࠄࠁ߽߾ࡱࠀ߽߽߿ࡩŒɫĲǩʻࢁ ࡱ� ðʉŒʉࡱ �ƟƁǞࡱ
ࢎ߽߿߽߿ࢍ ࠄ߽߾ࠀࠅ߽

ࡦ ࡱ� æʞɻɻȴ Œȣƌ ࡱ� üǩƟɫ˔ࡪ �ʞȋʉǩɠȋƟࢨ ɠǞŒɻƟɻ ǩȣ Œ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ
cɫȴɻɻ࢙īǩʉʉƟȣ࢙īŒƌǩŒ ȝŒʉɫǩˇ ȝȴƌƟȋࢨࡪ ࡪࢂࠂ߾ࠂࠅ߽ࡱࠄ߽߽߿ࡩŒɫĲǩʻࢁ �oDß ǩȣ ɠɫƟɻɻ

ࡦ ࡱ� ðŒȣʉǩȋȋǩࡪ æࡱ�ࡱ ð˔Œŷȴ Œȣƌ ࡱ� üǩƟɫ˔ࡪ ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ࢙óóࢨ ȴǇ ɧ࢙ĳŒȣǊ࢙�ǩȋȋɻ
ʉǞƟȴɫˈࡪࢨࡪ ŒɫĲǩʻࡱࠄࠂࠃ߽߽ࡱࠆ߽߽߿ࡩ



æD`DæD£+Dð

ࡦ �ȝȴȣǊ ȝŒȣˈ ȴʉǞƟɫ ǇƟŒʉʞɫƟɻ ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ȝȴƌƟȋ ǩɻ ʞɻƟǇʞȋ ʉȴ ƟɻʉŒŷȋǩɻǞ Œȣƌ
ɻʉʞƌˈ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣɻ ǩȣ ǊŒʞǊƟ ʉǞƟȴɫ ࡪ̍ ǩȣ Œ ƌȴʞŷȋƟ࢙ɻƁŒȋǩȣǊ ȋǩȝǩʉࡱ

ࡦ ࡱ� ðŒȣʉǩȋȋǩ Œȣƌ ࡱ� üǩƟɫ˔ࡪ �ŒɫǊƟࢨ £ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǩȣ üü࢙ƌƟǇȴɫȝƟƌ ƌ߿
ĳŒȣǊ࢙�ǩȋȋɻ ʉǞƟȴɫˈ ȴȣ ʉǞƟ ɻɠǞƟɫƟࢨࡪ �oDß ߾߽ࠆ߾ ࢎࠆ߾߽߿ࢍ ࡪࠁࠂ߽ ࢂࠁ߽ࠁࠂ߽ࡱ߽߾ࠅ߾ࢁ

ࡦ ࡱ� ðŒȣʉǩȋȋǩ Œȣƌ ࡱ� üǩƟɫ˔ࡪ ßǞŒɻƟࢨ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣɻ Œȣƌ īǩȋɻȴȣ ȋȴȴɠɻ ǩȣ
ŒȣʉǩɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩȴȣɻ ǩȣ +ǞƟɫȣ࢙ðǩȝȴȣɻ࢙ȝŒʉʉƟɫ ʉǞƟȴɫˈࢨࡪ ࡱ�
ßǞˈɻࡱ � ࢎࠆ߾߽߿ࢍ

ࡦ ࡱ� ðŒȣʉǩȋȋǩ Œȣƌ ࡱ� üǩƟɫ˔ࡪ ßǞŒɻƟࢨ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǩȣ ƁȴȝɠȋƟˇ࢙ʉǩȝƟ �ȴɻƁǞȝǩƌʉ
ƟƁǞȴ ȴǇ ɻǞȴɫʉ Œȣƌ ȋȴȣǊ ɫŒȣǊƟ ɻɠǩȣ ƁǞŒǩȣࢨࡪ ࡪࢂࠆࠁࠃࠃ߽ࡱ߿߽ࠆ߾ࡩŒɫĲǩʻࢁ ࡱ� ðʉŒʉࡱ
�ƟƁǞࡱ ࢎ߽߿߽߿ࢍ ࡱ߿߽߾ࠀࠃ߽

ࡦ ࡱ� ðŒȣʉǩȋȋǩ Œȣƌ ࡱ� üǩƟɫ˔ࡪ DˇŒƁʉࢨ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣƁƟɻ Œȣƌ ɠǞŒɻƟ ƌǩɻƁɫƟɠŒȣƁǩƟɻ
ŷƟʉʿƟƟȣ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ƟȣɻƟȝŷȋƟɻࢨࡪ ࢂࠂࠄࠁ߽߾ࡱࠀ߽߽߿ࡩŒɫĲǩʻࢁ ࡱ� ðʉŒʉࡱ �ƟƁǞࡱ
ࢎ߽߿߽߿ࢍ ࠄ߽߾ࠀࠅ߽

ࡦ ࡱ� æʞɻɻȴ Œȣƌ ࡱ� üǩƟɫ˔ࡪ �ʞȋʉǩɠȋƟࢨ ɠǞŒɻƟɻ ǩȣ Œ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ
cɫȴɻɻ࢙īǩʉʉƟȣ࢙īŒƌǩŒ ȝŒʉɫǩˇ ȝȴƌƟȋࢨࡪ ࡪࢂࠂ߾ࠂࠅ߽ࡱࠄ߽߽߿ࡩŒɫĲǩʻࢁ �oDß ǩȣ ɠɫƟɻɻ

ࡦ ࡱ� ðŒȣʉǩȋȋǩࡪ æࡱ�ࡱ ð˔Œŷȴ Œȣƌ ࡱ� üǩƟɫ˔ࡪ ƌƟǇȴɫȝŒʉǩȴȣ࢙óóࢨ ȴǇ ɧ࢙ĳŒȣǊ࢙�ǩȋȋɻ
ʉǞƟȴɫˈࡪࢨࡪ ŒɫĲǩʻࡱࠄࠂࠃ߽߽ࡱࠆ߽߽߿ࡩ


