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Inferência indutiva

Método de Galileu ou hipotético-dedutivo

Puzzle de Kuhn→


(1) Há uma lei por descobrir.

(2) O cientista enuncia uma hipótese.

(3) O cientista deduz consequências da hipótese.

(4) O cientista testa a hipótese.

Ciclo 4-3-4: Se o passo 4 é bem sucedido, então o cientista retorna ao passo 3 e
continua a realizar testes.
Ciclo 4-2-3-4: Se o passo 4 é mal sucedido, então o cientista retorna ao passo 2 e
muda de ideias, muda de hipótese ou conjetura.
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(1) Há uma lei por descobrir.

(2) O cientista enuncia uma hipótese.
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Ciclo 4-2-3-4: Se o passo 4 é mal sucedido, então o cientista retorna ao passo 2 e
muda de ideias, muda de hipótese ou conjetura.
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Puzzle de Kuhn→


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Ciclo 4-3-4: Se o passo 4 é bem sucedido, então o cientista retorna ao passo 3 e
continua a realizar testes.
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(4) O cientista testa a hipótese.
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José Félix Costa Beamer



Sci NU Hier. Conf Popper Boyle Cientista ↓ h

O poder da inferência indutiva

06 + 04 = 0210

15 + 03 = 1218

05 + 02 = 0037

09 + 02 = 0711

08 + 05 = 0313

09 + 08 = 0117

10 + 06 = 0416

07 + 06 = 0113
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Dados cient́ıficos originais de Boyle (1662).

Volume (V ) Pressão (P ) PV
1.0 29.750 29.750
1.5 19.125 28.688
2.0 14.375 28.750
3.0 9.500 28.500
4.0 7.125 28.500
5.0 5.625 28.125
6.0 4.875 29.125
7.0 4.250 29.750
8.0 3.750 30.000
9.0 3.375 30.375
10.0 3.000 30.000
12.0 2.625 31.500
14.0 2.250 31.500
16.0 2.000 32.000
18.0 1.875 33.750
20.0 1.750 35.000
24.0 1.500 36.000
28.0 1.375 38.500
32.0 1.250 40.000
16.0 2.000 32.000

Figura: Dados originais de Boyle (Pat Langley et al. [LSBZ87]).
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F́ısica: conjeturando a lei de Boyle

Lei de Boyle

A pressão de um gás ideal no interior de um recipiente flex́ıvel,
mantido a temperatura constante durante um processo de
compressão ou expansão, é inversamente proporcional do seu
volume.

Lei de Boyle :

pV = const

O cientista ‘Boyle’, sob input de um texto
〈5, 25〉#〈10,

1
5〉#〈20,

1
10〉# . . . , produz o código e da instância da

Lei de Boyle com constante 2.
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... Matemática: ... conjeturando π

CIENTISTA

Arquimedes

φe é π

Após a ordem p ∈ N

3, 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 9 · · · A conjetura estabiliza

. . . `

Ex-identificação
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... Matemática: ... conjeturando π

CIENTISTA

Arquimedes

φe é π
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Gás de van der Walls

Figura: A equação constitutiva de van der Walls.
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Gás de van der Walls

CIENTISTA

Van der Walls

φe é uma instância da lei de van der Walls

Após a ordem ` ∈ N
〈p0, V0〉#〈p1, V1〉#〈pk, Vk〉# . . . A conjetura estabiliza

. . . e

Ex-identificação

Figura: Para todo o t ≥ `, o cientista M sob input Volume[Pressure]
conjetura uma instância da lei de van der Walls para o gás original sob

consideração: (p+ an2

V 2 )(V − nb) = const.
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φe é uma instância da lei de van der Walls

Após a ordem ` ∈ N
〈p0, V0〉#〈p1, V1〉#〈pk, Vk〉# . . . A conjetura estabiliza

. . . e

Ex-identificação

Figura: Para todo o t ≥ `, o cientista M sob input Volume[Pressure]
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Dados originais de Borelli

Lua Distância (D) Peŕıodo (P ) (D/P ) (D2/P ) (D3/P 2)
A 5.67 1.769 3.203 18.153 58.15
B 8.67 3.571 2.427 21.036 51.06
C 14.00 7.155 1.957 27.395 53.61
D 24.67 16.689 1.478 36.459 53.89

Figura: Dados originais de Borelli relativos ao planeta Júpiter (Gingerich
1975; Pat Langley et al. [LSBZ87]). As distâncias estão expressas em
múltiplos do raio de Júpiter.
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Algumas leis emṕıricas

Boyle’s law PV = const.

Kepler’s third law D3P 2 = const.

Galileo law 2D/T 2 = g

Ohm’s law IL = −rI + v

Figura: Leis f́ısicas redescobertas computacionalmente.
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Observações de Mendel

V V −→ V
AA −→ A
V A −→ V ′

V ′V ′ −→ V |V ′|A
Figura: Observações de Mendel relativas a fenótipos de ervilheiras verdes
e amarelas para inferir as classes genot́ıpicas. Legenda: V denota
ervilheira verde pura, V ′ denota ervilheira h́ıbrida verde, A denota
ervilheira amarela pura.
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Conjetura de Mendel

{vv} {vv} −→ {vv}
{aa} {aa} −→ {aa}
{vv} {aa} −→ {va}
{va} {va} −→ {vv}|{va}|{aa}

Figura: Explicação de Mendel.
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Conjetura de Mendel

CIENTISTA

Mendel

φe é uma instância da lei de Mendel

V V −→ V ,
AA −→ A,
V A −→ V ′,
V ′V ′ −→ V |V ′|A

{vv}{vv} −→ {vv},
{aa}{aa} −→ {aa},
{vv}{aa} −→ {va},
{va}{va} −→ {vv}|{va}|{vv}

TxtEx-identificação

Figura: Descoberta dos prinćıpios da herança genética por
TxtEx-identificação .
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Os cientistas trabalham com texto!

Text et al.

1 E.g., um texto T para uma função é uma aplicação
N→ N× N. Por T [t] denotamos a sequência dos primeiros t
elementos de T .

0 1 2 3 4 · · ·
〈29.750, 1.0〉 〈7.125, 4.0〉 〈3.750, 8.0〉 〈2.625, 12.0〉 〈2.000, 16.0〉 · · ·

2 SEG = {T [t] : T is a text for a function and t ∈ N}.

3 SEQ = {T [t] : T is a text for a set and t ∈ N}.

Definição (Cientista, Gold [Gol67])

Um cientista é uma função (possivelmente parcial, não
necessariamente computável) do tipo SEQ, SEG→ N.

José Félix Costa Beamer
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Sucesso para funções

Definição (Sucesso cient́ıfico para uma função, Gold [Gol67])

Seja ψ : N→ N uma função total. Dizemos que um cientista M
identifica ψ se existir um e ∈ N e uma ordem p tal que, para t ≥ p,
M(ψ[t]) = e e φe = ψ.

Definição (Sucesso cient́ıfico para uma coleção, Gold [Gol67])

Seja S um conjunto de funções totais. Dizemos que um cientista
M identifica S no caso de ele identificar todo o ψ ∈ S.

José Félix Costa Beamer
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identifica ψ se existir um e ∈ N e uma ordem p tal que, para t ≥ p,
M(ψ[t]) = e e φe = ψ.

Definição (Sucesso cient́ıfico para uma coleção, Gold [Gol67])

Seja S um conjunto de funções totais. Dizemos que um cientista
M identifica S no caso de ele identificar todo o ψ ∈ S.
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Sucesso para conjuntos

Definição [Convergência de um cientista, Gold in [Gol67]]

Um cientista M converge para a conjetura i no texto T se, para quase todos os
valores de k ∈ N, M(T [k]) = i. Um cientista identifica um texto T se existir j ∈ N tal
que M converge para j em T , e Wj = content(T ) no caso de conjunto ou
φj = content(T ) no caso de função.

Definição [Convergência de um cientista, Gold in [Gol67]]

Um cientista M identifica um conjunto recursivamente enumerável L se M identifica
todo o texto para L.

Definição [TxtEx, Gold in [Gol67]]

Dizemos que M TxtEx-identifica L se M é um cientista computável que identifica a
coleção L de conjuntos recursivamente enumeráveis. (Seja
TxtEx = {L ⊆ E : existe um cientista computável M que TxtEx-identifica L}.)
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Scientist Boyle: Predictive explanation Explain

CIENTISTA

Boyle

φe é uma instância da lei de Boyle

Após a ordem p ∈ N on

〈29.750, 1.0〉 〈7.125, 4.0〉 〈3.750, 8.0〉 · · · A conjetura estabiliza

. . . e

Ex-identificação

Figura: Para todo o t ≥ p, o cientista M sob input Volume[Pressure]
conjetura uma instância da lei de Boyle para o gás original sob
consideração.
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Exemplo de identificação

C0
C0 é o subconjunto de R que contém a caracteŕıstica de N bem
como as carateŕısticas de todos os seus subconjuntos finitos.

Procedimento de identificação

Considere-se o seguinte cientista M: Se todos os valores de ψ que
ocorrem no input

〈0, ψ(0)〉〈1, ψ(1)〉 . . . 〈k − 1, ψ(k − 1)〉

são 1, então o cientista conjetura o código do programa λx. 1; se,
por outro lado, um ou mais valores de ψ são 0, então o cientista
constrói a lista dos valores de ψ por ordem crescente (sem
repetições) µ = i1# . . .#im#, com m ≤ k − 1, e conjetura o
código do programa “case” trivial.

José Félix Costa Beamer
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Exemplo de identificação

Procedimento de identificação

Function χ(x : N) : Boolean;
Constant µ: list of N;
Begin

Case x of
x ∈ µ : Return 1;
x /∈ µ : Return 0

End
End
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Exemplo de identificação

R
O conjunto R é identificável por cientista não computável.

Procedimento de identificação para cientista não computável

Considere-se o seguinte cientista M: Dado o input σ ∈ SEG, o
cientista conjetura o mais pequeno código (programa) i, tal que
(a) φi é total e (b) content(σ) ⊂ φi. Para todo o texto T para
uma função recursiva ψ, existe uma ordem p tal que, para todo o
n ≥ p, M conjetura sempre o mesmo ı́ndice i.
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(a) φi é total e (b) content(σ) ⊂ φi. Para todo o texto T para
uma função recursiva ψ, existe uma ordem p tal que, para todo o
n ≥ p, M conjetura sempre o mesmo ı́ndice i.

José Félix Costa Beamer



Sci NU Hier. Conf Popper Ex Teo. não união Unificação R /∈ Ex

Teorema da Não União
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Explain

CIENTISTA M

φe = ψ

Após a ordem p ∈ N
ψ(0)#ψ(1)# . . .#ψ(p)# . . . A conjetura estabiliza

. . . e0 . . . ek . . . e

S ⊆ R
ψ ∈ S

Ex-identificação

Figura: Para todo o t ≥ p, o cientista M sob o input ψ[t] produz o
código e de ψ, i.e., φe = ψ.
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José Félix Costa Beamer



Sci NU Hier. Conf Popper Ex Teo. não união Unificação R /∈ Ex

Explain

CIENTISTA M

φe = ψ

Após a ordem p ∈ N
ψ(0)#ψ(1)# . . .#ψ(p)# . . . A conjetura estabiliza

. . . e0 . . . ek . . . e

S ⊆ R
ψ ∈ S

Ex-identificação

Figura: Para todo o t ≥ p, o cientista M sob o input ψ[t] produz o
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Teorema da não união dos Blums

Teorema [Blum e Blum [BB75]]

A classe Ex não é fechada para a união.

Proposição

R /∈ Ex.
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AEZ ∪ SD não é Ex-identificável

Exemplo [AEZ: funções ψ tais que
∞
∀n(ψ(n) = 0)]

Sob input ψ(0) . . . ψ(t− 1), o cientista constrói a lista µ de valores
não nulos (i, ψ(i)) e conjetura o programa

If x ∈ dom(µ̂) Then µ̂(x) Else 0

Exemplo [SD: funções auto-descrit́ıveis]

Sob input ψ(0) . . . ψ(t− 1) o cientista conjetura ψ(0).
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Cientista XXI

CIENTISTA

A

eu explico factos A, tudo o que pode ser explicado

TxtEx-, Ex-identificação

CIENTISTA

F

eu explico factos F

TxtEx-, Ex-identificação

CIENTISTA

E

eu explico factos E

TxtEx-, Ex-identificação
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Conjunto das funções primitivas recursivas ∈ Ex
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Hierarquia dos Cientistas
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EXplain

Definição [n-variante]

Dizemos que ξ ∈ PR é uma n-variante da função f ∈ R, se ξ
coincide com f exceto num número finito de pontos que não
excede n (escrevemos f =n ξ).

Definição [?-variante]

Dizemos que ξ ∈ PR é uma ?-variante da função f ∈ R, se ξ
coincide com f exceto num número finito de pontos (escrevemos
f =? ξ).
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EXplain

Definição [Exn-identificação, Case e Smith [CS78, CS83]]

Um cientista computável Exn-identifica uma função ψ ∈ R, se
existe uma ordem p ∈ N tal que, para todo o k ≥ p, M sob input
ψ[k] conjetura o mesmo código de uma função n-variante de ψ.
Diz-se que o cientista M Exn-identifica S ∈ R se Exn-identifica
toda a função ψ ∈ S.

Definição [Ex?-identificação Blum e Blum [BB75]]
.............................

Definição [Ex, Exn, e Ex?]

Ex, Exn, e Ex?, são as correspondentes classes de conjuntos
Ex-,Exn-, ou Ex?-identificáveis por cientistas computáveis.
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Exnplain

CIENTISTA M

φe =
n ψ

Após p ∈ N
ψ(0)#ψ(1)# . . .#ψ(p)# . . .

S ⊆ R
ψ ∈ S

Exn-identificação

A conjetura estabiliza

. . . e0 . . . ek . . . e

Figura: Para todo o t ≥ p, o cientista M sob input ψ[t] conjetura o
código e de uma n-variante de ψ, i.e., φe =

n ψ.
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Exn+1 − Exn 6= ∅

Definição [ASDn e ASD?]

Para todo o n ∈ N, ASDn é o conjunto de todas as funções
ψ ∈ R tais que ψ(0) é um ı́ndice n-variante de ψ, i.e. φψ(0) =

n ψ.
ASD? é o conjunto de todas as funções ψ ∈ R tais que ψ(0) é o
ı́ndice de uma ?-variante de ψ, i.e. φψ(0) =

? ψ.

A classe ASD0 coincide com a classe SD.

Teorema [Case e Smith [CS78, CS83]]

Para todo o n ∈ N, ASDn+1 ∈ (Exn+1 − Exn).
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Ex? − ∪n∈N Exn 6= ∅

Teorema [Case and Smith [CS78]]

ASD? ∈ (Ex? − ∪n∈N Exn).
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Hierarquia Não Colapsante

Teorema

Ex0 ⊂ Ex1 ⊂ Ex2 ⊂ · · · ⊂ Exn ⊂ · · · ⊂ Ex?.
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Bc-identification

Definição [Bc-identificação, Bārzdiņs̆ [B7̄4a], Case e Smith [CS78]]

Um cientista computável M Bc-identifica ψ ∈ R se existe uma
ordem p ∈ N tal que, para todo o n ≥ p, φM(ψ[n]) = ψ. Dizemos
que o cientista M Bc-identifica S ⊆ R se, para todo o ψ ∈ S, M
Bc-identifica ψ.

Definição [Bcn-indentificação]

Um cientista computável M Bcn-identifica a função ψ ∈ R se
existe uma ordem p ∈ N tal que, para todo o t ≥ p, φM(ψ[t]) é o
código de uma função ξ n-variante de ψ.

Definição [Bc?–identificação, Case e Smith [CS78, CS83]]
.............................
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Bc-identificação

Teorema

Ex? ⊆ Bc.

M conjetura o código do programa :

Function χ(x : N) : boolean;
Const µ : list of N× N; e : N;
Begin

Case x of
x ∈ dom(µ̂) : Return µ̂(x);
x /∈ dom(µ̂) : Return {e}(x)

End;
End
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Bc− Ex? 6= ∅

Teorema

Bc− Ex? 6= ∅.

Teorema

R /∈ Ex?.
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Sn

Definição

Para todo o n ∈ N, Sn é o conjunto de todas as funções ψ ∈ R
tais que, para todo o i ∈ N, ψ(i) é o ı́ndice de uma n-variante de
ψ, i.e., para todo o i ∈ N, φψ(i) =

n ψ. S? é o conjunto de todas
as funções ψ ∈ R tais que, para todo o i ∈ N, ψ(i) é um ı́ndice de
uma ?-variante de ψ, i.e., para todo o i ∈ N, φψ(i) =

? ψ.

Teorema [Case e Smith [CS78]]

For each n ∈ N, Sn+1 ∈ (Bcn+1 −Bcn).

Teorema [Case e Smith [CS78]]

S? ∈ (Bc? − ∪n∈N Bcn).
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uma ?-variante de ψ, i.e., para todo o i ∈ N, φψ(i) =

? ψ.

Teorema [Case e Smith [CS78]]

For each n ∈ N, Sn+1 ∈ (Bcn+1 −Bcn).

Teorema [Case e Smith [CS78]]

S? ∈ (Bc? − ∪n∈N Bcn).
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Para todo o n ∈ N, Sn é o conjunto de todas as funções ψ ∈ R
tais que, para todo o i ∈ N, ψ(i) é o ı́ndice de uma n-variante de
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R ∈ Bc?

Teorema [Leo Harrington [CS83], Jain et al. [JORS99]]

R ∈ Bc?.
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R ∈ Bc?

Teorema [Leo Harrington [CS83], Jain et al. [JORS99]]

R ∈ Bc?.
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Hierarquia não colapsante

A hierarquia, [Case e Smith [CS83], Harrington [CS83]]

R /∈ Ex = Ex0 ⊂ · · · ⊂ Exn ⊂ · · · ⊂ Ex? ⊂ Bc 63 R

R /∈ Bc = Bc0 ⊂ · · · ⊂ Bcn ⊂ · · · ⊂ Bc? 3 R
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José Félix Costa Beamer



Sci NU Hier. Conf Popper Ex Exn Bc R

Hierarquia não colapsante

A hierarquia, [Case e Smith [CS83], Harrington [CS83]]

R /∈ Ex = Ex0 ⊂ · · · ⊂ Exn ⊂ · · · ⊂ Ex? ⊂ Bc 63 R

R /∈ Bc = Bc0 ⊂ · · · ⊂ Bcn ⊂ · · · ⊂ Bc? 3 R

José Félix Costa Beamer



Sci NU Hier. Conf Popper

Cientistas Conformes
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Cientista conforme

Definição [Cientistas conformes, Bārzdiņs̆ [B7̄4b], Blums [BB75]]

Um cientista M diz-se conforme se, para toda a função f ∈ R
Ex-identificada, para todo o σ ⊂ f , a conjetura M(σ) é tal que
content(φM(σ)[|σ|]) ⊆ content(σ).

Teorema

Conf ⊆ Ex.
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Cientista conforme
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Teorema
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Cientista conforme

Definição

FR = {f ∈ R : ρ(f) é finito e φmax(ρ(f)) = f}.

Teorema

FR ∈ Ex.

Teorema [Wiehagen PhD thesis]

Conf ⊂ Ex.
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José Félix Costa Beamer



Sci NU Hier. Conf Popper Refutabilidade Ex1

Prinćıpio da Refutabilidade de Popper
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Refutabilidade

Popper determina em [Pop35]:

Os enunciados básicos, consequentemente, devem satisfazer as seguintes
condições: (a) De um enunciado universal, desacompanhado de
condições iniciais, não se pode deduzir um enunciado básico. Por outro
lado, (b) pode haver contradição rećıproca entre um enunciado universal
e um enunciado básico. A condição (b) somente estará satisfeita se for
posśıvel deduzir a negação de um enunciado básico da teoria que ele
contradiz. Dessa condição, e da condição (a), segue-se que um
enunciado básico deve ter uma forma lógica tal que a sua negação não
possa, por seu turno, constituir-se como enunciado básico.
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Prinćıpio da refutação de Popper

Popper’s refutability principle, Case and Smith [CS78, CS83]

A teoria subjacente ao cientista M pode não ser refutável (!) uma
vez que

1 Não é sabido se a instância φe está indefinida para y;

2 O programa {e}, dado o input y, não pára, i.e. o
experimentalista não pode apetrechar o aparato experimental
para refutar a “teoria M para y”, dado o enunciado básico
φe(y) 6= ψ(y), onde φe(y) é a predição e ψ(y) é a observação,
uma vez que não é sabido se {e}(y) pára ou não e,
consequentemente, produz uma predição refutável pela
observação.
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Ex1

Definição [ASD1]

ASD1 é o conjunto de todas as funções ψ ∈ R tais que ψ(0) é um
ı́ndice de uma 1-variante de ψ, i.e. φψ(0) =

1 ψ.

Teorema [Case e Smith [CS78, CS83]]

Para todo o n ∈ N, ASD1 ∈ (Ex1 − Ex).
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O conto dos dois cientistas

Teorema

Existe um par de cientistas M1 e M2 tais que ψ ∈ ASD1 é
Ex-identificável por M1 ou porM2.
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O conto dos dois cientistas

Demonstração

M1 é um cientista que conjetura ψ(0), conjetura que é “Ex-incorreta” para
todas as funções que diferem de φψ(0) num único ponto. M2 procede do
seguinte modo: dado como input ψ[k] = 〈0, ψ(0)〉〈1, ψ(1)〉 . . . 〈k−1, ψ(k−1)〉,
executa em paralelo o programa {ψ(0)} em k inputs 0, ..., k − 1. Assim que a
simulação pára em k − 1 desses inputs, deixando por terminar a simulação no
ponto i, 0 ≤ i ≤ k, o cientista M2 conjetura o código do programa:

M2 conjetura :

If x = i, Then Output ψ(i), Else Output {ψ(0)}(x).

O cientista M2 será “Ex-incorreto” para funções que não têm anomalias, pois,
neste caso, pode não convergir, i.e., pode mudar de ideias infinitas vezes.
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