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O objetivo principal da dissertagao foi a resolugdo numérica de
problemas de obstaculo elipticos e parabdlicos por métodos das
diferencas finitas.
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Conteudo

0 Opcdes Americanas e o Problema de Obstaculo Parabolico
@ Modelo de Black-Sholes para Opcdes de Compra Americanas
@ Discretizagao do Problema
@ Resolugao Numérica
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Modelo de Black-Sholes para Opgdes de Compra Americanas

O que é uma Opgao?

Uma opgao representa um contrato a prazo que oferece ao titular o
direito, mas ndo a obrigagao, de comprar ou de vender um activo
subjacente S, num certo instante de tempo ou durante um certo
periodo de tempo, por um preco K acordado na altura da celebragéao
do contrato (preco de exercicio da opgao). Chama-se tempo de
maturidade ao periodo de tempo até a data de expiracdo da opgao.
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Modelo de Black-Sholes para Opgdes de Compra Americanas

Diferencas nas Opg¢oes

@ Opcao Europeia

@ Opgao Americana
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Modelo de Black-Sholes para Opgdes de Compra Americanas

Condicoes para as Opcoes Americanas

@ V(S(t),t) retorna o valor da opgao para um activo subjacente S
num certo instante de tempo ¢
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Modelo de Black-Sholes para Opgdes de Compra Americanas

Condicoes para as Opcoes Americanas

@ V(S(t),t) retorna o valor da opgao para um activo subjacente S
num certo instante de tempo ¢

@ Para garantir que nao ocorre arbitragem impde-se a condigao

V(S(t), t) > max{S(t) — K, 0} J
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Modelo de Black-Sholes para Opgdes de Compra Americanas

Condicoes para as Opcoes Americanas

@ V(S(t),t) retorna o valor da opgao para um activo subjacente S
num certo instante de tempo ¢

@ Para garantir que nao ocorre arbitragem impde-se a condigao

V(S(t), t) > max{S(t) — K, 0} J

@ Prego de exercicio optimo

Se(t)

@ Na fronteira livre Sy os precos sao éptimos

oV

VS0 =S -K e S

(St(t), 1) =1
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Modelo de Black-Sholes para Opgdes de Compra Americanas

Modelo para Opgoes Americanas

@ Sem pagamento de dividendos:

8V

6t oS 0
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Modelo de Black-Sholes para Opgdes de Compra Americanas

Modelo para Opgoes Americanas

@ Sem pagamento de dividendos:

8V
8t

12 2av )%
—_ _rv«
8682 rSas rv <0

@ Com pagamento de dividendos:

FV 1 gV avV
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Modelo de Black-Sholes para Opgdes de Compra Americanas

Transformagao na Equagao do Calor

2
X = Iog(ﬁ) e 1= %(T* b);

Q= {(x,7): —00 < X < +00, o<7<%T}
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Modelo de Black-Sholes para Opgdes de Compra Americanas

Transformagao na Equagao do Calor

2
X = Iog(ﬁ) e 1= %(T* b);

2
Q= {(x,7): —00 < X < +00, o<7<%T}

op _ o
o Ox2

Condicao inicial
p(x,0) = max{e%(S“)X — gals=1)x 0}

)
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Modelo de Black-Sholes para Opgdes de Compra Americanas

Transformagao na Equagao do Calor

% _ op if x < x¢(7)
p(XvT) = g(XaT) if x > Xf(T)

Condigdes iniciais e de fronteira assimptéticas

p(X70) = g(X,O)

im p(x,7) =0
im p(x, ) = g(x,7),
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Modelo de Black-Sholes para Opgdes de Compra Americanas

Transformagao na Equagao do Calor

9 2 ;
{af 55 if x < x¢(7)

p(x,7)=g(x,7) if x > x¢(7)

Condigdes iniciais e de fronteira assimptéticas

p(X70) = g(X,O)

im_p(x,7) =0
Jim  p(x,7) = g(x,7),

g(X 7_) _ e( (s—1)%+c)r maX{62 (s+1)x %s 1)x 0}
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Modelo de Black-Sholes para Opgdes de Compra Americanas

Transformagao na Equagao do Calor

op 9°p

=T ES

or (‘3X2/0
p=>g

op 9°p
(5 5) (-9 =0

Com as condi¢des iniciais e de fronteira em cima apresentadas.
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Discretizagdo do Problema
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Discretizagdo do Problema

Método de Euler Explicito

i =aPl + (1 -2a)P +aPl_,

i=2,....m—1 j=1....n—1;
P = max{y/"", g/""}, i=2,...,m—1, j=1,....n—1,
P/1:Qi1’ i=1,....m,
Pl =g, j=2,...m
Pl = g, j=2,...n

Critério de convergéncia: o = k/h? < 1/2.
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Discretizagdo do Problema

Método de Euler Implicito

ke 1 +1 i+1,(k) +1,(k+1
Yi m(bf +a(P + P M)

i=2,....m—1 j=1....n—1;

P{+ J(k+1) maX{P/Jr‘I (y{+1 (k+1) Pj+1 (k) Q‘//"+1}’7

Pi1:gi13 i=1,....m,
P4'=QJ1', i=2,...m
P{'I'I:glma j:2,n

Onde o = k/h? e w = 1 (Método de Gauss-Seidel).
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Discretizagdo do Problema

Método de Crank-Nicolson

j+1,(k+1 +1,(k) j+1,(k+1
YD < b+ PO 4 P,

i=2,....m—=-1,j=1,...,.n—1;

Pj+1,(k+1) _ max{P{H’( (ylj+1 (k+1) Pf“*”),g{“},

]

i=2,....m—1,j=1,...,n—1

Pl =4/, i=1,....m;
P4:Q‘4, j=2,...m
Pl = g, j=2,...nm
Pl = G, j=2,....n

Onde a = k/h? e w = 1 (Método de Gauss-Seidel).
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Resolugao Numérica

Valorizagao de opgdes de compra americanas com pagamento de

dividendos
So | Explicito Implicito  Crank-Nicolson
4 0.0378 0.0597 0.0791
6 0.3752 0.4383 0.4565
8 1.2309 1.3353 1.3540
11 | 3.2868 3.4530 3.4594
12 | 4.0948 4.2816 4.2827
15 | 6.6890 6.9377 6.9225

Considerando K =8,d=0.08,r=0.1,0 =04e T =1.
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Resolugao Numérica

Efeito do pagamento de dividendos no valor de opgdes de compra
americanas

0.03

Implicito
d
0.06

0.11

Crank-Nicolson

0.03

d
0.06

0.11

o o AD

11
12
15

0.0538
0.4746
1.4701
3.7429
4.6159
7.3855

0.0444
0.4140
1.3248
3.4675
4.3018
6.9669

0.0319
0.3269
1.1063
3.0380
3.8082
6.3016

0.0597
0.5054
1.5325
3.8384
4.7206
7.5151

0.0484
0.4353
1.3674
3.5288
4.3678
7.0459

0.0338
0.3366
1.1234
3.0537
3.8227
6.3137

Considerando K =8,r=01,0 =04, T=1,m=400e h=0.01
para ambos os métodos. Com k = h? para o método Implicito e
k = h para o método de Crank-Nicolson.
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