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1 Introducao

1.1 Os hexagonos de Pappus e Pascal

Os dois teoremas que mostramos de seguida foram provados originalmente através dos métodos de geometria
classica euclidiana, porém com a utilizacao de métodos algébricos torna-se possivel compreende-los de forma
mais completa.

Teorema 1. Sejam A,B, C e a, b, ¢ dois conjuntos de pontos colineares. Seja X o ponto de intersecio das
retas Ab e Ba, Y o ponto de intersecao das retas Ac e Ca e Z o ponto de intersecao das retas Bc e Cb. Entao
X, Y e Z sdo colineares.
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Figure 2: Teorema de Pascal
Figure 1: Teorema de Pappus

Teorema 2. Sejam A,B, C e a, b, ¢ dois conjuntos contidos numa conica. Seja X o ponto de interse¢do
das retas Ab e Ba, Y o ponto de interse¢do das retas Ac e Ca e Z o ponto de intersecdo das retas Be e Cb.
Entao X, Y e Z sao colineares.

Para provarmos estes resultados vamos introduzir alguns novos conceitos.

1.2 O Espaco Projetivo

Definigao 1. (Espaco Projetivo) Seja V um espaco vetorial de dimensio >1. Definimos P(V'), como o
espago formado pelos subespacos lineares de dimensao 1 (retas que atravessam a origem) em V.

No caso especial de V ser K", K um corpo arbitrario, usamos a notagao KP" para P(K"*!). Quando o
espago vetorial estiver implicito ou nao for importante para o argumento em causa abreviamos apenas para
P". E importante ainda notar que a dimensdo do espago projetivo é sempre igual a dimensao do espago
original menos 1.

Para representar os pontos destes espagcos é 1til utilizarmos as coordenadas homogéneas.

De acordo com a defini¢ao do espago projetivo, um ponto em P™ corresponde a uma reta que passa na origem.
Desta forma para representar um ponto qualquer no espago projetivo podemos escolher qualquer ponto na
reta a que ele corresponde e usar as suas coordenadas para o representar. Se (zg,...,Z,) representar um
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ponto do espago afim presente nesta reta entdo dizemos que [zg : ... : ;] é 0 ponto correspondente no espago
projetivo, em coordenadas homogéneas. Evidentemente podemos escolher qualquer ponto nesta reta como
representante o que implica que esta representagao em coordenadas seja invariante sob multiplicacao por
escalar ndo nulo (i.e. Voeg» [z : ...t xy] = [axg : .t awy] = [T0 ¢ ...t Ty)).

Em coordenadas homogéneas conseguimos ver que todos os espagos projetivos de dimensao n contém n copias
do espago afim com dimensao correspondente enquanto subespacos. Se fixarmos uma das coordenadas ho-
mogéneas do espago como sendo constante (= 1 devido & invaridncia sob produto por escalar) os restantes
elementos encontram-se em correspondéncia é biunfvoca com o espago afim (por exemplo, fixando a primeira
coordenada: [1: x1 : ... : 2] = (z1,...,2,)). O complementar deste espago forma um hiperplano (espago
linear de dimensao n — 1) a que se dd o nome de hiperplano no infinito.

Exemplo 1. CP'

Por definicdo este espaco € a projetivicio de C2, correspondendo as retas neste espaco. Em coordenadas
homogéneas qualquer ponto aqui pode ser representado por [z1 : 23], 21,22 € C. Na verdade CP! pode ser
identificado com a Esfera de Riemann. Desta forma , fitando a primeira ou segunda coordenadas homogéneas
(formando os conjuntos {[1 : z2]}.,ec € {[z1 : 1]}z, ec) ficamos com o complementar do Pélo Norte ou do Pdlo
Sul na esfera. Cada um destes espacos € evidentemente isomorfo ao plano complexo e neste caso podemos
ver o ponto que falta como sendo o infinito do plano complexo.

Como o espago projetivo 2-dimensional contém o plano e o ponto no infinito, podemos provar resultados no
espago projetivo e traduzi-los diretamente para o plano fazendo a restricao a este subespaco. Neste processo
obtemos também o comportamento dos nossos objetos no ”infinito” do plano ao observar o que afirmam os
resultados para esse ponto especifico do plano projetivo. Este processo permite simplificar significativamente
os enunciados e a prova de alguns resultados pois alguns comportamentos diferenciados que ocorrem apenas
no infinito num plano afim sao parte dos resultados equivalentes no plano projetivo.

2 Variedades Algébricas

Definigao 2. (Variedade Algébrica Afim) Consideremos o espago afim sobre um corpo firo K ( A" = K" ).
Uma variedade algébrica afim V € o conjunto dos zeros de uma familia de polindmios de coeficientes nesse
coTpo:

V= {(zg,...,xn) € A" : fi(x0,...,2n) = 0}, (1)

para um conjunto de polinémios irredutiveis f; € K|x].

Exemplo 2. (Pardbola em R?): V = {(z,y) € R? : 2? —y = 0}. Neste caso temos apenas um polinémio
irredutivel: f(x,y) = 2% —y € Rz, 1]

Ao passarmos para os espagos projetivos esta definicao tem de ser alterada pois a projetivizagao dos
polinémios do espago afim pode estar bem definida, uma vez que estes podem tomar diferentes valores ao
longo de uma reta. A solugdo é trabalhar com polinémios homogéneos. Um polinémio diz-se homogéneo



se todos os seus termos tiverem o mesmo grau. Por exemplo 22 + 32 é homogéneo (todos os termos tém
grau 2) enquanto x2 + y ndo é (tem um termo de grau 2 e um termo de grau 1). Apesar de o valor pontual
dos polinémios homogéneos nao ter de estar bem definido, o conjunto de pontos onde tém valor zero esta.
Para ver a razao por detrds deste facto pensemos apenas em polinémios a duas varidveis (porém o argumento
generaliza-se diretamente para qualquer nimero de varidveis). Assim um polinémio homogéneo de grau n
pode ser escrito como:

Zcﬂ”lﬁZc,ax ay)” zn:cz ()" iy =" Zczxy - (2)
=0

Assim tomando « # 0 um polinémio é nulo em (x,y) se e s6 se for nulo em (az, ay), pelo que o facto de ser
nulo estd bem definido em [z : y]. Podemos entdo definir:

Definicao 3. (Variedade algébrica projetiva) Uma variedade algébrica em P™ € o conjunto de zeros de
uma familia de polinédmios homogéneos irredutiveis, ou seja:

Vi={xo,...,xn € P": fi(x0,...,xy) = 0}, (3)

para um conjunto de polinémios homogéneos irredutiveis f; € K[z].

Nota 1. (Os anéis de coordenadas) O conjunto dos polindmios que define uma variedade define também um
ideal em Klz]. Eziste assim wma correspondéncia biunivoca entre ideais gerados por polindmios irredutiveis
e variedades algébricas. Podemos entao definir o anel de coordenadas de uma variedade afim V' como:
AWV) = {f(z1,.,zn) € Koy, 2] 2 f(21, ., %0) = Yo, aev ). Este anel contém muita informagao
acerca da variedade, por exemplo a sua dimensdo (no sentido de Krull) corresponde & dimensdo da variedade,
e € também um invariante sob isomorfismo de variedades.

3 Divisores de Weil

Procuramos agora de uma forma de poder manipular as curvas no plano, e para isso introduzimos os divisores
de Weil.

Definicao 4. Seja X wma variedade algébrica projetiva nao-singular. Um divisor de Weil em X é uma
combinagdo linear finita de coeficientes inteiros das subvariedades de codimensao 1 (i.e. um elemento do
grupo abeliano livremente gerado por estas variedades). Dizemos que um divisor é efetivo se todos os seus
coeficientes forem nao negativos.

Podemos ainda associar um divisor de Weil a uma fungao racional: (f) = > ny -Y onde a soma ¢é tomada
sobre todas as subvariedades de codimensao 1, (Y), e ny é zero se nao tiver zeros ou pdlos na variedade
Y, +n se f tiver um zero de ordem n em Y e —n se tiver um pélo de ordem n em Y. Chamamos a estes
divisores principais.

Precisamos ainda de definir uma rela¢do de equivaléncia entre divisores. Dois divisores (D, E) sao linear-
mente equivalentes, se a sua diferenca for principal (i.e. D — E = (f) ).

Proposicao 1. Seja D = ). n;Y; um divisor num espaco projetivo sobre um corpo, definimos degD =
>, nidegY;. Neste caso

a) Qualquer funcao racional f tem grau 0;

b) Qualquer divisor D de grau d € linearmente equivalente a dH onde H ¢é o hiperplano obtido por igualar a
primeira coordenada homogénea a 0.

Demonstrag¢ao. a) Se f é uma fungao racional entdo pode ser escrita como o quociente de duas fungoes
regulares do mesmo grau f = £ = (f) = (g9) — (h), logo como g e h tém o mesmo grau degf = 0.

b) Se D tem grau d entao pode ser escrito como D1 — Do para dois divsores D1 = (g1) e Dy = (g2) com graus
dy e dy respetivamente, tal que d = d; — ds,(podemos escrever os divisores nesta forma pois hipersuperficies

correspondem a ideais principais no anel de polinémios). Mas assim podemos ver que D — dH = (x‘j;Q ). O
0




Ao conjunto de divisores linearmente equivalentes a um dado divisor D chamamos de Sistema Linear
completo associado a esse divisor. Da proposi¢ao acima vemos que curvas do mesmo grau sao linearmente
equivalentes pelo que podemos definir o sistema linear das cénicas (curvas de grau 2) e das ctibicas (curvas de
grau 3). Estes sistemas também podem ser representados por combinagoes lineares de coeficientes no corpo
dos polinémios que os definem. Em KP? estes sistemas podem ser representados da seguinte forma:

ax? + By? +v2% + dxy + exz + dyz (4)

axd + By +v23 + day® + ex2® + pya® + Cy2® + nza + 0zy® + wwyz (5)

Notemos que estes sistemas tém, respetivamente, dimenséo linear 6 e 10 (e portanto dimensao projetiva
5e09).

Podemos ainda extrair subespacos destes sistemas ao exigir que todas as curvas do nosso sistema passem
por um ponto pré-determinado (a que chamamos ponto base). Por cada ponto base que determinemos a
dimensao do sistema cai por 1.

Exemplo 3. (Sistema das conicas a passar por [1:0:0])
Partindo do sistema completo das conicas substituamos a restricao imposta:

a-1+8-047-0+6-0+€-04+¢-0=0=>a=0 (6)

Pelo que sistema se reduz a:
By? + 2% + 0wy + exz + ¢yz (7)

Tal como esperado este sistema tem dimensdo linear 5 (e dimensdo projetiva 4).

4 Teorema de Cayley-Bacharach e os hexagonos

Conseguimos agora extrair facilmente o Teoremas dos Hexdgonos que vimos inicialmente. Para isso provamos
uma generalizacao destes resultados:

Teorema 3. (Cayley-Bacharach) Sejam C1 e Cy duas cibicas em P? que se intersetam em 9 pontos P;,
entdo qualquer outra cubica C' que passe em 8 destes Py, ..., Py pontos passa também mo nono.

Demonstracdo. Provamos que qualquer C' nestas condicoes é na verdade uma combinagcao linear de C; e Cy,
pelo que tem que se anular nos mesmos pontos.

Para isto pensemos no sistema linear das ciibicas. De acordo com o que vimos, este pode ser visto como um
espaco linear de dimensao afim 10. Contudo pela condi¢ao de se anularem em 8 ponto pontos obtemos um
subsistema de dimensdo afim 2, que é entdao gerado pelas duas cibicas C; e Cy. Mas nesse caso qualquer
outra curva C' tera de ser uma combinacao linear destas duas. O

Agora os teoremas de Pappus e Pascal sao corolarios diretos deste resultado:

No caso do Teorema de Pascal, notemos que uma vez fixos os 6 pontos da parabola, o conjunto das 6
retas que as ligam a formam um par de cibicas degeneradas. Estas intersetam-se exatamente em 9 pontos
pelo que, pelo teorema de Cayley-Bacharach temos imediatamente que qualquer outra ciibica que passe em 8
destes pontos passara no nono. Observemos contudo que a prépria cénica unida com a reta que liga dois dos
pontos de intersecao é uma cibica degenerada que passa por 8 destes pontos logo passa também no outro
ponto de intersecao. Ou seja estes 3 pontos sao colineares.

Para o Teorema de Pappus basta reparamos que é um corolario direto do Teorema de Pascal, uma vez
que o conjunto de 2 linhas onde se encontram os pontos originais pode ser visto como uma cénica degen-
erada, pelo que estd nas condicoes deste resultado. Poderiamos também prova-lo diretamente a partir de
Cayley-Bacharach repetindo o argumento acima mas com a cénica substituida pelas 2 retas.



