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1 Introducao

Nos ultimos 40 anos, a equagao de Schrodinger Nao-Linear despertou interesse dos mateméticos
e fisicos pelas suas aplicagoes em dtica nao linear e teoria de sistemas quanticos. E uma equagao
de grande interesse que estd no nicleo de varias invengoes do dia a dia, como o GPS ou em
chips de memoéria flash, nos teleméveis e computadores. Mais recentemente também aparece em
computagao quantica e criptografia quantica.

No entanto, de um ponto de vista matematico, a equagao de Schrédinger é um problema bastante
delicado. Isto deve-se ao facto de apresentar algumas propriedades que tornam até a existéncia
local de solugao um problema complicado.

Neste seminario vamos resolver a equacao de Schrodinger periddica e, desta forma, motivar o estudo
de séries de Fourier e de sistemas dispersivos mais elaborados, como a equagao de Schrodinger Nao-
Linear.

2 Separacao de Variaveis

Antes de tudo, vamos definir a notacao a utilizar. Vamos denotar as derivadas parciais g—g e %—1; por

Uz ou O,u e up ou Oru respetivamente. Se tratarmos uma funcao de apenas uma varidvel, vamos

utilizar a notacdo usual (f’ ou f(™, para a n-ésima derivada). Definimos também o operador

diferencial Laplaciano como a soma das segundas derivadas no espago, isto é, > 1, DU que serd,
b i=1 9z

denotado por Au.

Considere-se a equagao de Schrodinger Periddica

g +Au=20
u(0,z) = f(x) (PS)
u(t,0) = u(t, 1)

onde procuramos uma solugao u(t, z) com valores em C com t € R e periédica em z € R.

Vamos utilizar o método de Fourier. Vamos supor que a solugao admite uma separagao de varidveis
da forma u(t,z) = T(t)X (x) e procurar possiveis candidatos a solugbes da equagao. Note-se que
neste momento estamos apenas a procura de candidatos a solugdo de (PS). Por isto, vamos fazer
uma série de raciocinios informais sem nos preocuparmos com a justificagdo rigorosa e, s mais
tarde, é que vamos tentar provar rigorosamente que o nosso candidato é realmente uma solucao do
problema.

Substituindo o nosso candidato na equagao, obtemos

iT' ()X (z) + T(t) X" (x) =0

Por enquanto, podemos ainda assumir que 7'(¢) e X (x) nunca se anulam e, assim, podemos escrever
a relacao acima como da seguinte forma:

T'(t) _ X"(x)

Tt X(2)

Note-se agora que a equagao do lado esquerdo é uma funcao que s6 depende de t e a do lado direito
é uma fungao que sé depende de . Como temos uma igualdade para quaisquer valores de (¢, x)
temos que nenhum dos lados da equacao depende de t ou de z. Ou seja,

X"(z) T'(t)

=0 e =0

X (x) iT(t)

onde ¢ uma constante que nao depende de t ou de x.



A primeira equagao, diz-nos que X (x) deve satisfazer a EDO
X' (z)—oX(z)=0 (%)

Além disso, a sogugao que procuramos também tera de ser peridédica, uma vez que, para cada t
fixo, u(t,0) = u(t, 1), ou seja, assumindo que T'(t) # 0 (caso contrério a solugdo da equagao seria
0), temos que X (0) = X (1).

Vamos agora concentrar-nos no comportamento das solugoes com base no valor de o. Procuramos
encontrar solugbes que nao sejam constantes (caso contrario terfamos u(t,z) = CT(t) o que nao
nos interessa). Podemos ter os seguintes casos:

e Se 0 > 0, entdo a solugao geral da equacdo () é da forma
X(z) = eV 4 BV com «, 3 € C

A nica solugéo periddica que temos neste caso, é a solugao constante X (z) = 0, que nao nos
interessa.

e Se o =0, entdo a solugdo geral da equagdo (x) é da forma
X(@)=ax+p coma,f€C

E fécil de ver que a tnica solucdo periddica desta forma, é a solucao constante X (x) = 3,
que nao nos interessa.

e Se o < 0, entdo a solugdo geral da equagao (x) é da forma

X(z) = e’V 4 Be= V70" = (o + B) cos(v—0oz) + i(a — B) sin(v/—oz) com a, € C

Assim, j4 temos uma solugao periédica. Para cada n inteiro, temos que X (z) = X (J; + j%n) .
Assim, para que X (z) satisfaga a condi¢ao X (0) = X (1), temos que
2
T n=1 —0=4r2n? (+)

V-0
(os detalhes podem ser encontrados no final da seccdo)

Assim, temos que as solugoes nao triviais de (x) sdo as fungoes da forma:
X (2) = ae2™ing 4 ge=2minz
Por fim, para cada n € Z \ {0} ficamos com a EDO
T (t) = —idw*n>T,(t)
cuja solugao pode ser facilmente obtida e é
T, (t) = ve ™"t com y € C
Assim, temos que cada funcao
U (t, ) = T (t) X, (@) = ce®>™m@=2m) comce C,n e Z

é uma solucao da equagao iuy + Au = 0, periédica em x, com u(t,0) = u(t,1). O problema agora
prende-se em satisfazer a condi¢do u(0,z) = f(x).
Se f(x) for da forma ce?™™® entdo temos que a solugio de (PS) é u(t, ) = ce?™™(==2™1)  Vamos
agora supor que

f(l‘) — CleQWinle + 02627rin2fc

para c1,ca € C e nj,ng € Z\ {0}. Entdo, intuitivamente, podemos esperar que a solugdo do
problema seja da forma:

u(t, (E) — Cle2ﬂln1(l—2ﬂ'n1t) + 02627rzn2(w—27rn2t)

e, se verificarmos as condigoes, vemos que a funcao as satisfaz.
Esta observacao, dé a entender que a seguinte proposicao se verifica:



Proposicao 2.1 (Principio da Sobreposigao)
Se u(t,z) e v(t,x) sao solugdes de iu, + Au =0 entdo

w(z,t) = au(t,z) + bu(t,z) coma,beC
também € solucao da equacdo.
Esta propriedade deve-se ao facto da equagao de Schrodinger ser linear. Indutivamente, podemos
também concluir que qualquer expressao da forma

N

u(t,z) = Z cruk(t, )

k=—N

onde ¢ sdo constantes e ug solugbes da equagdo, é também uma solucdao de (PS). Assim, se a
condicao inicial for da forma

N
f(x): Z ak627rzkz
k=—N

temos a solucao
N

u(t, l‘) — Z akeQﬂ'ik(;c—Z‘n'kt)
k=—N

A préxima questao que se pode colocar é: “E se f(x) nao tiver uma representacao desta forma?”
Uma possivel ideia tentar é representar f como uma “soma infinita”. Se f for dada na forma

f(l‘) — 2 :ake%nkz
keZ
entao o nosso candidato para solugao serd a fungao
u(t,x) — E :ak62wzk(x—27rkt)
kEZ
Temos assim mais duas perguntas a responder:

“ Que fungées f € que podem ser escritas na forma f(x) =Y, o, ape ke 27

“ Serd que a fung¢do u definida através de uma série converge?”
“ Serd que u(t,z) € solugdo da equagdo?”

Observagao: Para chegar & conclusdo (+), temos de resolver a seguinte equagao
acosT +bsinz =a

Podemos assumir que a? + b # 0 (caso contrario a solugao da equagdo seria nula). Assim, seja y
tal que tany = a/b. Assim, temos que

R L o (siny)? = =&
= Sin = ————5
(tany)?  (siny)2 Y a? + b2

1 b2
1+ (t - _ o o
+ (tany) (cosy )2 (cosy) pra—

Assumindo sem perda de generalidade que ¥y se encontra no primeiro quadrante, podemos escrever
a nossa equagao na forma

a a . a
—————0ST + ———sinr = ———
a2+ b2 a2+ b2 va? + b?

a

< sinycosx +sinxcosy =

a
Va1 B

Como sinx + y = siny, concluimos que x = 27n, com n € Z.

Ssine +y =



3 Introducao as Séries de Fourier

Na primeira parte, vimos a necessidade de escrever fungées como séries de exponenciais complexas.
Nesta secgao, iremos tentar desenvolver essa teoria. Comegamos por apresentar algumas definigoes
que vamos precisar.

Definicao 3.1 (Fungdo Periédica)

Dizemos que uma fungao f : R — C € periddica se existe T € R tal que f(x +T) = f(x) para
qualquer x. Adicionalmente, dizemos que T € o periodo de f se T for o menor real positivo T' que
verifica a condi¢do em cima.

Exemplo 3.1. Vamos determinar o periodo da funcio f,(z) = e*™i"e,

fo(x+7) = fu(x)

o e27rin(m+7) _ eQTrinx
o e?‘n’inT -1
< cos(2mnT) + isin(2rnT) =1

< cos(2mnT) =1, sin(2rnT) =0

k
STt=— comk¢€Z
n

Assim, o periodo da funcdo fn(x) serd T = % Em particular, f1 € periodica de periodo 1.

Daqui para a frente, vamos focar-nos apenas no estudo de fungoes de periodo 1. Assim, em vez de
estudarmos a fungdo em R, basta considerar conjuntos da forma [z,z + 1] C R, onde identificamos
o ponto  com o ponto x + 1 (isto porque queremos que f(z) = f(z + 1)). Vamos chamar a este
espago o Torus, denotado por T = R/Z. Na maior parte das vezes, vamos identificar T com os
intervalos [—1/2,1/2] e [0,1]. Notamos que todos os resultados obtidos para fungées de periodo 1
podem ser generalizados para outro tipo de fungoes peridédicas, tomando uma mudanga de variavel.

Definigao 3.2 (Convergéncia de Séries)

Dizemos que a série Y ay converge se o limite
kEZ

N
lim Qg
-N

N—o0
k=

existir e for diferente de £0o. Nesse caso, definimos

Definicao 3.3 (Convergéncia Pontual e Convergéncia Uniforme)
Uma série de fungoes Y, ., up(x), comuy : I — C e I CR diz-se que converge pontualmente
se para cada xg € I a série converge, isto €, para cada € > 0 e xg € I, existe N € N tal que se

n,m > N entdo
m n

Z ug (o) — Z ug (o)

k=—m k=—n

< €.

Dizemos ainda que a série converge uniformemente se para cada € > 0, existe N € N tal que
sen,m > N entdo, para qualquer € I,

m n

k=—m k=—n

<e.

Exemplo 3.2. Considere-se a série Y up(x), com x € [0,1] e uy definido da seguinte forma

kEZ
T sen=1
ug(z) = n_ gpn—l 1
k =<z x sen >
0 caso contrdrio



Entao, a série converge pontualmente mas nao converge uniformemente.

Temos que 22:1 ug(z) = x™ que converge para 0, quandon — 0o, se 0 < x <1 e para 1, se x = 1.
Vamos ver agora que a série nao converge uniformemente. Dados 0 < ¢ < 1/2 e N € N, seja
xo = (26)YN. Assim, para m > N,

m

Z ug (o) —

k=1 k=1

ur(@o)| = |2g* — x| = |(26)™ — 2¢|

M=

m/N

e, para m suficientemente grande, temos que (2¢) < g, ou seja,

m N
Zuk(ﬂ?o) - Zuk(ﬂﬁo) > €
k=1 k=1

Mas agora surge-nos uma questao: “Porqué estudar séries uniformemente convergentes?”. A
resposta a esta questao encontra-se nas seguintes proposicoes.

Proposicao 3.1
Suponha-se que u, sao fungoes continuas tais que a série > ug(x) converge uniformemente. Entao
kEZ
a fungio u(z) = > ug(x) € também continua.
kEZ
Proposicao 3.2
Suponha-se que uy, sao fungoes integrdveis num intervalo I, isto €, [;|up(z)|de < 400, e que a

série Y up(x) converge uniformemente. Entdo
kEZ

/I Zuk(x) dx:Z/Iuk(a:)dx

keZ keZ

Proposigao 3.3
Suponha-se que uy, sao continuamente diferencidveis num intervalo I e que a série ) uj(x) con-

kEZ
verge uniformemente. Suponha-se ainda que para um dado xo € I a série Y ug(xg) converge.
keZ

Entao

(e ) = 3w

— ug(z) | = uy(

=S ww) (@)

kEZ kEZ
2mikx

Estamos agora preparados para estudar séries de Fourier. Se f(x) = ), ., are , € de esperar
que os coeficientes a possam ser obtidos de alguma forma através de f. Para melhor entender isto,
vamos supor que f(z) = >, cz ape®™ ¢ que a série converge uniformemente. Pela proposicao 2.1,
f deve ser continua, visto que e?™*** & continua e tem perfodo 1, uma vez que e>™* tem periodo
1 (logo estéd definida em T). Como tal, podemos integrar f em T (que corresponde a integrar em
[—1/2,1/2]) e, pela proposicao 2.2, temos:

/f(x)dm: Zak/e%“”dx
T kez T

1/2
e

(:)/Tf(x)dx:Zak/_

keZ 1/2

27rikxdx

= /Tf(m)dm = ap

2mike 1/2 _
S lam—1/o = 0 Para k #0.

Para obter os outros coeficientes, temos de tirar partido da seguinte propriedade:

visto que f_lﬁz 2Tk g =

0 Sek‘l#kz

/e2ﬂik1$e2wik2wd$ —
T 1 sek; =k

Podemos dizer entdo que o conjunto das funcoes ep(x) = 27

Assim, seguindo o mesmo raciocinio em cima, obtemos:

/f(a:)eQ’Timda: ZE :ak/ezmk””e%imda:
T T

kEZ

é um conjunto ortonormal.



& / f(z)e?minedy = / andx
T T
& / f(x)e ™" dy = a,
T
Assim podemos definir de forma rigorosa o que sao os coeficientes da série.

Definicao 3.4 (Coeficiente de Fourier)

Seja f : T — R uma fungdo integrdvel (e periddica de periodo 1), isto é, [i|f(z)|dx < +oo.
Definimos os coeficientes de Fourier de f como os numeros aj em cima que denotamos por
f(k), isto é,

fo) = [ $)ds = [ fla)e*da
T T
Note-se que através da definicao de f temos a seguinte propriedade:

k)| = < / 1 (@)lda

/ f(m)ef%rikzdx
T

Logo, a sucessio f(k) é limitada.

Definicao 3.5 (Série de Fourier)
Dada f: T — R integrdvel, a Série de Fourier de f € a fun¢do

Z f(k)e%rikas

kEZ

A préxima pergunta que podemos fazer é: “Qual € a relacdo entre f e a sua série de Fourier?”
Preferencialmente, a resposta seria igualdade. Mas isto nem sempre ocorre. Na realidade ha
exemplos de fungoes cuja série de Fourier diverge (ver [6], pagina 416, ou [3], pdgina 215, Ex.
3.4.7).

Definigao 3.6 (Fungdo Seccionalmente Continua)
Uma fungio f : [a,b] — R € seccionalmente continua se existir uma particio a = xo < xl <
<o < xy = b tal que:

1. f € continua em |xj, x;j11[, para j € {0,...,n—1};
2. Os limites limif(a:),pa'raj € {0,...,n}, existem e sdo finitos.
T—rT
J

Um dos grandes teoremas de convergéncia de séries de Fourier é o seguinte teorema:

Teorema 3.1 (Fourier/ Dirichlet)
Dada uma fungao f: R — C seccionalmente continua em T, a sua série de Fourier converge em
cada ponto xg € T para a média dos limites laterais, ou seja,

f(‘r(—;_) + f(x(?) £ 2mikx
Hag) ¥ 70) _ 5 fpyeamiteo
Y

onde xg = limif(z). Em particular, se [ for continua,
31'—>x0

Fa) = 3 F)emive

kEZ

A prova deste teorema nao é dificil, mas envolve conhecimentos fora do nosso propdsito. A ideia da
prova estd em estimar as somas parciais da série escrevendo-as através de um produto de convolugao
de f com uma funcao especifica. Quem quiser saber mais acerca deste assunto, pode consultar
[1], capitulo 4, seccoes 1-4 e, para o leitor mais avancado, [3] capitulo 3.4. Vamos agora ver umas
aplicagoes deste teorema:

sin(km/2) ]

o0
Exemplo 3.3. Vamos usar as séries de Fourier para calcular o valor de ) ==~

k=1
Considere-se a funcao f:[—1/2,1/2] — R definida por

flz) = {1 se |z| < ¢

0 caso contrario



FEntao

; 1/4 ; 5 _e5 sin(kn/2)
k) = —27r1kmd _ / —27r1kmd _ € _
) /Tf(x)e . _1/46 v 2Zk’ﬂ' k’/T

Assim, a série de Fourier de f €

Z f(k)€27rikm — Z Sin(kﬂ-/Q) eQ?TikZ

km
keZ kEZ

Pelo teorema anterior, a série em 0 converge para f(0) = 1 e, por defini¢ao, f ff =
1/2, logo
Z Sln(kﬂ'/Z) -1

km
keZ

0) +2 i 7Sin(:;/ 2 4

k=1

@i sin k7r/2 1
k=1

Definicao 3.7 (Espagos LP)
Diz-se que uma fungio Lebesque mensurdvel f : R — R, C estd em LP(R), para algum 1 < p < oo,
se

/ |f(2)|Pde < 400
R

Em particular, estes espagos sao espacos métricos completos com a norma

/p
e = ([ 1)
Definicao 3.8 (Espagos ¢P)

Diz-se que uma sucessao f: 7 — R, C estd em (P(Z), para algum 1 < p < 0o, se

ST IF(R)P < 4o

kEZ

Em particular, estes espagos sao espacos métricos completos com a norma

1/p
[ fller = (Z f(k)l”)

keZ

Notamos que como os espagos LP e (P sao espagos normados a desigualdade triangular é vélida,
isto é,

1f +gll < If11 + 19l
onde || - || é qualquer uma das normas acima. Outra desigualdade ttil cuja demonstragido pode ser
encontrada em [1] é a seguinte:

Proposicao 3.4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)
Dadas as sucessoes u,v € £2(Q) temos que

E UV

ke

1/2 1/2
< [Z Jux]? [Z |Uk|2] = [lulle2[[v]le2

Analogamente, dadas as funcéoes f,g € L*() temos que

1/2 1/2
[/ fa 2dz] [/ 9(a 2dz] — 1 Fllelgle

dx




Podemos agora ver que qualquer funcio f € L?(T) é também uma funcao de L'(T) uma vez que,
pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz ()

‘ / ' fla)de| < / @)l 2 (1 -0y (f 1 fla)d)

Notamos também que o contrério ndo é necessariamente verdade. Considere-se a funcdo g(z) =
212 com x € [0,1] em T. E facil de verificar que g € L*(T) mas g ¢ L2(T).

Na verdade, as fungdes em L?(T) tém propriedades muito tteis para lidar com transformada de
Fourier. A seguinte proposi¢ao apresenta algumas destas propriedades

1/2

Proposigao 3.5
Sejam f,g € L*(T). Entdo

o A série de Fourier de f converge para f em L2, isto é,

N A .
f= 2 fR)e®
k=—N

lim
N—o0

L2
. Hf”L2 = ||f||52 (Plancherel)
o J1f( g(@)de = 3 f(k)g(k) (Parseval)

kEZ

Por fim, um dos grandes interesses da transformada e Fourier no estudo das equacoes diferenciais
parciais prende-se na seguinte proposigao:

Proposicao 3.6
Se f € C*(T) e fU) € L*(T), para 0 < j < s, entdo, para k € Z\ {0},

F(k)] = s FO (k)
(27T|k|)
Demonstragao:
Integrando por partes, temos
1
727mk:c f(l.)6727mmk 1 / / —2mikx 1 4
dz — dr = "k

/f —omik 70+ omik Tf(x)e T =gl )

Logo, |f(k)| = 27r|1c\ 7'(k). O resto da prova segue por indugao. O

Observacgao: O espaco das fungoes f € L?(Q) cujas derivadas (fracas) até & ordem s também
estdo em L?(Q) chama-se Espaco de Sobolev e denota-se por H*(2). Em particular, podfamos
enunciar a proposicao anterior para f € H*(T).

4 A Equacao de Schrodinger

Na primeira secgao, estuddmos o problema (PS) e, pelo método de separacao de varidveis, chegdmos
a uma expressao que parece ser um candidato razodvel a solugao do problema. O candidato foi o

seguinte:
x) — Z ake27rik(x727rkt)
kEZ
onde os coeficientes ay, s@o tais que

— E :ake27mkw

kEZ

Assim, a unica escolha possivel para os coeficientes ay terdo de ser os coeficientes de Fourier de
f! No entanto, nem toda a funcao f é igual & sua série de Fourier. Apesar disto, pelo Teorema
de Fourier/Dirichlet, sabemos que se f for continua em T e f’ seccionalmente continua, entdo o

candidato é: R _
— Z f(k)emmk(az—%rkt) (*)
keZ

Porém, antes de mostrar que de facto (x) é uma solugao de (PS) precisamos de definir rigorosamente
0 que é uma solucao do problema. Assim, temos a seguinte definigao:



Definicao 4.1
Seja R={(t,x) € R?:0 < x < 1,t>0}. Dizemos que uma fungdo continua u : R — C € solugdo
de (PS) se

i+ Au=0 0<zxz<l1l, t>0

u(t,0) = u(t,1), ¢t>0
oy [ i - [ 17
para qualquer fun¢do ¢ seccionalmente continua em T

A ideia desta definicao é que a solugao converge para a condi¢ao inicial num sentido de média
numa vizinhanga de ¢ = 0. A média de uma fungdo num conjunto V' é dada por

Jpu(t,z)ly (x)dx
f']I‘ ]lv dl‘

onde 1y é a fungdo que é 1 se x € V e 0 caso contrario. Temos que 1y é seccionalmente continua,
logo, a defini¢ao faz sentido.

Teorema 4.1 R
Se f € L3(T) e f,kf(k),k*f(k) € (1(Z) entdo u(t,z) em (x) é solugcdo de (PS).

Demonstragao:
Comegamos por notar que u(t,x) converge uniformemente, visto que

= > f(k)e*m @20 <N f(R)] = || fller < 4o

keZ keZ

Assim, pela proposigdo 2.3, temos que as séries

Uy (t, ) = 2mi Z i f (k)e2mik(z—2mki)

kEZ
u:pz t LU — — 472 Z k}2 27rik(3:—27rkt)
k€eZ
( — 472 Z k2 271'1k: (z—2mkt)
kEZ

estao bem definidas, uma vez que todas convergem uniformemente

ug| < 21 |kf (k)| < +o00

keZ

[Upe (t, 2)| < 47° Z k2 f (k)| < 400
kEZ

ug(t,2)| < 47* D (K2 f (k)| < 400
keZ

Como
ity + g = (i(—47%4) — 47°) >k f (k)T T2 = o
kEZ

temos que u(t, x) verifica fuy + Au=0parat >0e 0 <z < 1.

Resta mostrar que
lim [ w(t, z)p(x)de = / f@)o(x)dx
t—=0 Jp T

Por Parseval, para t # 0 fixo, temos que

fim | ult, 2)p(e)dw = lim k% a(t, k)p(k)



Como, para t # 0 fixo

a(t, k) :/E f(l) 2mil(z—27lt) ,—2mike g,
leZ
(:) Zf(l)e—i47r2k2t/e27rzl:c —2mkxdm
Z T

temos que

e, como 0 < (Ja| — |8])* = |af* + [B[* — 2|al|B] (1), temos

S fee OGS <Z|f |2+Z|¢><k>|2> < +oc

kEZ keZ keZ kEZ

—idn? k%t

Logo, a série converge uniformemente e, portanto, define uma funcao continua, ou seja,

lim > a(t, k)p(k) = Y lima(t, k)p(k) = Y f(k)
keZ k€EZ k€EZ

Por Parseval, temos que

keZ T
0 que conclui a prova. O
Lema 4.1 .
Se f € C*(T) e fU) € L3(T), para 0 < j < s, entdo (k*~'f(k)) € (*(Z).
Demonstragao: -
Sabemos que |f(k)| = =trz|f)(k)|. Assim, para s # 1, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

(f) e por Plancherel (1) temos

SRR = 3 w0 fO) = Y e T

k€L kEZ\{0} keZ\{0}
1/2 1/2
(1) I —
< Z aalils Z |FE) (k)]
keZ\{0} (2rr|K1) keZ\{0}
— i .
< OOl D O llp < +oo
Para s = 1, temos de usar o facto de que |f(0)] = |f11‘ dm| < |Ifllzr < 400, uma vez que
LX(T) C LY(T). O

Corolario 4.1
Se f € C3(T) e f) € L*(T), para 0 < s < 3 entdo u(t,x) € solucio de (PS).

Agora que j& temos uma solugao da equagao (PS), podemos tirar algumas propriedades da solugao.

Proposicao 4.1 (Conservagao da Massa)
Seja u(t, ) uma solucio de (PS). Se f € L*(T) entdo existe conservagdo da norma L* para todo
o tempo, isto é, ||u(t, )|z = ||u(0, )| L2

Demonstragao: . .,
Sabemos que (t, k) = f(k)e~ ™™ k"t Assim, por Plancherel (1) temos:

lu(t, )3 = a5 = S 1F e 02 D371 72 = 1 F12 L1122 = fu(, )2

kEZ keZ
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Outra propriedade interessante é a dispersao das solugdes. De forma geral, uma onda simples pode

ser escrita na seguinte forma
Aei(kx—wt+tp)

onde A é a amplitude, k o nimero de onda (o ntimero de ciclos por unidade de comprimento), w a
frequéncia angular (velocidade de rotagao) e ¢ a fase. Vamos olhar com atengao para as solugoes
da nossa equagao

u(t,x) — Z f(k)e%rik(w—%rkt) (*)

keZ

Ao isolar cada onda simples, f(k)e2™#(@=27k) vemos que a onda tem uma amplitude | f(k)|, um

nimero de onda 27k, uma frequéncia angular w = 472k2 ¢ uma fase Arg(f(k)). Em particular,
vemos que a frequéncia é uma funcao real. Se considerarmos que a velocidade de fase (a velocidade
de cada ponto da onda no meio fisico) é dada por v = w/k, temos que a nossa onda simples pode
ser escrita como

’U,(t, Z‘) — f-(k)eik@ﬂ-r—v(k)t)

com v(k) = 4m?k. Assim, temos que ondas com nimero de onda maior se propagam a uma
velocidade mais alta, ou seja, as ondas dispersam.

5 Comentarios Finais

J& vimos como se comporta a solucdo da equagdo no caso homogéneo, isto é, iuy + Au = 0. Mas
0 que acontecera se considerarmos a seguinte equagao?

iug + Au = F(t, x)
Ou, de forma mais geral, um caso nao linear
iug + Au = F(t,z,u, )

onde F(t,z,y,u) é por exemplo, Au|*u, com « par e A = £1. Podemos também considerar
equacgoes nao periddicas que tomam valores em R. Serd que existe solucao local? E caso exisra, a
solucdo é global (ou seja, ndo rebenta em tempo finito)?

Estas sao algumas questoes mais avancadas que se podem estudar & volta desta equacao. Para os
mais curiosos, o livro [5] apresenta um estudo introdutério de equagoes dispersivas, como a equagao
de Schrodinger Nao-Linear.
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