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Prefacio

Integrada no Programa Gulbenkian Novos Talentos em Matemdtica, realizou-
-se de 5 a 9 de Setembro de 2005, no Instituto Superior Técnico (IST) em
Lisboa, uma Fscola de Verao de Matemdtica, designada FEscola Diagonal
2005, dirigida a todos os interessados em Matematica com conhecimentos
de nivel pré-universitario. Esta Escola antecedeu o Encontro Nacional do
Programa, que teve lugar no Luso, de 9 a 11 de Setembro.

A presente colectanea retine textos correspondentes a trés dos cursos da
Escola Diagonal 2005, em que o orador ou monitores ou outros membros da
audiéncia puderam contribuir com artigos. Junta-se uma lista dos antncios
de todos os cursos realizados.

Formato da Escola Diagonal 2005

A FEscola Diagonal 2005 ofereceu quatro cursos, cada um com cinco ligoes de
hora-e-meia durante as manhas, com os seguintes temas e professores:

e Patologias na Andlise,
por Manuel Arala Chaves (Univers. do Porto e Associa¢ao Atractor);

e Uma Breve Ezxcursao a Rua das Matemdticas,
por Rui Loja Fernandes (Instituto Superior Técnico);

e Knots, Links, Braids and their Invariants
(Nds, Elos, Trancas e seus Invariantes),
por Alexei Sossinsky (Universidade Independente de Moscovo, Riussia);

e Quadratic Forms and Continued Fractions
(Formas Quadrdticas e Fracg¢oes Continuas),
por Ramin Takloo-Bighash (Universidade de Princeton, EUA).

As ligoes foram complementados por sessoes de trabalho durante trés tardes,
orientadas pelos seguintes monitores:
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e para Patologias na Andlise
Vitor Saraiva (IST) e Diogo Silva (U.Porto);

e para Uma Breve Ezcursao a Rua das Matemdticas
Luis Diogo (IST), Joao Nogueira (Austin) e Hugo Tavares (U.Lisboa);

e para Knots, Links, Braids and their Invariants
Rui Carpentier (IST) e Jodo Gouveia (U.Coimbra);

e para Quadratic Forms and Continued Fractions
Gongalo Tabuada (Paris) e Diogo Veloso (IST).

Horarios e outras informacoes praticas podem ser encontrados na pagina
http://www.math.ist.utl.pt/escola.

Participantes e Financiamento

Com cerca de 100 participantes — mais de 30 sendo estudantes do Ensino
Secundédrio e os restantes maioritariamente estudantes do Ensino Superior —
esta foi, no ambito do Programa Gulbenkian Novos Talentos em Matemdtica,
a iniciativa mais abrangente até a data. A Escola destinava-se a todos os
interessados, solicitando-se apenas uma inscri¢ao electronica.

Os 19 bolseiros do Programa Gulbenkian Novos Talentos em Matemdtica
em 2004-2005 e os 12 melhores classificados da final da categoria B das
Olimpiadas Portuguesas de Matemética (OPM) em 2005 foram convidados
individualmente pelo Servigo de Ciéncia da Fundag¢ao Gulbenkian, com oferta
de apoio financeiro para despesas de transporte, alimentacao e alojamento
(no caso de participantes de fora de Lisboa) — 14 bolseiros e todos os 12
estudantes medalhados das OPM aceitaram o convite (alguns bolseiros nao
puderam participar por ja terem outras aulas nessa semana,).

Além dos 26 estudantes acima, foi oferecido apoio financeiro para despesas
de transporte, alimentacao e alojamento (no caso de participantes selecciona-
dos de fora de Lisboa) a 14 candidatos que vinham a ser alunos universitarios
em 2005-2006 de qualquer area. A candidatura para apoio financeiro consis-
tia num formulédrio preenchido e enviado até 1 de Julho de 2005.

Esta iniciativa da Fundacao Calouste Gulbenkian/ foi essencialmente fi-
nanciada pela Fundacao Gulbenkian. Recebeu comparticipacao financeira
da Fundacao para a Ciencia e a Tecnologia através do (Centro Internacional
de_Matematical, apoio logistico do/Centro de Analise Matematica, Geometria
e Sistemas Dinamicos do [Instituto Superior T'écnico, e apoio na divulgacao
da Sociedade Portuguesa de Matematical.
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Organizacao e Enquadramento

A organizacao da Fscola Diagonal 2005 esteve a cargo da Comissao Cientifica
Coordenadora do Programa Gulbenkian Novos Talentos em Matemdtica,
constituida por Ana Cannas da Silva, José Ferreira Alves, Orlando Neto
e José Miguel Urbano, com o apoio do Servico de Ciéncia da Fundacao Gul-
benkian e de Sandra Pereira do Centro de Andlise Matematica, Geometria e
Sistemas Dinamicos.

Esta foi a segunda Escola Diagonal, tendo a primeira sido realizada de
6 a 10 de Setembro de 2004 no edificio-sede da Fundagao Gulbenkian em
Lisboa, com os cursos Da Contagem ao Continuo: Uso e Construcdo dos
Nimeros Reais por Anténio de Bivar Weinholtz (Universidade de Lisboa),
The Symmetries of Things (As Simetrias das Coisas), por John Conway
(Universidade de Princeton, EUA), A Teoria dos Grupos nos Cddigos por
Jorge Picado (Universidade de Coimbra) e Teoria Ergddica: Probabilidades
em Acgao por Marcelo Viana (Instituto Nacional de Matematica Pura e
Aplicada, Brasil).

O Programa Gulbenkian Nowvos Talentos em Matemadtica foi instituido
pela Fundacao Calouste Gulbenkian no ano 2000 — Ano Mundial da Ma-
tematica — com o objectivo de estimular nos jovens o gosto, a capacidade e
a vocacao de pensar e investigar em Matematica. Este programa tem distin-
guido anualmente estudantes universitdarios de Matematica que evidenciam
um elevado mérito académico e tem incentivado o desenvolvimento da sua
cultura e aptidoes matemaéticas, apoiando o seu trabalho junto de reconheci-
dos especialistas, que exercem o papel de tutores. Espera-se dos participantes
no Programa que, sob a orientacao dos tutores, realizem trabalho de estudo
aprofundado e/ou participem activamente num programa de semindrios e/ou
se iniciem na investigagao em Matematica. Mais informacoes sobre o Pro-
grama Gulbenkian Nowvos Talentos em Matemdatica podem ser encontradas
na pagina http://www.math.ist.utl.pt/talentos.

Impacto e Resultados

A Fscola Diagonal 2005 foi noticiada pelo menos em:

18/Ago — cienciapt.net — “IST Acolhe Escola de Matemética no Verao”

19/Ago — portugaldiario.iol.pt — “Portugal Caminha para uma Iliteracia
Numérica”

20/Ago — Semanério Ezpresso — “Escola Diagonal — Primeira Escola de Verao
de Matematica”
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26/Ago — educare.pt — “Lisboa Acolhe Primeira Escola de Verdao de Ma-
tematica”

31/Ago — Jornal quinzenal Jornal de Letras — “Matematica no Verao”
31/Ago — Semandrio Tempo — “Escola Diagonal no Técnico”

5/Set — programa na TVI de manha

5/Set — noticiario na Radio Renascenca de manha

5/Set — noticidrio na Radio Seixal de tarde

5/Set — Diario Destak — “Aprender a Gostar de Mateméatica”

6/Set — transmissao em directo para programa Bom Dia Portugal na RTP1

6/Set — Diario Metro Portugal — “Aulas Especiais de Matematica”

8/Set — transmissao em directo para programa na Radio Renascenga a tarde

Tanto a nivel da qualidade dos cursos, como a nivel do impacto na po-
pulagao de estudantes, como a nivel do impacto em geral, os organizadores
da Escola Diagonal sentem-se plenamente satisfeitos com os resultados al-
cancados.

e A qualidade dos contetudos cientificos e o nivel pedagogico das licoes
em geral ultrapassam confortavelmente os adequados para uma escola
deste tipo.

e A adesdo dos interessados e os comentarios recolhidos apds a Escola
testemunham o entusiasmo e os beneficios para os participantes.

e Uma iniciativa de Matematica ter dado origem a noticias positivas,
contribui para a urgente desmistificacao desta ciéncia junto do ptublico
em geral.

Enfim, a FEscola Diagonal 2005 parece ter cumprido o papel que esta
designagao pretendia transmitir (partilhado com o Semindrio Diagonal, pa-
ralelo ao Programa Gulbenkian Novos Talentos em Matemdtica): atravessar
o rectangulo dos assuntos e niveis de Matematica. Ou, na linguagem da
Algebra Linear, atingir o objectivo principal da diagonalizacdo dos assuntos
— a apresentacao de assuntos sofisticados como a soma de partes simples.
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Anuncios dos Cursos

PATOLOGIAS NA ANALISE
Manuel Arala Chaves (Universidade do Porto e Associagdo Atractor)

Nos cursos basicos de analise, surgem por vezes <enunciados obvios>, cuja
demonstracao resiste mais do que esperado & partida. Em alguns casos, porque
demonstracoes elementares sao inesperadamente complicadas; noutros, porque os
<resultados ébvios> s@o falsos (frequentemente com contra-exemplos dificeis de
encontrar) — estes sdo por vezes chamados casos patoldgicos. Dois exemplos:

— Serd que uma funcao real continua (em todos os pontos) pode nao ter
derivadas — mesmo s6 laterais, mesmo possivelmente infinitas — em nenhum ponto?
A resposta é sim.

— Seré que uma curva pode <encher> um quadrado? E um cubo? E ... 7 A
resposta, surpreendentemente, vai depender do grau de regularidade que se exigir
na definicao de curva.

As palestras andarao a volta de questoes deste tipo, procurando analisar alguns
exemplos concretos, mas também enquadra-los num tratamento unificado. De
passagem, ver-se-4 ainda que a situacao <patoldgicas é por vezes a genérica e a
<nao patolégica> a excepcional; e serdo comparados dois modos (ndo equivalentes)
de avaliar o caricter <excepcionals> de uma situagao.

Referéncias:

e A Primer of Real Functions por Ralph Boas, The Carus Mathematical
Monographs 13, Mathematical Association of America (1996).

e Counterexamples in Analysis por Bernard Gelbaum e John Olmsted, Dover
(2003).

e Measure and Category por John Oxtoby, Springer-Verlag (1971).
e Space-Filling Curves por Hans Sagan, Springer Verlag (1994).
e Calculus por Michael Spivak, Publish or Perish (1994).

e Countereramples in Topology por Lynn Steen e Arthur Seebach, Dover
(1995).

e General Topology por Stephen Willard, Dover (2004).

X
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UMA BREVE EXCURSAO A RUA DAS MATEMATICAS
Rui Loja Fernandes (Instituto Superior Técnico)

A divisdo tradicional da Matematica nas trés dreas fundamentais, Algebra,
Analise e Geometria, subsiste até aos dias de hoje. Embora a Matematica
contemporanea cada vez menos possa ser caracterizada dessa forma (quer pela sua
natureza multidisciplinar, quer pelas novas areas que nao encaixam nesta divisao
tradicional), numa breve excursao pelo mundo da Matemética vale a pena visitar
cada uma dessas areas.

Nas sessoes deste curso iremos estudar pequenas demonstracoes de alguns
resultados elementares (mas fundamentais) de cada uma das édreas tradicionais.
A ideia em cada sessao € transmitir os sabores e os odores de uma das areas. O
que tém de comum todos os exemplos que escolhemos sao as ideias brilhantes e as
observacoes astuciosas, ou seja, afinal as caracteristicas do pensamento matematico
do passado, do presente e do futuro.

Plano das sessoes com problemas ilustrativos:

e 1% e 2% sessbes: A Casa dos Numeros Uma infinidade de primos. Algoritmo
de Euclides. O Teorema fundamental da aritmética. Congruéncias e os anéis
Zp.

Problema: Quando é que um ndmero natural é a soma de dois quadrados?

e 3% e 4% sessoes: A Galeria de Arte Grafos e rectas no plano. Poliedros e
simplices. A férmula de Euler.
Problema: Dados n pontos nao-colineares no plano, serd que existe uma
recta que passa exactamente por dois desses pontos?

e 5% sessao: O Hotel de Hilbert Numeros cardinais. A hipdtese do continuo.
Ntmeros ordinais.
Problema: Serd que existe uma curva continua no plano que visita todos os
pontos do interior dum quadrado?

Referéncia:
Proofs from THE BOOK por Martin Aigner e Giinter Ziegler, Springer-Verlag,
Berlin (2001).
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KNOTS, LINKS, BRAIDS AND THEIR INVARIANTS (NOs, ELOS, TRANGAS
E SEUS INVARIANTES)
Alexei Sossinsky (Universidade Independente de Moscovo, Rissia)

The mathematical theory of knots and links, which studies non-intersecting
and non-self-intersecting curves in space, is at least 150 years old, but has
recently surged to the forefront of science, attracting not only mathematicians
and physicists, but also experts in biology and chemistry, and in some branches of
engineering as well. In the decade 1985-1995, no less than four mathematicians
who contributed to the theory were awarded the Fields Medal (the “Nobel Prize
for mathematicians”): Vaughan Jones (New Zealand), Edward Witten (USA),
Vladimir Drinfeld (Ukraine), Maxim Kontsevich (Russia).

Surprizingly, although many of the original papers involve some very sophis-
ticated mathematics, there now exists a very elementary exposition of the main
results, so that no advanced mathematical prerequisites will be needed to follow
the course. In it, there will be lots of very visual geometry (pictures and even
computer-generated animations), some absolutely elementary algebra (adding and
multiplying polynomials, linear spaces, permutation groups), and a new kind of
calculus (which may be called “games with little diagrams”).

The main protagonists, however, will be several kinds of invariants, i.e.,
algebraic entities allowing to easily solve difficult classification problems concerning
the main three-dimensional geometric objects of the course — knots, links, braids.

Topics:

e The geometry and arithmetic of knots: knot diagrams and equivalence of
knots via Reidemeister moves, decomposition into prime knots, knot tables,
Conway axioms for the Alexander polynomial.

e Braids and their relationship with knots and links: encoding braids by
standard generators, Artin theorem on the braid group, Alexander theorem
(any knot is the closure of a braid), braid comparison algorithms.

e The Kauffman bracket and the Jones polynomial: Kauffman’s imaginary
statistical model and his bracket, definition of the Jones polynomial via the
Kauffman bracket, properties of the Jones polynomial, proof of the Tait
conjectures on alternating knots.

e Elementary theory of Vassiliev invariants: Axioms for Vassiliev invariants,
the one-term and four-term relations, the bialgebra of chord diagrams,
Kontsevich theorem (isomorphism of the Vassiliev (bi)algebra and the
(bi)algebra of chord diagrams).

e Relationship with physics and biology: the Potts water-ice model and the
Jones polynomial, the Conway moves and DNA.

Referéncia:
The Knot Book por Colin Adams, American Mathematical Society (2004).
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QUADRATIC FORMS AND CONTINUED FRACTIONS (FORMAS QUADRATICAS
E FRACQOES CONTINUAS)
Ramin Takloo-Bighash (Universidade de Princeton, EUA)

A quadratic form is a polynomial which is of degree two. Quadratic forms have
been of interest since essentially the beginning of time. The first known example
of a quadratic form studied by mankind is what is known as the Pythagorean
equation discovered in the context of geometry: given a right angle triangle of
sides a, b, ¢, we know that a? = b + ¢? if a is the biggest side. There is historical
evidence suggesting that ancient Egyptians used triangles with sides 3, 4, 5 to
construct right angle triangles; they used these triangles as a practical tool in
architecture, and we all know what they were capable of building!

Topics:

e Let’s complicate things: Continued Fractions;

e How to count the number of cows of a certain Greek god: Pell’s Equation;
e To square or not to square: Quadratic forms in general;

e Not all quadratic forms are born equal: Equivalence and Gauss’ theory of
genera;

e World through the eyes of a quadratic form: Representability by quadratic
forms; and finally

e From 15 to eternity: Bhargava-Conway Theorem.
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Introducao

A divisao tradicional da Matematica nas trés dreas fundamentais, Algebra,
Anaélise e Geometria/Topologia, subsiste até aos dias de hoje. Embora a Ma-
tematica contemporanea cada vez menos possa ser caracterizada desta forma,
quer pelas novas areas que nao encaixam nesta divisao tradicional, quer pela
importancia crescente de areas multidisciplinares, numa breve excursao pelo
mundo da Matematica vale a pena uma visita a cada uma destas grandes
casas que integram a Rua das Matemaéticas.

Este pequeno curso divide-se, pois, em trés partes. Em cada uma destas
visitas iremos experimentar os diferentes odores e sabores destas grandes
dreas da Matemética. E claro que, apesar das diferencas, haverd muito em
comum nestas visitas. Veremos que nelas habitam as ideias brilhantes e as
observagoes astuciosas, o raciocinio légico e o poder da abstraccao, ou seja,
afinal as caracteristicas do pensamento matematico do passado, do presente
e do futuro!

A grande fonte de inspiracao para este curso foi o livro escrito por Martin
Aigner e Glinter Zigler, Proofs from the BOOK (2* edigao, Springer-Verlag,
Berlim, 2001). Este livro precioso contém muito mais material do que o dis-
cutido aqui. O leitor é fortemente encorajado a adquirir e ler este livro, onde
certamente encontrard ainda maior motivacao para aprender Matematica.

Estas notas referem-se ao curso com o mesmo nome que leccionei na
Escola Diagonal 2005, integrada no Programa Gulbenkian Nowvos Talentos
em Matemdtica. Gostaria de agradecer aos organizadores da Escola, Ana
Cannas da Silva, José Ferreira Alves, Orlando Neto e José Miguel Urbano,
pelo convite para leccionar este curso, a Fundacao Calouste Gulbenkian pelo
apoio prestado, e aos monitores Luis Diogo, Joao Nogueira, Hugo Tavares,
que orientaram as sessoes praticas e fizeram varias sugestoes e comentarios,
tendo detectado ainda varios erros numa versao anterior destas notas.

1

Artigo (© 2006 Rui Loja Fernandes. A cépia privada é permitida.


mailto:rfern@math.ist.utl.pt

EscorLA DIAGONAL 2005

1 A Casa dos Numeros

1.1

Os Numeros Primos

Uma ideia transversal a todos os dominios cientificos, é a de decompor um
objecto em objectos mais simples e, por isso, mais faceis de estudar. Por
exemplo, na Quimica a teoria atémica explica que as moléculas sao cons-
tituidas por atomos, enquanto que na Fisica, as particulas elementares sao
constituidas por quarks. Quando aplicamos esta ideia aos niimeros natu-
rais

N=1{1,2,34,...}

somos levados naturalmente ao conceito de nimero primo que vamos agora
recordar.

Dados dois nimeros naturais m, n € N, dizemos que n é factor ou divisor
de m, e escrevemos “n|m”, se m é um multiplo de n, i.e., se m = kn para
algum natural £ € N. E claro que 1 é factor de qualquer natural n e qualquer
natural é factor de si préprio.

DEFINICAO 1. Seja p € N. Dizemos que p é primo se p > 1 e se, para
todo o k € N tal que k|p, temos que k = 1 ou k = p. Designamos por P o
conjunto dos naturais primos.

Um ntmero primo ¢, pois, um nimero que nao admite outros factores
para além dos factores “6bvios”, e que é portando indecomponivel.

Exemplo 2.

E fdcil verificar quais sdo os primeiros naturais primos:
P={2,3,57"711,13,... }.

Observe que para provar que p € primo ndo € necessdrio testar todos os numeros
k com 1 < k < p, podendo o teste terminar com o maior natural k tal que
k? < p. No caso de p = 13, basta portanto constatar que 13 ndo é muiltiplo de
2 nem de 3.

Exercicio 1. Faca uma lista com os naturais entre 100 e 200. Observe que
17?2 = 289, e corte da sua lista todos os multiplos de 2, 3, 5, 7, 11 e 13. Quais
sa0 0s numeros que restamf]?

Chama-se a este procedimento o filtro de Eratéstenes. Eratdstenes (276 a.C.-194 a.C.)
nascido na actual Libia, foi o terceiro bibliotecdrio da famosa Biblioteca de Alexandria. Entre
outras coisas estabeleceu a esfericidade da Terra, e calculou com grande exactiddo o seu
didmetro.
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Um pouco de reflexao sugere que todo o niimero natural deve-se decom-
por num produto de nimeros primos. De facto, temos o seguinte resultado
importante:

TEOREMA 3 (TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA). Para todo o
natural n > 2, existem numeros primos pi,pa, ..., pr € P tais que:

n=pip2- - Pk-
Esta factorizacao em primos € unica a menos da ordem dos factores.

Demonstracao. Comegamos por observar que:
e Qualquer natural n > 2 tem pelo menos um divisor primo p.

De facto, o conjunto D = {m € N : m > 1em|n} é minorado (todos
os elementos de D s@o maiores do que 1) e ndo-vazio (contém n). Existe
pois um elemento minimo p de D. Se p nao é primo, entao p = mk, onde
1 < m < p. Como m é obviamente factor de n, p nao pode ser o minimo de
D. Concluimos que p é primo.

Vejamos entao, por inducao, que se n > 2, existem nimeros primos
P1, P2, - - -, P tais que

n=pip2 - Pk-

De facto, temos que:

e Sen = 2 entao n possui uma factorizagao deste tipo (basta tomar k = 1
e pr = 2)

e Supomos agora que qualquer natural m com 2 < m < n tem uma
factorizacao do tipo indicado. Pretendemos provar que n tem também
uma factorizacao deste tipo. Como observamos acima, n possui um
divisor primo q. Se ¢ = n, entdao n é primo, e tomamos k = 1 e p; =
g = n. Caso contrario, ¢ < n e, portanto, n = mgq, onde 2 < m < n.
Pela hipotese de inducgao, existem niimeros primos pi, pa, ..., pp, tais
que

m = pip2 - Pk’-

Tomamos neste caso k = k' +1 e p, = q.

Isto mostra a existéncia de factorizagoes primas. A unicidade da factori-
zagao sera estudada mais adiante. O

Exercicio 2. Seja 2N = {2,4,6,8,...} o conjunto dos naturais pares. De-
signe por “primos” em 2N os naturais pares que nao podem ser expressos
como produtos de outros naturais pares. Mostre que os naturais pares admi-
tem factorizacoes primas, mas que estas nao sao unicas.
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Exercicio 3. O que pode dizer sobre existéncia e unicidade de factorizagoes
no conjunto dos nimeros inteiros Z = {..., —2,—1,0,1,2,...}7

O conceito de nimero primo e a existéncia de factorizagoes primas para
qualquer nimero natural, sugerem imediatamente algumas questoes simples:

e (Quantos nimeros primos existem?

e Como podemos reconhecer que um natural é primo?

e Existe algum método eficiente para produzir niimeros primos?

e Como podemos encontrar a factorizacao prima de um dado natural?

Muitas questoes deste tipo, apesar de simples de formular, sao extremamente
dificeis e nao sabemos a resposta. Algumas sao mesmo temas de investigacao
contemporanea e, apesar da sua origem, tém também reflexos interessantes
na vida actual! Por exemplo, as modernas técnicas de Criptografia exploram
a relativa facilidade de calculo de grandes ntimeros primos, comparada com
a dificuldade de determinar os factores primos dos naturais que podemos ob-
ter pela multiplicagao desses primos. Neste contexto, os nimeros “grandes”
podem ter mais duma centena de digitos; a sua factorizagao por verificagao
sequencial de todos os possiveis factores envolveria um nimero de divisoes
da ordem de 10°°! Nao sabemos até que ponto é possivel estabelecer um
algoritmo prético para a factorizacao de ntimeros desta ordem de grandeza,
mas enquanto essa ignorancia se mantiver, as mais secretas comunicacoes fi-
nanceiras, politicas ou militares, poderao continuar a fazer-se com seguranca
recorrendo aos numeros primos. Outro exemplo de um problema “pratico”,
onde as propriedades dos niimeros primos tém reflexos importantes, é o pro-
blema do reconhecimento da fala por computadores que exige o desenvolvi-
mento de algoritmos tao rapidos quanto possivel para a decomposicao de sons
nas suas frequéncias fundamentais, uma técnica conhecida como Anélise de
Fourier. A velocidade tedrica maxima desses algoritmos esta directamente
relacionada com a funcao m(x) que fornece o niimero de primos menores que
x.

O Algoritmo de Euclides

Se dispusermos de dois relégios de areia (ampulhetas), um marcando um in-
tervalo de tempo de 21 minutos e o outro marcando um intervalo de tempo
de 30 minutos, que intervalos podemos medir utilizando as duas ampulhetas?
Certos intervalos sao obviamente possiveis, se utilizarmos sucessivamente
uma ou outra ampulheta. Por exemplo, 30, 60, 90,..., 21, 42, 63,..., ou
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somas destes numeros, como 51, 81, 111,..., 102, 123,..., 132, 153,..., etc.
Se usarmos simultaneamente as duas ampulhetas, podemos obter diferencas
destes numeros. Exemplos sao 9 = 30 — 21, 3 = 63 — 60, etc.

Um exame mais cuidadoso dos niimeros que se podem obter desta forma
sugere as seguintes observacoes:

e Podemos obter qualquer natural da forma x21 + y30 com z,y € Z.

e Todos os numeros da forma x21 + y30 sao multiplos de 3 (pois 3 é o
méximo divisor comum de 21 e 30).

Por outro lado, existem inteiros 2’ e y' (e.g., 2’ = 3,y = —2) tais que
3 = 2/21 + ¢/30. Em particular, se m = k3 é um qualquer miiltiplo de 3,
entdo m = k(2'21+y'30) = k(2'21+y'30) = 2”21+y"30. Por outras palavras,

e Os numeros da forma 221 4 y30 sao precisamente os multiplos de 3;
e 3 =mdc(21,30) é o menor natural da forma 221 + y30.

Motivado por este problema, bem como a questao da unicidade de facto-
rizagoes primas, vamos estudar em algum detalhe as no¢oes de méaximo divi-
sor comum e minimo multiplo comum de dois niimeros naturais. Comegamos
por recordar a sua definicao:

DEFINICAO 4. Se n,m € N, entao:

(i) mde(n,m) = max{k € N : k|n e klm} diz-se maximo divisor co-
mum de n e m;

(ii) mmec(n,m) = min{k € N : n|lk e m|k} diz-se minimo mdultiplo co-
mum de n e m.

Exemplo 5.

Sen =12 em = 16, os divisores de n e m formam os conjuntos

{keN:kl12} = {1,2,3,4,6,12},
{k e N:k|16} = {1,2,4,8,16}.

Consequentemente, os divisores comuns a 12 e 16 formam o conjunto
{k e N: k|12 e k|16} = {1,2,4},

donde o respectivo mdzimo divisor comum € mdc(12,16) = 4.
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Por outro lado, os maltiplos de 12 e 16 sdo

{k e N: 12|k} = {12,24,36,48, ... },
{k € N: 16|k} = {16,32,48,...},

donde concluimos que os multiplos comuns a 12 e 16 formam o conjunto
{k € N: 12|k e 16|k} = {48,96,... },

sendo o respectivo minimo maltiplo comum mmc(12,16) = 48.

Observe-se que neste exemplo mdc(m, n) é mailtiplo de todos os divisores
comuns a n e m, e mmc(n,m) é factor de todos os miltiplos comuns a n e
m. Estas sao propriedades gerais e para verifica-las precisamos do:

TEOREMA 6 (ALGORITMO DE DIVISAO).  Se n,m € N existem inteiros
unicos q,r, tais que m =nqg+1r e 0 <r <n.

Demonstracao. O argumento para provar a existéncia corresponde ao pro-
cesso usual para efectuar uma divisao.

(i) Ezisténcia: Considere-se o conjunto @ = {z € Ny : nx < m}. Note-se
que @ é nao-vazio (porque 0 € Q) e majorado (porque x < nz < m). Tem
consequentemente um maximo z = ¢. E claro que ng < m < n(qg + 1),
porque ¢ € @ e (¢+ 1) € ). Subtraindo ng destas desigualdades, obtemos
0<r<n,jaquer=m-—ngq.

(ii) Unicidade: Se m = nqg+r =nq + 1/, segue-se que n(q—¢') =r' —r.
Suponha-se que ¢’ < ¢, é ébvio que ¢ — ¢’ > 1 e ' —r > n. Por outro lado,
r e 1’ verificam 0 < r,7" < n, donde temos " — r < n, uma contradigao.
Da mesma forma, obtém-se uma contradicao se ¢’ > ¢. Assim, sé pode ser
q = ¢, mas como n(q —¢') =r" — r, também r = 7’ O

Naturalmente, se n,m € N e m = nqg+r com 0 < r < n, dizemos que q
e r sao respectivamente o quociente e o resto da divisao de m por n.

Dados n,m € N vamos designar por (n,m) C Z o conjunto dos inteiros
que se obtém fazendo combinacoes de n e m com coeficientes inteiros:

(n,m) ={xn+ym:x,y € Z}.

Por exemplo, no caso de dois relégios de areia, os inteiros do conjunto (21, 30)
sao precisamente os intervalos de tempo que podemos medir. Neste exemplo,
vimos que (21, 30) é formado pelos multiplos de 3. Em geral, escrevemos:

(ny ={xzn:x €Z},

de forma que temos (21,30) = (3). Mais geralmente, é verdade a seguinte
proposicao:
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PrOPOSIGAO 7. Sen,m € N, entao (n,m) = (d) onde d = mdc(n,m).
Em particular, temos que:

(i) a equagdo xn + ym = d tem solugoes x,y € Z;
(ii) se k é um divisor comum de n e m, entao k é também divisor de d.

Demonstragao. Vamos designar o conjunto (n,m) por I. Consideramos,
também, o conjunto I™ = {q € I : ¢ > 0}. Este conjunto é nao vazio e
possui 0 como minorante, donde possui um minimo dy.

Como dy € I segue-se (porqué?) que (dy) C I, restando-nos portanto
provar a inclusao oposta I C (dp), ou seja, que, se m € I, entdao m é multiplo
de dy. Sejam € I, e g e r o quociente e resto da divisao de m por dy (recorde-
-se que dy > 0, donde dy # 0). Temos entao m = qdy + r, ou r = m — qdp.
Observe-se que qdy € (dp), e portanto qdy € I (ja vimos que (dy) C I).
Como r = m — qdy é a diferenca de dois elementos de I, temos que r € I.
Finalmente, como 0 < r < djy e dy é, por definicao, o menor elemento positivo
de I, temos necessariamente r = 0, donde m é multiplo de dy, i.e., m € (dp).
Portanto, I C (dy). Agora:

(i) E 6bvio que dy € (do) = (n,m). Como (n,m) é o conjunto dos inteiros
da forma zn -+ ym, existem inteiros z’, 7’ tais que dy = z'n + y'm.

(ii) E igualmente 6bvio que n,m € (n,m) = (dy). Portanto, n e m sao
multiplos de dy, que é um divisor comum a n e m. Por outro lado, se d € N
é um qualquer divisor comum a n e m, temos n = dn’ e m = dm/, donde
do = 2'n+y'm = d(z'n’ + y'm’), ou seja, d|dy. Em especial, d < dy e dy é o
maximo divisor comum de n e m. O

A proposigao (e a sua demonstragao) sugere que o calculo de mde(n,m)
pode ser feito por busca do menor natural no conjunto (n,m). O Algoritmo
de Divisao torna essa busca possivel recorrendo ao seguinte lema.

LEMA 8. Sen,m €N em=qgn+r, entao (n,m) = (n,r).
Demonstracao. Por um lado,
ke (n,m)=k=axm+yn
= k=xz(gn+r)+yn

= k= (zq+y)n+ar
=k e (n,r),
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logo (n,m) C (n,r). Por outro lado,

ke (n,r)y=k=an+yr
= k=an+y(m — qn)
= k= (x—yq)n+ym
=k € (n,m),

ou seja, (n,r) C (n,m). O

O Algoritmo de Euclided] ¢ a aplicacao repetida do lema anterior até
obter uma divisao exacta (r = 0). Este é um procedimento muito simples,
facil de programar, e que passamos a ilustrar no caso com que inicidmos esta
seccao:

Exemplo 9.
Sen =21 em = 30, entao

30 =1-21+9 = (30,21) = (21,9),
21 =29+ 3 = (21,9) = (9,3),
9=13-3+0=>(9,3) = (3).

Logo
(30,21) = (3),

e pela proposi¢ao temos que 3 = mdc(21,30). Em termos gerais, i.e., comeg¢an-
do com dois naturais quaisquer n e m, e supondo n < m, o procedimento a
sequir deve ser claro, e corresponde a um processo iterativo muito facil de pro-
gramar (experimente-o!). Observe-se também que € simultaneamente possivel
determinar inteiros x ey tais que mde(n, m) = zn+ym. Das equagoes acima
temos imediatamente

3=21+(-2)9 ¢ 9 =230+ (—1)21,

donde
3 =21+ (—2)[30 + (—1)21] = (3)21 + (—2)30.

2 Euclides (c. 300 a.C) viveu em Alexandria no apogeu da matematica da Grécia Antiga. Euclides
é conhecido como o autor dos Elementos, o tratado de matematica mais famoso de todos
os tempos. Na realidade sabemos muito pouco sobre Euclides. Cépias de fragmentos dos
Elementos chegaram até aos nossos dias. Sabemos que era constituido por 13 livros (ou
capitulos). Os primeiros seis livros eram dedicados a geometria plana (a geometria Euclideana);
os livros 6 a 9 eram dedicados a teoria dos nimeros (e continham o seu algoritmo); o livro 10
era dedicado ao estudo das quantidades incomensurdveis (i.e., os irracionais) e os Gltimos trés
livros eram dedicados ao estudo dos sélidos.
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Dizemos que dois naturais n e m sdo primos entre si se mdc(n, m) = 1.
Observe que n e m sao primos entre si se, e s6 se, nao possuem quaisquer
factores primos em comum. Usando o Algoritmo de Euclides é simples de-
terminar se dois naturais sao primos entre si.

Exemplo 10.

Efa’cz'l verificar que 4 e 27 sao primos entre si, i.e., mdc(4,27) = 1. De facto,
recorrendo ao Algoritmo de Euclides, verificamos que:

(27,4) = (4,3) = (3,1) = (1).

Finalmente, é um exercicio simples verificar as propriedades analogas para
o minimo multiplo comum.

Exercicio 4. Sejam n,m € N. Entao (n) N (m) = (I) onde | = mmc(n,m).
Temos, ainda, que:

(a) n|l e m|l;
(b) para qualquer k£ € N tal que n|k e m|k tem-se também que [|k.

Estamos agora em condicoes de discutir a unicidade da factorizacao prima
de um natural. O resultado chave para demonstrar essa unicidade ¢ o seguinte
lema.

LEMA 11 (EucLIDES). Sejam m,n € N dois naturais e p € P um nimero
primo. Se p € factor do produto mn, entdo p € factor de m ou factor de n.

Demonstragdo. Seja d = mdc(m,p). Como d é factor de p e p é primo,
temos d=1 ou d = p.

E evidente que, se d = p, entao p é factor de m. Se d = 1, existem
inteiros = e y tais que 1 = xm + yp, donde n = nzm + nyp. Como p é
factor de mn, existe também um inteiro z tal que mn = zp. Concluimos que
n = xzp + nyp = (zz + ny)p, e portanto p é factor de n. O

Exemplo 12.

Uma das descobertas dos matemdticos gregos da Antiguidade que mais os sur-
preendeu e intrigou foi, em linguagem moderna, a da existéncia de numeros
irracionais. Podemos verificar agora sem dificuldade que v/2 € irracional, i.e.,
que nao existem inteiros n e m tais que (%)2 =2, ou seja, n® = 2m?. Arqu-

mentamos por absurdo.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que m e n sao primos entre si
(porqué?). Notamos agora que

n? = 2m? = 2|n? = 2|n,
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pelo Lema de Euclides. Concluimos que n = 2k, para algum inteiro k. Assim,
n? = 4k?, donde 4k* = 2m?, ou ainda 2k*> = m?. Como 2|m?, seque-se
novamente do Lema de Fuclides que 2|m, contradizendo a hipdtese de m e n
serem primos entre si. Concluimos que a equacdo n? = 2m? ndo tem solucées
nos inteiros, e \/2 ndo € racional.

Exercicio 5. Generalize este exemplo ao caso v/n, quando n € N nao é um
quadrado perfeito. Isto é, mostre que se n é um natural, a sua raiz quadrada
ou é outro natural (caso em que n é um quadrado perfeito) ou é um nimero
irracional.

Podemos generalizar o Lema de Euclides para um qualquer produto finito
de inteiros. A demonstracao (que fica como exercicio) deve ser feita por
inducao no numero de factores.

COROLARIO 13.  Sep € primo e p |my---my, entdo:
(1) plm; para algum j, com 1 < j <k.
(i1) Se os m; sdo primos, entio p = m;, para algum j, com 1 < j <k.

Podemos agora completar a demonstracao do Teorema Fundamental da
Aritmética, mostrando a unicidade dos factores primos. Procedemos como se
segue. Supondo que k e m sao naturais, p; < pa <---<preqr <@ < q
Sao primos, e

pip2 - Pr = @192 " -~ qi,

provamos que k = [ e p; = ¢;. Para isso, argumentamos por inducao em k:
e Para k = 1, o resultado é ébvio da definicao de niimero primo;

e Supomos o resultado valido para o natural k — 1, e

Pib2 P = 142 - q1-

Seja P ={p;: 1 <i<k}e@={qg :1<j<I}. Note-semais uma vez
que de acordo com a definicao de primo temos necessariamente [ > 1,
porque k > 1. Pelo Corolério [[3 é evidente que p, € Q, donde p < ¢,
e analogamente ¢ € P, donde ¢ < pg. Concluimos que pp = q, e
segue-se que

piP2- " Prk-1 = q1492 " qi—1-

Pela hipotese de inducao, k —1 =101—1 e p; = ¢;, para i < k, donde
k=1ep, =q;parat < k.
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A factorizacao de n em primos pode evidentemente conter factores repe-
tidos, e é por isso comum escreve-la na forma
_ . e1,.€2 e
n=ppy D, (e; > 1),

que se diz a factorizagcao de n em poténcias primas. Esta expressao ¢é
Unica, a menos da ordem dos factores.
Exercicio 6. Se m,n € N possuem factorizagoes em poténcias primas:
_.mj,.m2 m
m=py Py D
ni n2 Ns

n=4q 9" "4,

determine as factorizagoes primas de mdc(m,n) e mme(m,n).

Uma Infinidade de Primos

O Teorema Fundamental da Aritmética nao implica directamente a existén-
cia dum ntumero infinito de primos. Este tltimo facto foi também descoberto
por Euclides.

TEOREMA 14 (EUCLIDES). O conjunto dos nimeros primos P ndo € finito.

Demonstragao. Seja {p1,...,pr} um conjunto finito de niimeros primos. O
numero natural

n=mppz---pr+1,

possui um divisor primo p. Se p € {p1,...,p;}, entdao p é um divisor de n
e de pips - - - p,. Concluimos que p é um divisor de 1 = n — p1ps - - - p,-, UMa
contradicao. Assim, p é um primo diferente de pq,ps, ..., ;. O

Assim, os ntimeros primos formam uma sucessao ilimitada
2,3,5,7, 11,13, ..., pp, - -

sobre a qual a mais elementar curiosidade sugere algumas perguntas simples.
Por exemplo, é possivel determinar uma férmula explicita, envolvendo o na-
tural n, que permita calcular o primo p,? A resposta parece ser negativa, e
em particular, nao se conhece nenhuma férmula explicita que produza apenas
nimeros primos. A titulo de exemplo, descrevemos aqui uma das mais famo-
sas tentativas nesta direccao, devida a Fermatﬁ, e que envolveu os ntmeros
da forma
F, =2 +1,

Pierre de Fermat (1601-1665), matematico francés. Fermat, advogado de profissdo, é um
dos personagens mais interessantes da histéria da Matematica. Foi um dos fundadores do
Célculo Infinitesimal, e descobriu independentemente de Descartes (de quem alids foi amigo)
os principios da Geometria Analitica. O seu trabalho mais importante foi sem divida a criacdo
da moderna Teoria dos Nimeros.
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hoje conhecidos por nameros de Fermat. A explicagao para a escolha do
expoente e = 2" é dada no seguinte exercicio:

Exercicio 7. Mostre que se ' = 2°+ 1 é primo entao o expoente e nao tem
factores impares maiores do que 1.

(SUGESTAO: Assuma que e = ks, onde k,s > 1, com s impar. Verifique que
o polinémio p(x) = z* 4+ 1 tem a raiz x = —1, logo factoriza-se

p(z) = (x4 1)q(z),
onde ¢(z) é um polinémio com coeficientes inteiros. Conclua que neste caso,
F=241=2 +1=(2"+1)q(2",

nao é primo.)

E facil calcular os ntimeros de Fermat correspondentes an =0, 1, 2 e
3, obtendo-se respectivamente 3, 5, 17, e 257, todos eles primos. A escolha
n = 4 corresponde a 65537, que ¢ ainda um nuimero primo. H& no entanto
nuameros de Fermat que nao sao primos, como Euleif] descobriu em 1732 para

n = 5. Se esta lhe parece uma observacao simples de demonstrar, note que

n = 5 corresponde a
22" 41 =4 294 967 297,

e Euler descobriu que a factorizacao deste niimero em primos é
22" + 1 =641- (6 700 417).

Apesar do comeco “auspicioso” da sucessao de Fermat, nao conhecemos
nimeros de Fermat com n > 4 que sejam primos, e sabemos que alguns
desses nimeros sao compostos. Sabemos por exemplo que o menor factor
primo do nimero de Fermat correspondente a n = 1945 (ntmero esse com
mais de 10582 digitos na sua expansao decimal!) é um niimero primo p de 587
digitos: p = 5- 2197 + 1, e julga-se que nenhum dos nimeros de Fermat com
n > 4 é primo. Apesar disso, como se mostra no exercicio seguinte, estes
niumeros podem ser usados para provar a existéncia de um numero infinito
de primos.

Exercicio 8. Mostre que quaisquer dois niimeros de Fermat F), e F;,, com
n # m, sao primos entre si. Conclua que o nimero de primos é infinito.
(SUGESTAO: Verifique, por indugao, a férmula:

FOFl"'Fn—l:Fn_Qa

vélida para n > 1.)

Leonhard Euler (1707-1783), matematico suico. Euler foi um dos mais prodigiosos matematicos
de sempre, tendo trabalhado nas mais diversas dreas da Matematica Pura e Aplicada (anilise,
geometria, geometria diferencial, teoria dos nimeros, fisica, mecanica dos fluidos, e outras).
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Embora a sucessao formada pelos nimeros primos seja infinita, podemo-
-nos questionar sobre a distribui¢cdo dos primos no conjuntos de todos os
nimeros naturais. Uma primeira observacao é que a distancia entre dois
primos consecutivos nao ¢ limitada:

TEOREMA 15. Dado um natural n € N existem dois primos consecutivos
Pi € Piy1 tais que piy1 — p; > n.

Demonstracao. Seja n € N um natural, e designemos por N =2-3-5---p
o produto de todos os nuimeros primos menores que n + 2. Nenhum dos
nimeros naturais:

N+2, N+3, N+4,...,N+ (n+1),

é primo. De facto, se 2 <7 < n + 1, temos que ¢ possui um factor primo p
que é menor do que n + 2, e esse factor primo também é um divisor de N.
Logo p é um divisor de N + ¢, que portanto nao é primo. O

Exemplo 16.

Se tomarmos n = 11, o nimero N da demonstracdo é:
N=2-3-5-7-11-13 = 30030,
logo concluimos que nenhum dos 11 nimeros da lista:
30032, 30033, ,...,30042

€ um numero primo.

r outr mbém existem majoran r man interva-
Por outro lado, também existe ajorantes para o tamanho dos interva
los entre dois primos consecutivos. O majorante mais famoso é o que é dado
pela receita “o préximo ntimero primo nao pode estar a maior distancia do
que o numero aonde comegamos a procurar’. Mais exactamente temos:

TEOREMA 17 (POSTULADO DE BERTRAND). Para todo o natural n € N,
existe um primo p tal que n < p < 2n.

Nao iremos demonstrar aqui este resultado. Este resultado foi conjectu-
rado por Bertrand que o verificou empiricamente para todo o n < 3000000!

Joseph Bertrand (1822-1900), matemadtico francés, que leccionou nas duas mais prestigiadas
escolas de Paris, a Ecole Polytéchnique e o College de France. Os seus trabalhos incidiram
sobre a geometria das curvas e das superficies, a Teoria das Probabilidades e as aplicacdes das
equacodes diferenciais a Mecanica e a Termodinamica.
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A primeira demonstracao é devida a Chebyshevﬁ e remonta a 1850.

Outra questao também directamente relacionada com o problema da de-
terminacao duma expressao explicita para o n-ésimo primo, é a de saber a
probabilidade de um niimero natural escolhido ao acaso no intervalo [1, n| ser
primo. Legendreﬁ e Gausdl foram os primeiros matematicos a sugerir uma
expressao aproximada para o numero de primos < x, que designamos por
m(x). Nos finais do século X1X, Hadamard [ foi o primeiro a demonstrar que

()
T
logz

— 1 quando = — oo,

um resultado conhecido pelo nome de “Teorema do Numero Primo”. Nao
discutiremos aqui resultados desta natureza, que tipicamente requerem téc-
nicas de Andlise para a sua demonstracao (ver Seccao B).

O Teorema do Numero Primo estd longe de ser a palavra final sobre a
distribuicao dos primos. Uma resolucao da chamada Hipotese de Riemann,
um dos grandes problemas em aberto em Matematica, conduziria a ainda
melhores estimativas. Mesmo em relacao ao postulado de Bertrand é de
esperar melhoramentos significativos. Por exemplo, um problema em aberto

7

e:

e Dado um natural n € N, existe um ntimero primo entre n? e (n + 1)2?

Pafnuti Chebyshev (1821-1894), foi um dos matemadticos mais proeminentes que viveram na
Rdssia, na segunda metade do século XIX e é considerado um fundador da escola de Ma-
temdtica de S3o Petersburgo. Os seus trabalhos desenvolveram-se em variados campos, tais
como a Teoria dos Nimeros, problemas de aproximac3o, integracdo, geometria diferencial,
probabilidades, etc.

Adrien Marie Legendre (1752-1833), matematico francés. Legendre distinguiu-se na Geometria
e na Teoria dos Nimeros. Foi ele também que criou o método dos minimos quadraticos. O
trabalho mais importante de Legendre foi o seu estudo sistematico das fun¢des elipticas, embora
este tenha sido rapidamente ultrapassado pelos trabalhos posteriores de Abel e Jacobi.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) foi um dos grandes matematicos de Gottingen. Foi uma
crianca prodigio, e com apenas 19 anos descobriu um método de construcdo dum poligono
regular de 17 lados usando exclusivamente régua e compasso. Durante mais de 2000 anos,
desde os gedmetras gregos, os (inicos poligonos regulares com um nimero primo de lados que
se sabia construir com régua e compasso eram o triangulo equildtero e o pentdgono regular.
Jacques Hadamard (1865-1963), foi um dos matematicos franceses mais influentes do virar dos
séculos XIX e XX. Embora o seu trabalho mais conhecido seja a demonstracdo do Teorema
do Nidmero Primo, Hadamard trabalhou em dominios muito diferentes da Matemdtica (e.g.,
na teoria do niimeros e no célculo de variagdes).
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2 A Galeria de Arte

2.1

Grafos

Os grafos sao estruturas matematicas elementares e aparecem nos mais varia-
dos contextos. De forma abstracta, um grafo G é formado por um conjunto
de vértices V e um conjunto de arestas E(E) Cada aresta e € E “liga”
dois vértices v,w € V. Por exemplo, o grafo seguinte possui 5 vértices e 9
arestas:

Neste grafo, existe um lacete (uma aresta que liga um vértice a si préprio),
uma aresta dupla (duas arestas que ligam os mesmo vértices) e uma aresta
tripla (trés arestas que ligam os mesmos vértices). Neste curso, vamos apenas
considerar grafos com um numero finito de arestas e vértices, embora os
grafos em que esse nimero ¢ infinito também sejam interessantes.

Um grafo G’ = (V', E’) diz-se um subgrafo dum grafo G = (V, E) se
V'CV, E' CE, e cada aresta e € E' une os mesmos vértices em G’ que une
em (. Por exemplo, o seguinte grafo é um subgrafo do grafo acima:

Na maior parte dos casos, vamos estar interessados em grafos simples,
i.e., grafos que nao possuem nem lacetes, nem arestas multiplas. Os exemplos
seguintes ilustram algumas classes importantes de grafos simples.

10 E comum usar-se a letra E para designar o conjunto das arestas porque na lingua inglesa o

termo aresta traduz-se por “edge”.
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Exemplos 18.

1. O grafo completo K,, € o grafo simples com n vértices que possui exacta-
mente uma aresta ligando cada par de vértices:

e A

E facil de ver que o grafo K,, possui (3) = ﬁl%' arestas.

2. Um grafo bipartido ¢ um grafo em que o conjunto dos vértices € a uniao
de dois conjuntos V.= V1 UV, e em que todas as arestas ligam vértices de
V1 a vértices de Vo. Por exemplo, para um conjunto Vi de n vértices e um
congunto Vo de m wvértices, temos o grafo bipartido completo K, ,,, que

exemplificamos na figura sequinte:
K4 é §
Koy §§

3. Ezxemplos muito simples de grafos sao fornecidos pelos caminhos P,, com n

vértices:
P. P P P

Um grafo G diz-se conexo se todos o par de vértices de G pode ser ligado por
um caminho.

~
=

O grafo Ky, m, possui n +m vértices e mn arestas.
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4. Outros exemplos muito simples de grafos sdo os ciclos C,, com n vértices:

LoLTLI

5. Um grafo diz-se uma floresta se nao contém ciclos (i.e., se nao possui
subgrafos que sejam ciclos). A uma floresta conexa chama-se uma drvore.
Por exemplo, o grafo sequinte ¢ uma drvore:

Exercicio 9. Mostre que numa arvore o nimero de vértices ¢ igual ao ntimero
de arestas mais um.

Dois grafos G = (V, F) e G’ = (V', E') dizem-se isomorfos se existirem
bijeccoes V < V' e E « E’ que preservam as relacoes de incidéncias entre
arestas e os vértices que ligam. Nao distinguimos dois grafos que sejam
isomorfos (e, por isso, faz sentido falar no grafo Kj, etc.).

Um grafo plano ou planar é um grafo que pode ser desenhado no plano
sem que duas arestas se cruzem. O primeiro grafo que desenhamos no inicio
é um grafo plano. Os grafos C,, e P, sao grafos planos, bem como os grafos
completos K5, K3 e K. Veremos mais adiante que K5 nao é um grafo plano
(e, portanto, K, para n > 5 nao sao grafos planos).

Exercicio 10. Mostre que um grafo G é plano se, e s6 se, o grafo pode ser
desenhado numa esfera sem que duas arestas se cruzem.

Um grafo plano G = (V, E) decompde o plano (ou a esfera) num ntimero
finito de regides conexas (incluindo a regiao ilimitada, exterior ao grafo) a
que se chamam as faces do grafo. Por exemplo, o nosso grafo inicial:
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possui 6 faces.

O grafo dual do grafo plano G é o grafo plano G* que se obtém da
seguinte forma: no interior de cada face de G escolhemos exactamente um
ponto, obtendo desta forma os vértices V* de G*. Unimos dois vértices
v,w € V* de G* por uma aresta, sempre que existe uma aresta de G a
separar as duas faces de G a que pertencem os vértices v e w.

Exemplo 19.
O grafo:

possui como grafo dual o grafo:

Note-se que o grafo dual de um grafo simples pode ndo ser um grafo simples!

2.2 A Férmula de Euler

Euler descobriu uma férmula que exibe uma relacdo muito bela entre o
numero de vértices, de arestas e de faces de um grafo planar:

TEOREMA 20 (FORMULA DE EULER). Se G é um grafo plano conexo com
v vértices, e arestas e f faces, entdo:

(1) v—e+ f=2.

Demonstragao. Seja G = (V, E) um grafo plano, Escolhemos um subgrafo
A C G que é minimal entre todos os subgrafos de G que ligam todos os
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vértices de G (minimal significa que nao existe nenhum subgrafo de A que
liga todos os vértices de G).
Vejamos que A é uma arvore:

e A é conexo, pois liga todos os vértices de G.
e A nao contém ciclos; de facto, se A contivesse um ciclo poderiamos

eliminar uma das arestas deste ciclo, obtendo um subgrafo que ainda
liga todos os vértices de G, i.e., A nao seria minimal.

Por exemplo, no grafo seguinte marcdmos a negro uma tal drvore A (note
que esta drvore pode nao ser tnica):

Recorrendo ao Exercicio @, concluimos que:
(2) UV =€y + 1.

Vejamos agora o grafo dual G* de G. No grafo G* vamos considerar o
subgrafo A" C G* que consiste nas arestas de G* que correspondem as arestas
em G — A (recorde a construcao do grafo dual). Por exemplo, para o grafo
acima, o grafo dual G* (a tracejado) e o subgrafo A’ (a tracejado forte) sdo:

ammmmEEE, T,
" e

. g

-
e

-~
R -

Observe que o subgrafo A’ C G* também é uma arvore que liga todos os
vértices de G*. De facto, se A’ contivesse um ciclo entao esse ciclo dividiria os
vértices de G em vértices interiores e exteriores a esse ciclo, o que significaria
que A nao era conexo.

Mais uma vez recorrendo ao Exercicio [, e observando que os vértices de
G* (logo de A’) sao as faces de G, concluimos que:

(3) f =ea + 1.
Adicionando as equagoes () e ([B) concluimos que:
v+ f=est+es+2 <= v—e+f=2

pois temos e = ey + eqr. O
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A férmula de Euler produz um numero a partir de uma situacao to-
polégica ou geométrica: sempre que um grafo estd (ou pode ser desenhado)
num plano, a soma alternada do nimero de vértices, arestas e faces é igual
a 2. Esta féormula impoe restricoes muito fortes num grafo e, por isso, tem
muitas consequéncias interessantes. Por exemplo, a féormula de Euler é um
dos ingredientes basicos para demonstrar os seguintes resultados famosos:

e Classificagao dos poliedros regulares. Existem exactamente cinco
poliedros regulares convexos (os sélidos platénicos).

e Teorema das quatro cores. Todo o mapa plano pode ser colorido
com exactamente quatro cores, sem que dois paises fronteiros fiquem
com a mesma cor.

Nao iremos aqui discutir as demonstragoes destes resultados, pois estao para
além do ambito deste curso, mas veremos nas proximas seccoes COmo a
formula de Euler pode ser utilizada noutros contextos.

Mais Grafos. ..

Para verificar que, por exemplo, o grafo completo com 5 vértices K5 nao
é plano, recorrendo a férmula de Euler, necessitamos de mais duas nocoes
elementares associadas a um grafo.

Primeiro, dado um grafo G qualquer, o grau de um vértice é o niimero
de arestas que terminam nesse vértice (onde os lacetes contam duas vezes).
No grafo seguinte em cada vértice esta assinalado o seu grau:

3

Se v; é o ntiimero de vértices com grau ¢ do grafo G, entao o nimero total
de vértices de G é dado por:

(4) U:U1+U2+U3+"'

Por outro lado, o grau também esta relacionado com o ntimero de arestas,
como se pede para mostrar no seguinte exercicio.
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Exercicio 11. Mostre que:

(5) 2e = v, + 2vy + 3vg + - - -

2e

T

e conclua que o grau médio dos vértices é

A nocao de vértice, e as equagoes () e (@), é valida para qualquer grafo
(plano ou néo). Para grafos planos, podemos definir ainda uma outra nogao
bésica: o nimero de lados duma face é o nimero de arestas que limitam
essa face (em que as arestas que limitam a mesma face contam duas vezes).
No grafo seguinte, em cada face estd assinalado o seu nimero de lados:

o /O
NN
S

Se f; € o numero de faces com 7 lados no grafo plano GG, entao o nimero total
de faces do grafo G é dado por:

(6) f=h+fo+fs+-

Por outro lado, o nimero de lados das faces também esta relacionado com o
numero de arestas, como se pede para mostrar no seguinte exercicio.

Exercicio 12. Mostre que:

(7) 26=f1+2f2+3f3+"'

e conclua que o nimero médio de lados das faces é %
PROPOSICAO 21. O grafo K5 nao € planar.

Demonstragio. K ¢ um grafo com v = 5 vértices e e = (3) = 10 arestas.

Se K5 fosse plano, o numero de faces seria dado pela férmula de Euler:
f=e—v+2=T.

Assim, pelo Exercicio [[2 o nimero médio de lados das faces seria 2¢/f =
20/7 < 3. Ou seja, existiria uma face com dois lados, o que nao pode
acontecer, pois K5 é um grafo simples. O
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A mesma técnica de aplicagao da formula de Euler pode ser usada para
verificar que outros tipos de grafos nao sao planares. Por exemplo, nao devera
ser dificil ao leitor resolver o seguinte exercicio:

Exercicio 13. Mostre que o grafo bipartido completo K33 nao é planar.

Outras consequéncias importantes da férmula de Euler sao dadas na se-
guinte proposicao.

PROPOSICAO 22. Seja G um grafo plano simples. Entao:
(i) Eziste um vértice de G com grau menor ou igual a 5.

(1) O nimero de arestas de G é menor ou igual a 3v — 6.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que G é co-
nexo.

(i) Como o grafo G é simples, cada face tem pelo menos trés lados, de
forma que as equagoes (@) e ([d) fornecem:

f=f+fatfs+-
2e =3f3+4fs+5f5+ -

donde vemos que 2e — 3f > 0. Se, por absurdo, todos o vértices tém grau
maior ou igual a 6, entao as equacoes H) e ({H) fornecem:

U:U6+U7+U8+"'
26:6UG+7U7+8U8+"'

donde vemos que 2e¢ — 6v > 0.
As desigualdades 2e — 3f > 0 e 2e — 6v > 0 juntas implicam que:

6(e —v— f) =(2e — 6v) +2(2e — 3f) > 0.

o que contradiz a férmula de Euler.
(ii) Tal como na demonstragao de (i), vemos que 2e¢ — 3f > 0. Pela
formula de Euler, temos:

3v—6=3e—3f=e+ (2 —3f) >e.

O

O seguinte exercicio, um pouco mais ambicioso, também pode ser resol-
vido recorrendo a férmula de Euler:



2.4

11

Rui Loja Fernandes — Uma Breve Excursao a Rua das Matematicas 23

Exercicio 14. Seja G um grafo plano simples cujas arestas sao coloridas
com duas cores. Mostre que existe um vértice de G em que hd no maximo
duas trocas de cores, quando percorremos ciclicamente as arestas que incidem
nesse vértice.

Problemas mais complicados de colorir grafos (por exemplo, com mais co-
res) sao por vezes de dificil resolugao, e tém sido tema de investigacao desde
que o conceito de grafo foi inventado. Por exemplo, o problema de colorir
um mapa, sem que dois paises fronteiros possuam a mesma cor, pode facil-
mente ser transformado num problema de colorir um grafo (como?). Durante
muito tempo sabia-se que era possivel colorir um mapa com cinco cores, e
conjecturava-se que seria possivel utilizar apenas quatro cores. O Teorema
das Quatro Cores foi finalmente demonstrado em 1976 por Appel e Haken, e
esteve no centro de uma grande polémica pois foi a primeira demonstracao
de um teorema de Matemaética que recorreu a um computador!

Exercicio 15. Recorrendo a Proposicao (i), demonstre o Teorema das
Seis Cores.

(SUGESTAO: Utilizando inducao no nimero de vértices, assuma que um grafo
plano simples com n — 1 vértices pode ser colorido com seis cores. Para um
grafo com n vértices, existe um vértice com grau menor ou igual a cinco.
Remova este vértice e aplique a hip6tese de indugao.)

Rectas no Plano

O seguinte resultado foi descoberto por Sylvester L em 1893, mas uma de-
monstragao correcta sé terd sido descoberta mais de 40 anos depois!

TEOREMA 23 (SYLVESTER). Dados n pontos no plano, nao colineares,
existe uma recta que passa por exactamente dois desses pontos.

James Joseph Sylvester (1814-1897) foi um matematico inglés, que juntamente com Cayley
e Salmon desenvolveram a algebra com aplicagBes sobretudo a geometria. Cayley e Sylvester
exerceram ambos advocacia em Londres antes de se dedicarem em exclusivo a Matemitica.
Enquanto que Cayley se fixaria em Cambridge, Sylvester viria a emigrar para os USA onde foi
professor na Universidade de Johns Hopkins, em Baltimore. E considerado os dos fundadores
da escola de Matemdtica dos EUA.
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Demonstragao. Seja P = {Pi,...,P,} um conjunto de pontos, nao coli-
neares. Entre todos os pares (P, R), onde R é uma recta que passa por dois
pontos de P e P é um ponto de P que nao pertence a R, escolhemos um par
(Py, Ro) tal que a distancia de Py a Ry é a mais pequena. Vamos ver que a
recta Ry ¢ a recta procurada.

Assuma-se, por absurdo, que a recta Rq possui trés pontos de P, que
designamos por P, P, e P3. Seja (Q o ponto de Ry mais proximo de F,
(ver figura). Observe que (pelo menos) dois pontos de { P, P, P53} estao no
mesmo lado de (). Podemos assumir que esses pontos sao P; e P, onde P,
estd mais préximo de @ (pode coincidir até com Q).

Se R1 é a recta que passa por Py e P, entao a distancia de P; a Ry é
mais pequena que a distancia de Py a Ry, uma contradicao. O

Esta demonstracao é extremamente elegante. No entanto, utiliza as pro-
priedades métricas do plano (“distancia”), e podemo-nos perguntar se tal é
de facto necessario. A seguinte configuracao, devida a Fano, mostra que em
certas geometrias o Teorema de Sylvester nao é vélido:
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P P

®
P, Py P,

Nesta geometria estranha, temos um conjunto de 7 pontos e cada par
de pontos determina uma “recta” que passa nesses pontos. Mas todas es-
tas rectas contém exactamente trés pontos dessa configuracao (incluindo a
“recta” {Py, Ps, Ps}). Nao iremos estudar nenhuma destas geometrias nao-
-euclidianas, mas elas desempenham um papel fundamental na Matematica
contemporanea, e tém aplicacoes muito importantes, por exemplo, na Fisica.

Existe uma outra demonstracao do Teorema de Sylvester que recorre a
formula de Euler, e que torna mais explicita a ligagao entre a geometria e as
relagoes de incidéncia das rectas determinadas pela configuracao de pontos.
Para isso, identificamos o plano com a esfera utilizando projeccao estereo-
grafica pelo centro da esfera:

A cada ponto no plano corresponde um par de pontos antipodais na esfera,
de forma que o Teorema de Sylvester pode ser reescrito na seguinte formas:

e Dados n > 3 pares de pontos antipodais na esfera, que nao pertencem
todos ao mesmo circulo maximo, existe sempre um circulo maximo que
contém exactamente dois pares de pontos antipodais.
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Agora observamos que a cada par de pontos antipodais corresponde o
circulo maximo que é formado pelo pontos equidistantes ao par (e.g., no
caso do par de pontos ser formado pelos pdlos Norte e Sul, o circulo méximo
correspondente é o equador). Reciprocamente, dado um circulo méximo
existe um tnico par de pontos antipodais aos quais os pontos do circulo sao
equidistantes. Desta forma, podemos dualizar o problema transformando
pares de pontos antipodais em circulos maximos, e circulos maximos em pares
de pontos antipodais. Assim, temos uma nova reformulacao do Teorema de
Sylvester:

e Dados n > 3 circulos maximos na esfera, que nao passam todos pelo
mesmo ponto, existe sempre um ponto que pertence exactamente a dois
circulos maximos.

Para demonstrar esta versao do Teorema, recorrendo a férmula de Euler,
notamos que os circulos maximos determinam um grafo na esfera, em que
todos os vértices tém grau par, e superior ou igual a 4. Pelo item (i) da
Proposicao 22, concluimos que existe um vértice com grau exactamente igual
a 4. Este vértice é o ponto procurado!

Esta demonstracao, que recorre a formula de Euler, ¢ um pouco mais com-
plexa do que a a primeira demonstracao. No entanto, ela permite um olhar
mais profundo ao problema. Por exemplo, utilizando as mesmas técnicas
podemos obter a seguinte versao “colorida” do Teorema de Sylvester:

TEOREMA 24. Dada uma configuracdo qualquer de pontos pretos e brancos
no plano, ndo colineares, existe sempre uma recta “monocromdtica”, i.e.,
uma recta que contém apenas pontos pretos ou pontos brancos.

Py
P; 25/

Py

Py

Exercicio 16. Repita a demonstragao do Teorema de Sylvester, utilizando o
Exercicio [[4 em vez da Proposicao B2, obtendo desta forma a demonstracao
da sua versao “colorida’”.

Como vimos, os grafos desempenham um papel muito importante nos
problemas mais diversos. No entanto, a implementacao “pratica” de algorit-
mos relacionados com grafos por vezes apresenta problemas delicados. Um
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exemplo de um problema importante, com consequéncias “praticas”, é o de
encontrar um método eficiente para determinar o caminho mais curto entre
dois vértices dum grafo. Este problema ocorre, por exemplo, quando preten-
demos encontrar num mapa de estradas o trajecto mais curto que liga duas
cidades. Varios modelos de automdéveis, vém equipados com sistemas GPS
que aconselham o condutor sobre o trajecto aconselhado para ir do ponto
A ao ponto B, e que recorrem a métodos (nao-eficientes) para determinar o
caminho mais curto (existem alguns sites na rede que disponibilizam progra-
mas semelhantes). E claro que é preciso definir o que se entende por “método
eficiente” , mas isso levaria-nos para outras dguas. ..

Terminamos esta parte com um problema muito importante e que per-
manece em aberto:

e Serd que existe um teste eficiente que permite decidir se dois grafos sao
ou nao isomorfos?

3 O Hotel de Hilbert

3.1

12

Conjuntos

A nogao de conjunto é a mais importante de todas as nocoes matematicas e
constitui, por assim dizer, a primeira pedra na Rua das Matematicas. Todos
nés estamos certamente familiarizados com a ideia informal de conjunto e de
elemento de um conjunto, bem como com algumas das construgoes elementa-
res que estes suportam (unioes, intersecgoes, complementos, etc.). Por outro
lado, afirmacgoes tais como:

(i) dois conjuntos sdo iguais se e sé se possuem os mesmos elementos;
(ii) dados dois conjuntos, existe um conjunto que os contém;

(iii) dado um conjunto, existe um conjunto formado por todos os seus sub-
conjuntos;

sao normalmente aceites como Obvias. No entanto, para as justificar ple-
namente seria necessario proceder a uma investigacao mais profunda sobre
os fundamentos da Teoria dos Conjuntos. Esta investigagao esta para além
do ambito deste curso, mas nao é demais salientar que este é um aspecto
muito importante, que a nao ser resolvido nos leva rapidamente a grandes
contradicoes como é ilustrado pelo seguinte famoso paradoxo de Russelld:

Bertrand Russell (1872-1970) foi juntamente com Alfred N. Whitehead (1861-1947) autor
do famoso tratado Principia Mathematica (3 vols., 1910-13), onde se tentavam formalizar
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e Serd que existe o conjunto de todos os conjuntos?

O paradoxo vem de que se assumirmos que C' é o conjunto de todos os
conjuntos entao qualquer conjunto é um elemento de C'. Em particular, C
deveria ser um elemento de C, e isso contradiz a nossa ideia intuitiva do
que é um conjunto: C' tem a estranha propriedade de ser elemento dele
proprio, o que nao é usual nos conjuntos que conhecemos! Se nos desagrada
esta propriedade de C', podemos considerar em seu lugar o conjunto N dos
conjuntos ‘normais”, i.e., dos que nao sao elementos deles proprios. Em
simbolos,

N={AeC:AgA.

A pergunta a por agora ¢ simples: N é ou ndo um conjunto “normal“? Infe-
lizmente, se supusermos que N é “normal” (i.e., N & N) entao N pertence
ao conjunto dos conjuntos normais (i.e., N € N!). Se supusermos que N nao
¢ “normal” (i.e., N € N) entdo N ¢ um elemento do conjunto dos conjuntos
normais e, portanto, N é ele préprio normal (i.e., N ¢ N!). Por outras
palavras, ndo conseguimos atribuir um valor 16gico (verdadeiro ou falso) a
afirmacao “N € N”.

A um nivel superficial, a licao a tirar deste exemplo é simplesmente que
¢é necessario algum cuidado com definigoes recursivas. Mais prosaicamente,
a mesma dificuldade surge quando se utilizam folhas de cédlculo automaético
(spreadsheets), e se cria um circuito fechado de referéncias entre células da
folha, ou quando se enuncia um “teorema’ como o que se segue:

TEOREMA 25. FEsta afirmagao é falsa. . .

A um nivel mais profundo, no entanto, as dificuldades logicas com de-
finigoes recursivas, ou mais geralmente com proposicoes que se referem a elas
proprias, parecem inevitaveis e estao relacionadas com alguns dos proble-
mas mais dificeis contemplados por matematicos e filésofos. E possivel dar
uma definigdo (rigorosal) de “definigdo rigorosa“? Podemos compreender
o funcionamento da nossa prépria inteligéncia? Como podemos conciliar o
aspecto mecanico das deducoes légicas, espelhado no funcionamento dum
programa de computador, com a infinita adaptabilidade que chamamos com-
portamento “inteligente“? Afinal de contas, e regressando a vida “pratica’”,
este é o problema central do desenvolvimento da Inteligéncia Artificial.

de forma axiomatica as nocdes fundamentais da aritmética. Este trabalho monumental foi o
auge de um programa de formalizar a Matematica, a que se poderd chamar “logistica”, e que
consistia em construir toda a Matemdtica através da dedug3o légica a partir de um pequeno
ndmero de conceitos e principios. Embora essa abordagem tenha falhado, devido aos trabalhos
posteriores de Godel, ela deu uma contribuicdo notavel para a Légica Matematica.
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Funcoes

Depois da nocao de conjunto, a nocao de fungao é a noc¢ao mais importante
que se segue na Rua das Matematicas. Na realidade, a nocao de funcao, tal
como muitos outros conceitos matematicos, pode ser reduzida a operacoes
sobre conjuntos.

Para formalizar a nocao de funcao f : X — Y, de um conjunto X para um
conjunto Y, procedemos da seguinte forma. Primeiro, formamos o produto
cartesiano X x Y do conjuntos X e Y que, por definicao, é o conjunto
formado pelos pares ordenados (x,y), onde z € X ey € Y.

DEFINICAO 26. Uma fungao ¢ um subconjunto f C X xY com as seguin-
tes propriedades:

(i) para qualquer xz € X existe y € Y tal que (z,y) € f, e
(ii) se (z,y) € fe (z,vy) € f, entdo y =1/

Devido as propriedades (i) e (ii), escrevemos y = f(x) em lugar de (z,y) €
f. Dizemos entao que X é o dominio e Y o contradominio da funcao
f. Outras designagoes frequentes para um funcao sao as de aplicagao ou
transformacao.

Exemplos 27.

1. Se X é um conjunto, Ix : X — X, dada por Ix(x) = z, é a func¢do
identidade em X.

2. SeY C X sao conjuntos, iy : Y — X, dada por iy(y) = vy, € a funcao
inclusao deY em X.

3. Se X eY sao conjuntos, px : X XY — X epy : X xY — Y, dadas por
px(z,y) = x e py(x,y) =y, sio as projecgoes em X eY .

Em geral, dada uma funcao f: X — Y e X’ C X, definimos

fX)={f(z): 2 e X},

i.e., f(X') é o subconjunto de Y formado por todos os elementos obtidos a
partir de elementos de X’ aplicando a fungao f. Dizemos entao que f(X') é a
imagem directa de X’ por f. Em particular, a imagem de f é o conjunto
f(X), que se designa também por Im f.

De forma andloga, se Y’ C Y, definimos

YY) ={zeX: f(a) Y},
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i.e., f7HY") é o subconjunto de X formado por todos os elementos cuja
imagem por f pertence a Y’. Dizemos entao que f~'(Y’) é a imagem
inversa de Y’ por f.

Exemplo 28.

Se f: R — R ¢ a funcio f(x) = cosx, temos entdo que a sua imagem €
f(R) = [-1,+1]. A imagem inversa do conjunto {0} é f~*({0}) = {5 +nm:
n € Z}.

Apesar da analogia, as imagens inversas e as imagens directa tém pro-
priedades distintas, como se mostra no seguinte exercicio.

Exercicio 17. Se f : X — Y é uma funcao e A, B C Y sao subconjuntos de
Y, verifique as identidades

FFHAUB) = fHA)USH(B) e fHANB)=f(A)Nf (D).

Sera que estas identidades ainda sao validas se se supusermos que A, B C X
sao subconjuntos de X e substituirmos f~! por f?

Como bem sabemos, certos tipos de fun¢oes merecem qualificativos espe-
ciais:
DEFINIGAO 29. Seja f: X — Y uma funcao. Entao:
(i) f diz-se sobrejectiva se para qualquer y € Y existe z € X tal que
y=f(z);
(ii) f diz-se injectiva se f(x) = f(2') & z =2/,
(iii) f diz-se bijectiva (ou uma bijecgao) se f é injectiva e sobrejectiva.
Exemplos 30.
1. A identidade Ix : X — X € bijectiva.
2. A inclusdo iy : Y — X € injectiva.
3. As projecgoes px : X XY — X epy : X XY — Y sdo sobrejectivas.

4. A funcdo cos : R — R nem € injectiva nem € sobrejectiva.

Dadas funcoes f : X — Y eg:Y — Z, acomposigao de f e g é a funcao
gof: X — Z lida “gapds 7, dada por (gof)(z) = g(f(x)). Deixamos como
exercicio a verificacao das seguintes propriedades elementares da composicao
de funcoes.
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Exercicio 18. Sejam X, Y, Z, e W conjuntos. Entao:

(i) Associatividade: Se f: X — Y, g:Y — Z e h:Z — W sao fungoes,
entdo (hog)o f=ho(go f);
(ii) Inversa a esquerda: f: X — Y é injectiva se e s6 se existe g : Y — X
tal que go f = Ix;
(i) Inversa a direita: f: X — Y é sobrejectiva se e sé se existe g : Y — X

tal que fog=Iy;

(iv) Inversa: f : X — Y é bijectiva se e s6 se existe g : Y — X tal que
fog=1Iyegof=Ix. Neste caso, g diz-se a inversa de f e designa-se
por fL.

Se dados dois conjuntos X e Y existe uma bijeccao f : X — Y entao
dizemos que os conjuntos sao equipotentes ou isomorfos. Veremos ja na
préxima secgao como esta nogao pode ser utilizada para comparar o “tama-
nho” de dois conjuntos.

Conjuntos Finitos

A nossa intuicao diz-nos que um conjunto X é finito se os seus elementos
podem ser “contados”. O protétipo dum conjunto finito com n > 0 elementos
¢ dado pelo conjunto dos primeiros n naturais:

I, ={1,2,3,...,n} ={k e N: k <n}.

Note que, se n = 0, obtemos o conjunto vazio: Iy = ). A “contagem”
aqui referida consiste claramente no estabelecimento de uma correspondéncia
(fungao) bijectiva entre X e I,,. Mais formalmente, temos:

DEFINICAO 31. O conjunto X diz-se finito se é equipotente a I,, para
algum n > 0. Se X nao é equipotente a nenhum 7,,, entao X diz-se infinito.

Exemplos 32.
1. O conjunto I, ¢ evidentemente equipotente a si proprio, logo € finito.

2. O conjunto dos naturais N e o conjunto dos inteiros Z, sao conjuntos infi-
nitos. Um subconjunto X C Z € finito se e sd se € limitado (exercicio!).

Exercicio 19. Se ¢ : I,, — I, é injectiva, entao ¢ é sobrejectiva.

Utilizando este exercicio, é facil de mostrar que:
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PROPOSICAO 33. Se X € finito e ¢ : X — X € injectiva, entao ¢ € sobre-
jectiva.

Demonstracao. Seja ¥ : I,, — X uma bijeccao, e note-se que ¢* = ¥logo
v : [, — I, é injectiva, por ser uma composi¢cao de funcgoes injectivas. De
acordo com o Exercicio [[9, ¢* é necessariamente sobrejectiva.

Segue-se que ¢ = Wog*o Wt é uma composicao de funcoes sobrejectivas,
e consequentemente é sobrejectiva. ]

Como consequéncia imediata, temos os seguintes coroldrios:

COROLARIO 34. Se ¢ : X — X € injectiva e ndo-sobrejectiva, entio X €
infinito.

COROLARIO 35. Se X € finito, X DY e ¢ : X — Y € injectiva, entao
X=Y.

Por outras palavras, nenhum conjunto finito pode ser equipotente a um
seu subconjunto estrito.

Exemplo 36.

A funcdao f : N — N dada por f(n) =n-+1 € injectiva e nao-sobrejectiva. De
acordo com o resultado anterior, concluimos que N € infinito.

Parece 6bvio que X é equipotente a I,, se e s6 se X tem n elementos, e
que neste caso X nao pode ser equipotente a I,,,, para m # n. Na realidade,
esta afirmacao é uma consequéncia logica directa da Proposicao B3l

COROLARIO 37. Se¢: 1, — X e : I,, — X sdo bijectivas, entdo n = m.

Demonstracao. Supomos sem perda de generalidade que m < n, ou seja,
I, C I,, e notamos que ¥ = 9"t o ¢ : I, — I, é uma funcio injectiva de
I, num seu subconjunto I,,,. Segue-se, do Corolario B3, que I, = I, i.e.,
n=m. ]

Assim, se X é finito, existe um unico inteiro nao-negativo n tal que X é
equipotente a I,,. Dizemos neste caso que X tem n elementos, e designamos o
nimero de elementos do conjunto finito X pelo simbolo # X, dito o cardinal
de X. Deve-se observar que se Y é subconjunto do conjunto X, entao:

(i) Se X ¢ finito, entdo Y ¢é igualmente finito e #Y < #X.
(ii) Se X é finito e #Y = #X, entdo X =Y.

(iii) Se Y ¢ infinito, entdo X ¢é igualmente infinito.
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Sugerimos ao leitor que tente demonstrar estas afirmagcoes, que mostram
como a nocao de cardinalidade corresponde a nossa noc¢ao intuitiva de nimero
de elementos de um conjunto. Temos ainda as seguintes propriedades, que
também podem ser consideradas “intuitivas”:

Exercicio 20. Sejam X e Y conjuntos finitos. Mostre que:
(a) XUY éfinitoe #( X UY) =#X +#Y —#(XNY).

(b) X x Y éfinito e #(X X Y) = (#X)(#Y).

Conjuntos Contaveis

A teoria da cardinalidade torna-se particularmente interessante (e nao intui-
tiva) quando consideramos conjuntos infinitos. Vamos dizer que um conjunto
infinito X é contavel se existir uma bijeccao de X com o conjunto dos na-
turais N = {1,2,3,...}. Assim, X é contdvel se o pudermos enumerar:

X = {%1,332,333,...},

onde utilizdmos a bijeccao ¢ : N — X para definir x; = ¢(i). Mas agora
acontece um fenémeno estranho: se ao conjunto contavel X adicionarmos
um novo elemento y o conjunto X U {y} ainda é contdvell De facto, uma
enumeragao deste novo conjunto é dada por:

X Uiy} ={y,x1,29,23,... }.

Exemplo 38. O facto de que os conjuntos N e NU{z} sdo equipotentes pode
ser ilustrado pelo famoso “Hotel de Hilbert"[H. Suponha-se que um hotel
possui um numero contavel de quartos, numerados 1,2,3,.... Um turista
chega ao hotel e pede um quarto, mas ¢é informado pelo empregado que o
hotel estd cheio e ndao ha quartos disponiveis. O turista (que é matematico!)
diz: “Nao ha problema. Basta pedir a todos os héspedes para avangarem um
quarto: o ocupante do quarto 1 passa para o quarto 2, o ocupante do quarto
2 passa para o quarto 3, e assim sucessivamente. Eu ocuparei o quarto 1,
que desta forma ficou livre!”.

David Hilbert (1862-1943), foi um dos maiores matematicos de todos os tempos. Professor em
Gottingen, tinha uma grande influéncia. A comunica¢do de Hilbert ao Congresso Internacional
de Matemiticos em Paris (1900) inclufa uma lista de 23 problemas que ele achava que deveriam
ser considerados pelos matematicos do século XX. Muitos desses problemas marcaram de facto
a Matematica dos dltimos 100 anos, e alguns deles permanecem ainda em aberto.
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Outro exemplo de um conjunto contavel é dado pelo conjunto dos ntimeros
inteiros Z = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}, que pode ser enumerado, por
exemplo, na forma:

Z=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,... }.

Um facto, talvez um pouco mais surpreendente, é que o conjunto dos ra-
cionais Q é contavel. Para isso, basta ver que o racionais positivos Q. sao
contaveis (porqué?), e para estes uma enumeragao pode ser obtida escrevendo
os racionais positivos num diagrama

ST
S
v

e eliminando as repeticoes:

1

5

s <— =W

11 3211
=41,2,-,=-.3,4,—-,—,—,—,... }.
@-i- {7 a2a3a ) a2a3a4a57 }

O mesmo tipo de raciocinio permite resolver o seguinte exercicio.

Exercicio 21. Mostre que a uniao de um nimero contavel de conjuntos
contaveis C,Cs, ... é um conjunto contavel.

Em contrapartida temos o seguinte resultado famoso:

TEOREMA 39. O conjunto dos nimeros reais R nao é contdvel.

Demonstragao. E facil de ver que um subconjunto de um conjunto contavel
é contavel. Assim, para verificar que R nao é contavel basta verificar que o
intervalo (0, 1] nao é contavel.

Suponhamos, por absurdo, que o intervalo (0, 1] era contavel:

(O, 1] = {331, T2, T3y ... }
Podemos escrever cada um destes elementos na sua expansao decimal infinita:

Ty = 07 Ap1Gp20p3 -
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onde a,; € {0,1,2,...,9}. Por exemplo,
0,53 =0,52999...

Observe que cada elemento de (0, 1] tem uma expansao tnica desta forma.
Assim, podemos escrever:

1 = 0,a11a12a13014 - - -

T = 0, ag1a2a23a24 - - -

Ty = 0, Ap10p20p3Qng * * -

Para cada n, escolhemos r, € {1,2,...,8} diferente de a,,. Observe que o
nimero:
r=0,rrors. ..,

pertence ao intervalo (0,1] e ndo coincide com nenhum dos z;, uma con-
tradigao! O

Conjuntos Infinitos

Em geral, dados conjuntos X e Y, dizemos que X e Y tém a mesma cardina-
lidade se sao equipotentes (i.e., se existe uma bijeccao entre X e Y'). Nesse
caso, escrevemos #X = #Y.

Por exemplo, ja sabemos que

#N = #7 = #Q # #R.

Comecamos agora por verificar que, em certo sentido, N é o mais pequeno
conjunto infinito.

TEOREMA 40. X ¢ infinito se e so se X contém um subconjunto Y equi-
potente a N.

Demonstracao. Se existe um subconjunto Y de X e uma bijeccao ¢ : N —
Y, segue-se que Y ¢ infinito, e portanto X é infinito.

Suponha-se agora que X é infinito, e mostremos que existe uma funcao
injectiva ¢ : N — X (o conjunto Y serd entao Y = ¢(N)). A fungao ¢ é
definida recursivamente:

e Como X # (), existe 71 € X, e definimos ¢(1) = ;.
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e Suponha-se agora que ¢ estd definida e é injectiva em {1,2,...,n}.
Consideramos o conjunto Z, = X — {¢(1),...,¢(n)}, e observamos
que Z, # 0 (ja que caso contrario X teria n elementos). Sendo z um
qualquer elemento de Z,,, definimos ¢(n + 1) = z.

Assim, concluimos que existe uma funcao ¢ : N — X que, por definicao, é
injectiva. U

E usual designar o cardinal de N por ¥, (pronuncia-se “alefa zero”). E
pois natural perguntar qual é o préximo cardinal a seguir a Ny. Para isso,
precisamos de comparar cardinais, e as fungoes sao outra vez a chave:

DEFINIGAO 41. Dizemos que o cardinal m é menor ou igual ao cardinal n,
e escrevemos m < n, se existem conjuntos M e N com #M =me #N =n,
e uma aplicacao injectiva ¢ : M — N.

Note que a relacao m < n nao depende dos conjuntos M e N escolhi-
dos. Para conjuntos finitos, esta nocao corresponde a nossa noc¢ao intuitiva
de “tamanho” de um conjunto. Gostariamos ainda que as leis usuais para
as desigualdades fossem verdadeiras para esta relacao entre cardinais. Por
exemplo, serd verdade que se m < nen < m entdo m = n? A resposta
afirmativa é dada pelo seguinte resultado famoso:

TEOREMA 42 (SCHROEDER-BERNSTEIN). Se #X < #Y e #Y < #X,
entao #X = #Y .

Nao daremos aqui uma demonstracao deste resultado. Notamos, no en-
tanto, que o Teorema de Schroeder-Bernstein permite-nos frequentemente
provar que dois conjuntos sao equipotentes, sem exibirmos explicitamente
uma bijeccao entre esses conjuntos. O exemplo seguinte ilustra isso mesmo.

Exemplo 43.

Considerem-se os conjuntos X = NxN eY =N. A funcio ¢ : N —- N x N
dada por ¢(n) = (n,1) € injectiva e, de acordo com o Teorema Fundamental
da Aritmética, a funcao v : N x N — N dada por 1¥(n,m) = 2"3™ € também
injectiva. Segue-se do Teorema de Schroeder-Bernstein que N e N x N sdo
equipotentes.

Vimos acima que #N < #(0,1]. Como é que se comparam os cardinais
de (0,1] e de R? Na realidade, os intervalos (0, 1], [0,1), (0,1) e [0,1] tém
todos os mesmo cardinal. Por exemplo, a aplicacdo ¢ : (0,1] — (0,1) dada



Rui Loja Fernandes — Uma Breve Excursao a Rua das Matematicas 37

por:
3 _ g se <<l

2 ) 2 = 5

3 _ 1 1

o) = 1 x, se%<x§%,

g—l’, S€§<Z’§Z,

¢ uma bijeccao.

Exercicio 22. Mostre que os intervalo (a,b], [a,b), (a,b) e [a,b] (a —b > 0)
tém todos a mesma cardinalidade que (0, 1).

Na realidade, qualquer intervalo (de comprimento positivo) tem a mesma
cardinalidade que os reais R: por exemplo, a fungao tan : (—7/2,7/2) — R
é uma bijeccao. Assim, vemos que quaisquer intervalos finitos ou infinitos,
fechados ou abertos, de comprimento positivo, tém todos a mesma cardina-
lidade, que se designa por ¢ (do latim continuum). Ainda mais surpreenden-
temente, o plano R? também tem cardinalidade ¢!

TEOREMA 44. O plano R? tem cardinalidade c.

Demonstragao. Basta verificar que o quadrado (0,1] x (0,1] e o intervalo
(0, 1] tém a mesma cardinalidade (porqué?). Para isso, vamos construir uma
bijecgao ¢ : (0,1] x (0,1] — (0, 1].

Para definir ¢ num elemento (z,y) € (0, 1] x (0, 1] escrevemos a expansao
decimal infinita de cada uma das componentes:

r=0,T1T27374 . ..

Yy =0,11Y2Y3Ys - - .

A funcao ¢ é entao definida pela férmula:

P(z,y) = 0, 11y102Y273Y3 - - -
E agora facil verificar que ¢ ¢ uma bijeccio (qual é a inversa?). O
Exercicio 23. O espaco n-dimensional também tem cardinalidade c.

Por que é que este resultado nos parece tao surpreendente? A razao é que
enquanto a recta real R tem dimensdo 1, o plano R? tem dimensao 2 (e R”
tem dimensao n). O que acontece é que a nogao de dimensao nao é preservada
por bijecgoes, e dois conjuntos X e Y podem ter a mesma cardinalidade sem
possuirem a mesma dimensao. Se, no entanto, impusermos que a bijeccao
¢: X =Y easuainversa ¢! : Y — X sejam continuas entdao as dimensoes
de X e de Y sao forcosamente as mesmas. Por exemplo, nao existe nenhuma
bijeccao ¢ : R — R? continua e com inversa continua.
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Voltando a questao de compararmos dois cardinais m e n, vamos escrever
m<nsem<nem 7é n. Pode-se mostrar que exactamente uma das
seguintes alternativas é verdade:

m<noum=mnoum>n.
O Teorema de Schroeder-Bernstein mostra ainda que
m<nen<p = m<p.

Por outras palavras, os cardinais estao perfeitamente ordenados.
Ja sabemos que os primeiros cardinais sao:

0,1,2,...,n,...,%

Por outro lado, também sabemos que N, < c. Estes factos suscitao duas
questoes naturais:

e Existe algum cardinal maior do que ¢?
e Serd c o cardinal imediatamente a seguir a Ny?

A fim de esclarecer a primeira questao, consideramos a seguinte cons-
trugao: dado um conjunto X vamos designar por P(X) o conjunto das
partes de X, i.e., o conjunto formado por todos os subconjuntos de X. Por
exemplo, se X = {1,2,3} entao:

P(X) =A{0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}}.

Se X ¢ um conjunto finito, entao é ébvio que P(X) também ¢ um conjunto
finito e #X < #P(X). Na realidade esta afirmacao também é vélida para
conjuntos infinitos, mostrando assim que nao existe o “maior cardinal” (i.e.,
um cardinal maior do que os outros todos):

TEOREMA 45. Para qualquer conjunto X temos que #X < #P(X).

Demonstragao. A aplicacao ¢ : X — P(X) que a x € X associa {z} €
P(X) é uma injeccao, logo #X < #P(X). Para verificar #X # #P(X),
precisamos de mostrar que nao existe uma bijecgao ¢ : X — P(X).

Suponhamos, por absurdo, que existe uma aplicacdo ¢ : X — P(X)
sobrejectiva. Defina-se Y = {z € X : 2 & ¢(x)}, que é claramente um
elemento de P(X). Se ¢ é sobrejectiva, existe um elemento y € X tal que
Y =¢(y),etemosy € Y,ouy €Y.

Vejamos agora que ambos 0s casos sao impossiveis:
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(i) Se y € Y = ¢(y), segue-se, da definicao de Y, que y € Y, o que é
absurdo;
(ii) Se y € Y = ¢(y) segue-se, da definigao de Y, que y € Y, o que é

igualmente absurdo.

Concluimos que nao existe y € X tal que Y = ¢(y), logo, ¢ nao pode ser
sobrejectiva. O

O leitor deve observar que o argumento da demonstragao é simplesmente
o mesmo argumento utilizado aquando da discussao do paradoxo de Russel!

Vejamos, agora, a segunda questao que colocamos acima: sera c o cardinal
imediatamente a seguir a N7 A afirmacao de que N; = ¢ é conhecida como
a hipotese do continuum, e durante muitas décadas foi um dos grandes
problemas em aberto em Matemética (este era, de facto, o primeiro problema
na lista de Hilbert). A sua solucdo, dada por Kurt Géde e Paul Coher[
leva-nos aos limites do pensamento logico matematico: eles mostraram que a
hipétese do continuum (i.e., a afirmacao ¢ = Ny) é independente dos axiomas
usuais dos inteiros, da mesma forma que a afirmagao em geometria euclidiana
de que duas rectas paralelas nao se intersectam é independente dos outros
axiomas da geometria. Assim, tal como existem geometrias em que o axioma
das rectas paralelas nao se verifica, é possivel considerar modelos para os
inteiros Z (e, portanto, para R) onde a hip6tese do continuum se verifica e
modelos onde nao se verifical

Kurt Godel (1906-1978) nasceu na Austria e emigrou jovem para os EUA, onde se tornou
membro do Institute for Advanced Study em Princeton. A sua resolu¢do do 22 problema de
Hilbert foi feita com 24 anos apenas, e é um dos resultados mais surpreendentes e significa-
tivos da Matemdtica contemporanea. Godel mostrou que os dois atributos desejdveis duma
axiomdtica para os inteiros (completa e ndo-contraditéria) sdo eles préprios contraditérios:
qualquer sistema de axiomas para Z que seja ndo-contraditério (i.e., que nunca leva a con-
clusdo de que determinada afirmagéo é simultaneamente falsa e verdadeira) é incompleto (i.e.,
admite afirmagdes cujo valor I6gico ndo pode ser decidido com base nesses mesmos axiomas).
Paul Cohen (1934- ), mateméatico americano da Universidade de Princeton, demonstrou em
1963 que o axioma da escolha é independente dos outros axiomas da Teoria dos Conjuntos.
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Resumo
Este artigo baseia-se nas licoes do curso Knots, links, braids and their
invariants proferidas pelo Professor Alexei Sossinsky durante a Escola
Diagonal que decorreu no Instituto Superior Técnico de 5 a 9 de
Setembro de 2005. O seu objectivo principal é fornecer uma versao
escrita das aulas a todos os participantes da Escola.

1 Um Pouco de Histodria

Se pedirmos a uma pessoa sem qualquer formacao matematica que nos defina
o conceito de né, arriscamo-nos a ouvir respostas do género: “um né ¢é aquilo
que fazemos quando queremos atar os atacadores dos sapatos!” ou entao
“um né é o que os marinheiros fazem com as suas cordas!”. Qualquer uma
destas respostas ¢é perfeitamente legitima e revela o conhecimento pratico que
cada um de nés tem de um né. Na verdade, os primeiros tratados sobre nos
remontam a época do Renascimento e sao essencialmente compilacoes de nés
com aplicagoes a marinha. Para um tratamento moderno sobre nés do ponto
de vista prético, ver [2].

Do ponto de vista matematico, o primeiro texto cientifico sobre nds
foi apenas publicado em 1771 pela mao de Alexandre-Teophille Vander-
monde [17].

Em 1833, Carl Friedrich Gauss deu os primeiros passos no desenvolvi-
mento da teoria de nds com aplicacoes aos circuitos elétricos. Em particular,
Gauss escreveu o que se designa hoje por ntimero de ligacao de um elo com
duas componentes, como um integral de linha de um campo magnético ao
longo de uma das suas componentes [5, [7].
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Apesar da importancia dos trabalhos de Vandermonde e Gauss, o grande
desenvolvimento da teoria de nds deu-se apenas no final do século XIX através
das ideias do fisico William Thomson (Lord Kelvin). Nesta época ainda se
especulava acerca da estrutura da matéria e da possibilidade de reconciliar
a teoria corpuscular com a teoria ondulatoria. Foi neste contexto que Lord
Kelvin sugeriu que os constituintes elementares da matéria (d&tomos) pode-
riam ser descritos por curvas fechadas entrelacadas (nds), a que ele chamou
atomos vorticiais [I6]. Assim, a cada tipo de dtomo corresponderia um né
diferente, ou seja, a classificacao dos atomos traduzir-se-ia na classificacao
de nds! Note-se que, deste ponto de vista, a classificagdo das moléculas cor-
responderia a classificacao de conjuntos finitos de nés entrelagados (elos).

Este conjunto de ideias motivou Peter Guthrie Tait a construir as pri-
meiras tabelas de nds e a formular uma série de conjecturas sobre a sua
classificacao [I4]. Para uma abordagem moderna as famosas conjecturas de
Tait, ver [I5]. Apesar do sucesso alcancado por Tait na tabulacao de nés
com um numero de cruzamentos menor ou igual a 7, continuava a faltar
um procedimento sistematico que permitisse distinguir nés mais complica-
dos. Esse procedimento sé viria a ser alcangado no inicio do século XX com
o desenvolvimento da topologia e a introducao do conceito de invariante de
no.

Entretanto, a teoria dos atomos vorticiais de Lord Kelvin, apesar de su-
portada por alguns fisicos importantes da época (entre os quais James Clerk
Maxwell, o pai do electromagnetismo), viria a ser abandonada pela comuni-
dade cientifica. Parte desse abandono deveu-se ao sucesso na tabulacao dos
atomos através de um procedimento aritmético que culminou na construcao
da tabela periddica dos elementos pelo quimico Dmitri Mendeleev.

Apesar de tudo, estes primeiros passos na teoria de nos foram decisivos
para a compreensao dos principais problemas a resolver e para a sua refor-
mulagao no contexto da topologia do espago tridimensional.

2 Os Problemas Fundamentais

Uma das questoes naturais que podemos formular em teoria de nés é o pro-
blema da comparagaod:

Esta seccdo pretende enumerar alguns problemas fundamentais em teoria de nés de um ponto
de vista intuitivo. Nessa perspectiva, iremos considerar um né como uma corda entrelagada
sobre si mesma com as extremidades coladas. O né trivial serd simplesmente um né sem
entrelacamentos. Na seccdo seguinte daremos defini¢Ges rigorosas do conceito de nd, assim
como de algumas nog¢des utilizadas nesta seccdo de forma mais abusiva.
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Dados dois nds K, K' aparentemente distintos, serd que eles re-
presentam o mesmo no?

Para responder a esta questao poderiamos pegar no né K e tentar de-
forma-lo no espago até conseguir obter o né6 K’. Em caso afirmativo isto seria
uma demonstracao irrefutavel que os nds eram equivalentes. Mas... e se a
nossa manipulacao falhasse? Bem, nesse caso isso nao provaria que os nos
eram diferentes, revelaria, isso sim, uma mera evidéncia inconclusiva. Como
resolver entao esta incapacidade de provar a equivaléncia ou nao-equivaléncia
de dois nés? O truque estd em associar um objecto (numérico, algébrico,
etc) a cada classe de equivaléncia de um né. Dito de outra forma, a ideia
¢ definir uma funcao no conjunto de todos os nds que seja invariante sob
deformagoes. As fungoes que satisfazem esta condicao dizem-se invarian-
tes de nos. Note-se que um invariante de nods serve para distinguir nds e
nao para provar a sua equivaléncia. A definicao de invariante de nds nao
funciona no sentido contrario: se dois nés tém o mesmo invariante entao
eles nao sao necessariamente equivalentes, a menos que o invariante seja
completo. Ao longo da histéria foram descobertos vérios invariantes (in-
completos) de nés, os quais ajudaram a resolugao parcial do problema da
comparacao. Neste artigo iremos debrugar-nos sobre trés desses invariantes:
o polinémio de Alexander-Conway, o polinémio de Jones e os invariantes de
Vassiliev. Uma curiosidade acerca do problema da comparacao: em 2004,
o matematico Sergei Matveev propos um algoritmo para a resolugao deste
problema [I0], cuja implementagao a nivel computacional é extremamente
complicada e nao produz respostas em tempo considerado util. Como tal,
o problema mantém-se em aberto do ponto de vista pratico, sendo nalguns
casos impossivel decidir acerca da equivaléncia ou nao equivaléncia de dois
nos que partilham os mesmos invariantes.

Um caso particular do problema da comparacao é o problema do de-
senlacamento:

Dado um no K, serd que ele representa o no trivial?

Tal como no problema da comparacao, existe um algoritmo para o pro-
blema do desenlagamento proposto por Wolfgang Haken em 1961 [8, 9]. Con-
tudo, a sua implementacao a nivel computacional é tao complicada que, para
nos de complexidade elevada, também nao é possivel obter respostas em
tempo considerado util.

Finalmente, existe ainda o problema da tabulacao de nds pm’mosﬁ de
acordo com o seu numero de cruzamentos, em analogia com o que se faz

Um né diz-se primo se for n3o trivial e ndo puder ser escrito como a soma conexa de dois nds
ndo triviais. Em 1949, Horst Schubert demonstrou a existéncia de uma decomposi¢do lnica
de qualquer né n3o trivial na soma conexa de nés primos, a menos de ordenagdo [13].
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em teoria dos numeros para a descoberta de novos ntmeros primos. A ta-
bela seguinte da-nos o niimero total de nés primos em funcao do nimero de
cruzamentos, a menos da simetria de espelho:

‘ Cruzamentos ‘ Nos primos ‘

3 1

4 1

) 2

6 3

7 7

8 21

9 49
10 165
11 552
12 2176
13 9988
14 46972
15 253293
16 1388705

Até aos dias de hoje nao se sabe qual o nimero de nés primos com um
nimero de cruzamentos maior ou igual a 17 (sabe-se no entanto que existe
um nimero infinito de ndés primos). Os préximos tempos ditardo até onde
podem ir os limites da computacao humana!

3 Definicoes Basicas e Movimentos de Reidemeister

Nesta seccao comecamos por definir o conceito de né do ponto de vista ma-
tematico, assim como a respectiva nocao de equivaléncia entre nds. Segui-
damente enunciaremos a noc¢ao fundamental de diagrama de um né. Estes
diagramas permitem-nos representar qualquer né num plano sem perda de
informacao relativamente a forma como o né estd mergulhado no espaco tri-
dimensional. Terminamos a seccao com o Teorema de Reidemeister.

DEFINIGAO 1. Um nd poligonal é uma curva poligonal fechada que nao
se auto-intersecta no espago euclideano R?®. Usaremos a letra K (do inglés
“knot”) para designar um né poligonal arbitrario.

Para introduzir a nocao de equivaléncia entre nds poligonais necessitamos
do conceito de isotopia elementar, o qual passamos a descrever. Suponhamos
que os lados [AC] e [CB] de um triangulo [ABC|] sao segmentos de um
n6 poligonal K que nao intersecta o interior de [ABC] em nenhum ponto.
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Entao chama-se isotopia elementar a substituigao dos segmentos [AC] e [CB]
pelo segmento [AB] (ver Figura BJl). Uma sequéncia finita de isotopias
elementares diz-se uma isotopia ambiente.

Figura 3.1: Isotopia elementar

DEFINIGAO 2. Dois nés poligonais K, K’ dizem-se equivalentes se existe
uma isotopia ambiente que transforma K em K’. Nesse caso escrevemos
K~ K'.

Note-se que a noc¢ao intuitiva de nd, como uma corda entrelacada sobre
si mesma com as extremidades coladas, nao coincide com a definicao ma-
tematica de né poligonal dada acima. Contudo, é possivel introduzir, do
ponto de vista matematico, uma definicao alternativa de né que se aproxima
mais da realidade. A ideia é definir um né, nao como uma linha poligonal,
mas como uma curva com um comportamento “mais suave”. A definicao é
a seguinte:

DEFINICAO 3. Um nd suave é a imagem de um mergulho suave da circun-
feréncia S' em R3 com derivada nao nula em todos os pontos.

DEFINICAO 4. Dois nés suaves K, K’ dizem-se equivalentes se existe uma
familia de difeomorfismos f;: S' — R3, ¢ € [0, 1], dependendo suavemente
do parametro t, que transforma K em K’. Tal como no caso poligonal,
chamamos a familia {f; | t € [0, 1]} uma isotopia ambiente.

Existe uma correspondéncia biunivoca entre as classes de equivaléncia de
nos suaves e as classes de equivaléncia de nés poligonais [, Prop. 1.10]. Como
tal, usaremos daqui em diante cada uma destas abordagens indistintamente.

Para representar nés ¢ conveniente usar as suas projeccoes ortogonais
num plano de R3. Estas projeccdes contém informacao sobre os cruzamentos
presentes no né e denominam-se diagramas de nos. No entanto, é necessario
ter em atencao alguns aspectos técnicos relativamente a escolha do plano da
projeccao. Mais precisamente:

1. as rectas tangentes em cada ponto de um né devem ser projectadas em
rectas no plano;

2. apenas dois pontos distintos de um né podem ser projectados no mesmo
ponto do plano;
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3. o numero de cruzamentos de um noé ¢ finito e em cada cruzamento as
projeccoes das rectas tangentes nao coincidem.

Em particular, as figuras que se seguem ilustram dois diagramas de néds
que violam as regras 2. e 3., respectivamente.

e >
-

Figura 3.2: Dois exemplos de diagramas de nds proibidos

DEFINICAO 5. Dois diagramas de nds dizem-se equivalentes se um deles
pode ser obtido a partir do outro através de uma sequéncia finita de movi-
mentos descritos na Figura B3 Qualquer um destes movimentos diz-se uma
1sotopia plana.

Figura 3.3: Isotopias planas

Note-se que as isotopias planas nao alteram o ntmero de cruzamentos
de um diagrama de né. Por exemplo, a transformacao representada na Fi-
gura B4 nao é uma isotopia plana. Contudo, esta transformacao é uma
isotopia ambiente pois o diagrama do né da direita pode ser obtido a partir
do diagrama do no6 da esquerda com uma isotopia elementar.

Figura 3.4: Exemplo de uma isotopia nao plana
Podemos também definir a nocao de isotopia plana entre diagramas de

nés suaves se considerarmos movimentos suaves andlogos aos da Figura
para o caso poligonal.
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E importante notar que a definicao de isotopia plana implica a nao
ocorréncia das seguintes situagoes:

1. alteracao do ntmero de cruzamentos;
2. as projecgoes de dois ramos do né tornarem-se tangentes;
3. os pontos de trés ramos do né serem projectados no mesmo ponto.

Contudo, no caso de uma isotopia ambiente, todas as situagoes acima
descritas podem ocorrer. De certa forma, podemos olhar para as isotopias
ambiente como certas transformacoes entre diagramas de nds que permitem
a ocorréncia de qualquer uma das trés situacoes acima descritas. Iremos
adoptar este ponto de vista daqui em diante.

Um facto notavel acerca das isotopias ambiente é que qualquer uma delas
pode ser descrita como uma sequéncia finita de isotopias planas e trés movi-
mentos elementares especificos. Este resultado é conhecido por Teorema de
Reidemeister e os movimentos elementares especificos designam-se por pri-
meiro, sequndo e terceiro movimentos de Reidemeister. As figuras seguintes
ilustram cada um destes movimentos.

Figura 3.5: Primeiro movimento de Reidemeister {2,
Figura 3.6: Segundo movimento de Reidemeister 2y
SO = L0

Figura 3.7: Terceiro movimento de Reidemeister 23

Concluimos esta sec¢ao com alguns exemplos dos diagramas de nés mais
conhecidos.
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O & & &

Figura 3.8: N¢ trivial, figura de 8, trevos direito e esquerdo

4 O Polinébmio de Alexander-Conway

Nesta sec¢ao iremos debrucgar-nos sobre um dos primeiros invariantes de nos a
ser descoberto: o polindmio de Alexander-Conway. Este invariante foi intro-
duzido em 1923 por James Waddell Alexander [I] no contexto da topologia
algebrica, mais concretamente através do uso da teoria da homologia. Mais
tarde, em 1970, John Horton Conway [6] redefiniu o polinémio de Alexander
através de uma formulagao axiomatica. Neste artigo adoptaremos o ponto
de vista de Conway em funcao da sua elegancia e simplicidade.

DEFINIGAO 6. Um elo poligonal (suave) é uma colecgao finita de nés poli-
gonais (suaves) disjuntos dois a dois. Usaremos a letra L (do inglés “link”)
para designar um elo poligonal (suave) arbitrario.

As defini¢oes de equivaléncia entre dois elos poligonais (suaves) é uma
generalizacao 6bvia das definicoes B e B, respectivamente. Mostra-se ainda
que existe uma correspondéncia biunivoca entre as classes de equivaléncia
de elos poligonais e as classes de equivaléncia de elos suaves, generalizando
o resultado conhecido para ndés. Como tal, usaremos daqui em diante a
abordagem suave pois é aquela que mais se aproxima da noc¢ao intuitiva que
temos de um elo.

Tal como fizemos para os nés, iremos considerar representacoes de elos
através das respectivas projeccoes em planos de R3, a que chamamos diagra-
mas de elos. Fis alguns exemplos dos diagramas de elos mais conhecidos:

@ [ @

Figura 4.1: Elo de Hopf, anéis Borromeanos e elo de Whitehead

DEFINIGAO 7. Sejam L o conjunto dos diagramas de elos orientados e
Z[z] o conjunto dos polindmios na varidavel x com coeficientes inteiros. O
polinémio de Alexander-Conway é uma aplicacdo V: L — Z[z| que satisfaz
as seguintes propriedades:
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(C1) Se L ~ L' entao V(L) = V(L');
(C2) V(0) =1, onde O denota o né trivial;

(C3) V(Ly)—V(L_)=2V(Ly),onde L, L_ e Ly sao partes de diagramas
de elos com a estrutura presente na Figura EZ2

Figura 4.2: Diagramas de elos definidores do polinémio de Alexander-Conway

Note-se que a propriedade (C1) diz-nos que a aplicagdo V é um invari-
ante de elos orientados enquanto a propriedade (C2) é uma espécie de nor-
malizagdo. A propriedade (C3) contém a maioria da informagao acerca deste
invariante e, juntamente com (C1) e (C2), permite-nos calcular o polinémio
de Alexander-Conway de qualquer elo orientado. O resultado nao trivial
acerca desta formulacao axiomaética é descrito pelo seguinte teorema:

TEOREMA 8 (CONWAY). Eziste uma tnica aplicagao V: L — Z[z] satis-
fazendo as propriedades (C1), (C2) e (C3).

Vamos entao usar os axiomas de Conway para calcular este invariante
em alguns diagramas de elos orientados. Relativamente ao elo com duas
componentes nao entrelacadas temos a seguinte relacao:

V() == =0

e portanto concluimos que

v<©©>:o

Para o elo de Hopf com orientacao positiva temos
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V(O =V () )+av(<)

=0+2V(0)

=X

Finalmente para o trevo direito com a orientacao positiva temos

v<@>—v<@>:xv<@>

e usando o resultado para o elo de Hopf positivo concluimos que V(trevo) =
2%241. Este tltimo resultado permite-nos inferir que o trevo nao é equivalente
ao no trivial pois os seus polinémios de Alexander-Conway sao diferentes.
Consequentemente, nao é possivel desenlacar o trevo de forma a obter o né
trivial!

5 Trancas e Apresentacoes de Grupos

w

Intuitivamente uma tranca é um conjunto finito de fios entrelacados descen-
dentedl. Do ponto de vista matematico, defimos uma tranca com n fios como
sendo n caminhos poligonais em R?, sem interseccoes, que ligam os pontos
de cima {(1,0,1), (2,0, 1), ..., (n,0,1)} aos pontos de baixo {(1,0,0),(2,0,0),
.., (n,0,0) 1] de modo que qualquer plano horizontal de equagao z = a (com
a € [0,1]) intersecta cada caminho em um tnico ponto.

>34
e

Da mesma forma que definimos isotopias ambientes entre nds ou elos,
também se define uma isotopia ambiente entre duas trancas como sendo uma
sucessao de isotopias elementares que preservam a condicao dos fios serem
descendentes. Do mesmo modo, dizemos que duas trancas sao equivalentes
se existir uma isotopia ambiente que transforme uma na outra.

Com a palavra "descendentes” pretendemos dizer que nenhum dos fios curva para cima.
O uso de pontos com estas coordenadas é apenas uma convencdo. Podiamos ter considerarado
outros pontos colineares.
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Designemos por B,, o conjunto das trancas com n fios a menos de equi-
valéncia. Neste conjunto podemos definir uma operagao produto do seguinte
modo: dadas duas trancas b; e by, colocamos b; em cima de by de modo a
que os extremos inferiores de b; coincidam com os extremos superiores de
b, formando uma nova tranca b;by. Para que as trancas tenham uma altura
uniforme é necessédrio encolher o produto de duas trangas por um factor de

Verifica-se facilmente que esta operacgao é associativa:

(b1b2)bs b1 (bab3)

No entanto nao é comutativa:

(R

b1bo baby

Note-se que as trancas no ultimo diagrama nao sao equivalentes pois os
seus fios tém ligacoes distintas.
Além da propriedade associativa, esta operagao possui um elemento neu-

tro (uma unidade) que é dado pela tranca formada por n segmentos de recta
paralelos (e:= | || ):

U LA 8

Temos ainda que para cada tranga existe uma inversa, que composta com
ela prépria d4 uma tranca equivalente a identidade, e que é dada pela imagem
reflectida ao longo do plano horizontal:
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J e
3 ]]- %
b=1h e bb~1

Resumindo: o conjunto B, equipado com este produto forma um grupo.
Qualquer tranca com n fios pode ser dada como o produto de um nimero

finito de n — 1 trancas elementares oy = > | | | ,00= | X | | ...,
Op—1 = | || /\/,eassuasinversasal_lz - ,02_1: | -

Lothi= <. Assim podemos codificar qualquer tranca como uma
palavra do tipo ‘7@(1)‘7:(22) (k) onde os €;’s sao expoentes inteiros. Por exem-
plo:

i\/)w b= oot

E claro que trancas equivalentes podem ter diferentes palavras, mas estas
estao relacionadas pelas seguintes relagoes:

/ /
( ~ Q ( 0105 = 0j0; se |i — j| > 2
/ /
&\ \j 0i0i110; = 0410011 parai=1,. - 2.

Esta tltima relagao (ou relagoes pois i@ = 1,...,n — 2) corresponde ao
terceiro movimento de Reidemeister (23 e é conhe01da como relagao de Artin
ou equacao de Yang-Baxter.

O paragrafo anterior descreve um exemplo tipico de um conjunto de
relagcoes numa apresentacao de um grupo. A definicdo seguinte formaliza
este conceito.

DEFINIGAO 9. Uma apresentacdo (finita) de um grupo G' é um par de
conjuntos (finitos), escritos na forma (g1, ..., gx|r1, ..., 77), que obedecem & se-
guinte descrigdo. O primeiro conjunto {gi,...,gx} ¢ formado por elementos
de G com os quais é possivel obter qualquer elemento de G através das
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operagoes de multiplicacao e inversao. Por essa razao designamos tais ele-
mentos por geradores. O segundo conjunto {r1, ..., 7} é formado por palavras
basicad] de geradores e seus inversos que representam o elemento neutro de
G. Designamos tais elementos por relagoes.

De acordo com esta definicao a apresentacao de B,, que descrevemos an-
teriormente é dada por

(01, ooy 00—1]0:011104(0i410:0i11) " Vier . no1, 0105(0j00) " se |i — j| > 2).

Observacao 1. Na literatura é comum escrever as relacoes de uma apre-
sentacao de um grupo como equagoes do tipo ¢;0410:(0i110:0:41) 1 =1 ou
(equivalentemente) 0;0;410; = 0;410;0;+1. Sempre que uma relagdo é dada
simplesmente por uma palavra, esta refere-se a equacao: palavra igual ao
elemento neutro.

Para tornar mais clara a definicao anterior vejamos como se efectuam a
multiplicagao e a inversao de palavras numa dada apresentagao, por exemplo
(a,bla®, b3, (ab)?). Dadas duas palavras a multiplicacdo é dada pela conca-
tenagao das duas palavras obedecendo a regra da soma dos expoentes para
bases iguais (aa® = a“ 7). Por exemplo:

(ab?ab)(b~2aba®) = ab’abb~2aba®
= ab*ab 'aba®

O elemento neutro é representado pela palavra vazia e o inverso de uma
palavra consiste em trocar a ordem das letras e os sinais aos expoentes. Por
exemplo:

(ab®a*b 1)t = ba’b 2!

Sempre que uma relacao da apresentagao surge como parcela de uma
dada palavra podemos retira-la sem alterar o valor da palavra. Do mesmo
modo podemos inserir numa palavra qualquer uma das relagoes. Também
é valido inserir/eliminar na palavra uma parcela formada por uma palavra
seguida da sua inversa (do tipo a?baa"'b"'a™?). Como exemplo vejamos
como simplificar a seguinte palavra através das relacoes a?, b* e abab:

Basicas no sentido em que qualquer outra palavra de geradores e seus inversos que represente
o elemento neutro de G pode ser obtida a partir destas através das operagdes de multiplicagdo
e inversao.
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ab’*abtaba® ab’bb—tab taba’a
ab*blaaa b taaa" ba
ab ta*a b 'a*a ha
ab ta b ta"ba
a(abab)'ba

aba

ababb—*

ababb™!

Observagcao 2. As partes sublinhadas na equagao acima representam as
relagoes que foram introduzidas ou eliminadas da palavra em causa.

O problema de determinar se duas palavras distintas numa dada apre-
sentacao de um grupo representam o mesmo elemento no grupo é extre-
mamente complexo. Para grande parte dos grupos este problema nao tem
solugao. No entanto, para cada grupo de trancas B,,, sendo n um nimero
natural qualquer, existe um algoritmo que resolve tal problema.

As trangas estao também relacionadas com os nos e os elos. De facto, é
possivel obter um né ou um elo unindo os extremos superiores da tranca com
0s respectivos extremos inferiores na mesma ordem. Eis um exemplo:

—
S

-

]

=

Esta operacao é designada por fecho de uma tranca e é sobrejectiva tanto
no conjunto dos nés como no conjunto dos elos. Este resultado foi demons-
trado por Alexander.

TEOREMA 10 (ALEXANDER). Qualquer né ou elo € o fecho de uma tranga.

Para finalizar, apresentamos dois exemplos de um né e um elo dados como
fechos de trancas:

elo de Hopf

o



Pedro Matias & Rui Carpentier — N6s, Elos, Trancas e seus Invariantes 55

.
dl

6 O Polindbmio de Kauffman

nd trevo direito

Nesta seccao iremos introduzir outro invariante de nés: o polinémio de Kauff-
man. Este invariante estd definido para todos os elos orientados e é construido
a partir de dois objectos nao invariantes sob o movimento de Reidemeister
Q1: o paréntesis de Kauffman e o ntimero de tor¢cao. Na seccao seguinte
utilizaremos o polinémio de Kauffman para definir de uma forma simples o
polinémio de Jones.

Comecemos entao por introduzir o paréntesis de Kauffman, o qual esta
definido apenas para elos nao orientados.

DEFINIGAO 11. Sejam |£| o conjunto dos elos nao orientados e Z[a, b, c|
o conjunto dos polinémios nas variaveis a, b, ¢ com coeficientes inteiros. O
paréntesis de Kauffman é uma aplicagao (-): |L] — Za, b, ¢] que satisfaz as
seguintes propriedades:

(K1) (O) =1, onde O denota o né trivial;
(K2) (LUO)=c(L);

(K3) (L)=a(La)+b(Lg),onde L, Ly e Lp sdo partes de diagramas de
elos nao orientados com a estrutura presente na Figura 611

Figura 6.1: Diagramas de elos definidores do paréntesis de Kauffman

Relativamente & propriedade (K3), note-se que os diagramas L e Lg sao
obtidos a partir do diagrama L de forma tinica, independentemente da forma
como rodamos este ultimo. De facto, os arcos presentes nos diagramas L, e
Lp sao escolhidos nas regices A e B de acordo com a figura B2
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Figura 6.2: Regioes A e B perto de um cruzamento

Estas regioes sao definidas da seguinte maneira: se nos deslocarmos ao
longo do ramo superior do elo L, encontraremos a regiao A a nossa esquerda
antes de chegarmos ao cruzamento e a nossa direita depois de passarmos o
cruzamento. Reciprocamente para a regiao 5.

Observagao 3. Por tras da definicao axioméatica do paréntesis de Kauffman
existe uma motivagao fisica baseada em modelos bidimensionais da fisica
estatistica. A ideia consiste em associar a cada cruzamento ¢ de um diagrama
de elo L com n cruzamentos, um de dois valores formais z; = Aoux; = B. Do
ponto de vista fisico, esta escolha pode ser encarada como uma distribuicao de
spins num reticulado finito, onde cada ponto contem uma particula com um
determinado spin. Uma escolha de estados para todos os cruzamentos ¢ diz-
-se um estado do diagrama L. Note-se que o nimero de estados possiveis de
L éigual a 2". A cada estado do diagrama L corresponde um conjunto de nés
triviais que nao se entrelagam. Este conjunto ¢ obtido a partir da destruicao
dos cruzamentos de L de acordo com as regras descritas na figura 6.3

A: T -0 T B /'3e=> <
Figura 6.3: Destruicao de cruzamentos num elo

Suponhamos que o diagrama L estd num determinado estado s € S, onde
S denota o conjunto de todos os estados possiveis de L. Denotemos por
a(s) e B(s) o nimero de cruzamentos do diagrama L nos estados A e B,
respectivamente, e por y(s) o numero de nés triviais nao entrelagados que se
obtém quando destruimos os cruzamentos de L. Entao pode mostrar-se que
o paréntesis de Kauffman ¢é dado por

(L) = 3 o) ) -,
ses

Esta féormula é normalmente designada no contexto da fisica estatistica por
soma de estados.
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Vamos agora determinar as relacoes que as variaveis a, b, ¢ tém de satis-
fazer de forma a que o paréntesis de Kauffman seja um invariante de elos.
Para isso basta exigir invariancia relativamente aos trés movimentos de Rei-
demeister 21,25 e Q3.

Comecemos por usar as relagoes (K2) e (K3) para efectuar o seguinte
calculo:

<;j>7 \ 7\ b \j

= afa (70 +0( 5 01+ bla () [ + 00 )

N

O
<

{>>+ab«jg>

= (a® + b + abe)

Se impusérmos que ab = 1 e a® + b* + abc = 0, entdao o paréntesis de
Kauffman torna-se Qy-invariante. Para tal se verificar escolhemos b = a™! e
¢ = —a®? —b? ficando no final com um polinémio nas varidveis a, a~'. Esta es-
colha deixa-nos sem mais margem de manobra relativamente as variaveis ini-
ciais do polinémio. Contudo, conseguimos ainda obter {23-invariancia. Pela

condigao (K3) temos as seguintes relagoes:

A AN 1 S
CR =e 20+ 0
(S =0 5+ 3

Claramente, os dois ultimos diagramas nos membros direitos das equagcoes
acima diferem por uma isotopia plana, logo tém o mesmo paréntesis de Kauff-
man. Relativamente aos dois diagramas do meio, verificamos facilmente que
diferem por dois movimentos €2y, logo também tém o mesmo paréntesis de
Kauffman. Concluimos entao que () é Qs-invariante.

Verifiquemos agora a {2;-invariancia. Pelas condigoes (K2) e (K3) temos

(o =at 0 +aa) = ()

onde A = a(—a®* —a™?) +a ! = —a®. Um célculo semelhante conduz-nos &
relagao
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’/,’—;\\\‘ _ 73 ’/,’—;\\\‘
(. /\g/;) = —a <x\%j>

Temos entao que o paréntesis de Kauffman ndao € ();-invariante. Como
contornar esta situacao? A ideia é definir uma nova funcao que inclua o
paréntesis de Kauffman e outro objecto que nao seja 2;-invariante de forma
a que os dois efeitos somados se cancelem mutuamente e obtenhamos no final
um objecto );-invariante. Esta manobra consegue-se através da introducao
de um objecto classico em teoria de elos denominado niimero de torgao.

DEFINICAO 12. Para um elo orientado L definimos o seu nimero de torcao
através da férmula
w(l) =Y &,
i

onde a soma ¢é tomada sobre todos os cruzamentos do elo e ¢; = £1 de acordo

com a figura
<X

e=1

Figura 6.4: Cruzamentos positivos e negativos

E facil de ver que o nimero de torcao de qualquer elo orientado é ) e
()3-invariante mas muda de 1 unidade sob o movimento 2;.

DEFINIGAO 13. O polinémio de Kauffman é uma aplicacio F': L — Z[a,a™?]
definida por

F(L) = (=a)" (L)),
onde | - | é a operagao que despreza a orientagao do elo L.

TEOREMA 14. O polinomio de Kauffman € um invariante de elos orienta-
dos.

Demonstracao. Basta mostrar que F' é {2;-invariante. Se usarmos as rela-
coes (K2) e (K3) obtemos
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onde se usou o facto de

7 O Polindbmio de Jones

Tal como menciondmos na seccao anterior, o polinémio de Jones tem uma
definicao extremamente simples em termos do polinémio de Kauffman. Con-
tudo, a sua formulagao original aconteceu um pouco por acaso no seio de uma
area da matematica completamente diferente da teoria de nés. Em 1985, o
matemdtico Vaughan Jones estava a trabalhar no contexto das algebras de
operadores com aplicacoes a teoria quantica de campo, quando se deparou
com um objecto que poderia ser usado como um novo invariante de néfl.
Durante uma conferéncia na universidade de Columbia, Jones teve oportu-
nidade de falar com a matemética Joan Birman (especialista em teoria de
nos) acerca dos seus resultados. As conclusoes desta conversa foram quase
instantaneas: Jones tinha acabado de descobrir um novo invariante de nés.
Para perceber melhor a origem do polinémio de Jones e a sua relacao com
as algebras de operadores, ver [L1].

A grande vantagem do polinémio de Jones relativamente a alguns inva-
riantes classicos reside no facto de ser um invariante mais fino. Por exemplo,
os trevos direito e esquerdo tém o mesmo polinémio de Alexander-Conway

6 Neste contexto histérico usamos a palavra “né” num sentido mais lato. De facto poderiamos

in

(e deveriamos) substituir a palavra “nd” por “elo”.
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mas polinémios de Jones diferentes. Na altura, Jones ainda conjecturou que
o seu invariante talvez fosse um invariante completo de nés primos, resultado
que, mais tarde se veio a provar ser falsdl.

Nesta sec¢ao iremos introduzir o polinémio de Jones, nao através da sua
formulagao original, mas recorrendo apenas ao polinémio de Kauffman. A
razao para tal escolha justifica-se plenamente por motivos de simplicidade.
De facto, o polinémio de Jones nao é mais do que o polinémio de Kauffman
com a variavel a redefinida.

DEFINIGAO 15. O polindmio de Jones é uma aplicacdo V': £ — Z[q"/*, g=/4]
definida por

V(L) = F(L) |a=qu/a -
TEOREMA 16. O polinomio de Jones satisfaz as sequintes propriedades:
(J1) Se L ~ L' entao V(L) =V (L');
(J2) V(0) = 1;
(J3) qV(Ly) = 2V(L2) = (& — y@)V (Lo);

(J4) VLUO) = (—y/g — )V(L),
onde L., L_ e Ly sao os mesmos diagramas da figura [{.3

Demonstragdo. Vamos demonstrar apenas a propriedade (J3). Pela relagao
(K3) podemos escrever

</\> - <><>+ i)

(S =a (a0 ()

1

Multiplicando a primeira equagao por a, a segunda equacao por a~— e

subtraindo membro a membro obtemos
a (O —a (O =a () (= a2 () ()

Multiplicando agora por (—a)~?*(0) ¢ tendo em conta que w(L,) =
w(Lo) +1ew(L_)=w(Ly) — 1 obtemos a identidade (J3). O

Desde cedo se percebeu que o polinémio de Jones ndo era um invariante completo de elos e
nds compostos, i.e., nds que n3o sdo primos.
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E possivel mostrar que as propriedades acima definem de forma tnica o
polinémio de Jones.

O polinémio de Jones satisfaz ainda uma série de propriedades relativa-
mente a simetria de espelho, a orientacao dos elos e a soma conexa. Mais
precisamente:

(J4) V(L*)(q) = V(L)(%), onde L* é a imagem pelo espelho de L;
(J5) V(—=L) =V(L), onde —L é o elo L com a orientagao invertida;

(J6) V(L#L') =V (L)V (L), onde L#L' ¢ a soma conexa de L com L'.

8 Invariantes de Vassiliev

Fazendo uma revisao cronolégica dos invariantes abordados neste texto, te-
mos que o primeiro invariante a surgir foi o polinémio de Conway em 1970
(que nao é mais do que o polinémio de Alexandefl normalizado e com uma
mudanga de varidveis). Em 1985 surgiu o polinémio de Jones (num contexto
que aparentemente nada tinha a ver com nés) e pouco anos mais tarde, em
1988, Kauffman introduziu a versao do polinémio de Jones que aqui apre-
sentamos.

Posteriormente surgiram outros polinémios a duas variaveis que gene-
ralizam os polinémios de Jones e Conway. No entanto, durante o periodo
compreendido entre 1990 e 1993, Vassiliev desenvolveu um novo tipo de in-
variantes. Estes invariantes sdo numéricos (com valores em Z, Q, R ou C)
e surgiram com o auxilio de ferramentas da topologia algébrica. Contudo,
rapidamente foram desenvolvidos métodos combinatéricos para tal teoria.
Sera essa a abordagem que iremos tomar para descreveé-los.

Para isso introduziremos primeiro o conceito de no6 singular. Um nd sin-
gular é uma curva fechada com um nimero finito de pontos duplos simples.
Um ponto duplo simples é um ponto onde o nd se auto-intersecta transver-
salmente (localmente é da forma " ).

Definimos entao, para cada nimero natural n, o conjunto >, dos nds
singulares com n pontos duplos simples. Deste modo ¥y é o conjunto dos
nés (ndo-singulares), ¥; contém o né da figura (a) e ¥y contém o né da figura

(b):

8 Nao tendo sido abordado neste texto, trata-se do mais antigo invariante polinomial (1923).
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(a) (b)

Consideremos entao o conjunto Yo, = [J,, 2, de todos os nds singulares
(mais os nds nao-singulares). Dado um invariante numérico (que nao é mais
do que uma fun(;éoﬁ v : 3y — C) podemos estendé-lo a todo o conjunto X,
através da seguinte formula de recorréncia:

(1) v(H) =o(00) —v(0)

Deste modo determinamos os valores de X, 1 a partir dos valores de X,,.

Um invariante numérico de nds v diz-se um invariante de Vassiliev de
ordem < n se a sua extensao a Y., se anula para qualquer né6 com mais de n
pontos duplos, ou seja v(k) =0 Vk € ¥,41.

PROPOSICAO 17. Se k € X, € um nd singular onde um dos seus pontos
singulares é a unica ligagao entre duas partes do nd entio v(k) = 0 para
qualquer invariante de Vassiliev v. Diagramaticamente, o resultado pode ser
apresentado da sequinte forma:

v( .><- ) =0 Yo invariante de Vassiliev.

Demonstragao. Usando a férmula () no ponto em causa obtemos:

o D - (D -(EED

Se rodarmos uma das partes do terceiro né de 360 graus segundo o eixo
horizontal obtemos o segundo nd, de modo que o resultado final é

o ) =0

O

Corolario 1. Para qualquer invariante de Vassiliev € valida a sequinte relagao
(conhecida como relagdo de 1-termo ou 1T):

v(x))=0

9 Para simplificar iremos considerar que o invariante toma valores em C.
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PROPOSICAO 18.  Para qualquer invariante de Vassiliev é valida a sequinte
formula (conhecida por relagdo dos 4-termos ou 4T):

o( X) =05 ) = u( ) o) =0

Demonstragdo. Aplicando () nos pontos assinalados X %\f, A,

“%W , os termos resultantes acabam por se cancelar na equagao. O

DEFINIGAO 19. Um diagrama de cordas (ou diagrama de Gauss) é uma
circunferéncia com um nimero finito de cordadd.

DH®OU

Exemplos de diagramas de cordas distintos

SlSelisits

Exemplos de um mesmo diagrama de cordas

Um né singular pode ser visto como uma aplicacao da circunferéncia S?
em R3 de pontos duplos simples (alids é essa a defini¢do mais usual na lite-
ratura). Se marcadrmos os pontos na circunferéncia que sdo pré-imagem dos
pontos duplos e unirmos por cordas cada par de pontos que sao levados para
0 mesmo ponto obtemos um diagrama de cordas. Temos entao uma aplicacao
natural de Y., para o conjunto dos diagramas de cordas. Designemos esta
aplicacao por D e o conjunto dos diagramas de cordas por D. Eis alguns

OO 1| |
h =03

LEMA 20. Se v é um invariante de Vassiliev de ordem < n e K € %,
entao

D(K') = D(K) = v(K') = v(K).

Ou seja, v(K) depende tinicamente do diagrama de cordas D(K).

Note-se que dois diagramas de cordas sao considerados idénticos se as extremidades das cordas
estiverem na mesma ordem ao longo da circunferéncia.
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Demonstracao. A ideia da demonstracao é que dois nés K e K’ com o

mesmo diagrama de cordas (D(K) = D(K')) podem ser deformados um no

outro através de alteragoes de cruzamentos: > = . Se K e K " tém

n pontos duplos e v é um invariante de ordem < n, entao a mudanca de

iruzamentos: < = " nao altera o valor de v e portanto v(K) = v(K’).
0go

W) = ) = e =0

n cruzamentos n cruzamentos n + 1 cruzamentos

O

Desta forma, dado um invariante de Vassiliev v de ordem < n obtemos
uma aplicacao que a um diagrama com n cordas D associa um valor numérico
v(K), onde K é um noé singular tal que D(K) = D.

Na verdade temos algo mais forte: existe uma aplicacao do espacgo vecto-
rial V,, dos invariantes de Vassiliel] de ordem < n para o espago vectorial
D; das aplicagoes lineares de D,, em C, onde D,, é o espago vectorial gerado
pelos diagramas com n cordas:

o:V, — D

v o—s D

com v : D,, — C definido por (D) = v(Kp), onde Kp é um né singular
tal que D(Kp) = D.

E facil ver que o nucleo desta aplicagao é formado pelos invariantes de
Vassiliev de ordem < n — 1. Deste modo, temos uma aplicagao injectiva de
Vo/Vip—1 em DZ:

Qg . Vn/Vn—l — D:L

v+V, 4 — 0

No entanto esta aplicagao nao ¢ sobrejectiva pois qualquer v € D;, per-
tencente a imagem de ¢ tem que obedecer a pelo menos duas restrigoes:

(i) A relagao de 1-termo: o( @ ) = 0 (corresponde a v( x) ) = 0);

(i) arelagdo de 4-termos: o ,“ )— ( )— ( ‘
0 (corresponde a v( 7&) —0 \74 —0 % \XA 0).

11 Qualquer espaco de fun¢des com valores em C, como é o caso dos invariantes de Vassiliev,

possui uma estrutura de espaco vectorial onde as operagdes de adicdo e multiplicagdo por
escalares s3o definidas ponto a ponto.
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O teorema seguinte, fundamental na teoria dos invariantes de Vassiliev,
diz-nos que estas sao as unicas restricoes a ter em conta.

TEOREMA 21 (KONTSEVICH). O espago vectorial V,,/V,,—1 € isomorfo ao
espaco duald do espaco D,, quocientado pelas relagoes de 1-termo e 4-termos.
Ou seja:

Vii/Vio1 = (D, /(1T&AT))"

A demonstracao deste teorema é demasiado técnica e extensa para ser ex-
posta neste texto. Para um demonstracao completa, ver [3]. Vejamos o caso

particular n = 3: D3 é gerado pelo conjunto {@ @ @ @ @}

Quando tomamos o quociente pelas relacoes de 1-termo e 4-termos obtemos:

1-termo: @ = @ = @ = 0;
4-termos: @ —@—@+@ =0 <& @ :2@.

Portanto dime(Vs/V2) = dime(D3/(17&4T)) = 1 (note-se que qualquer
espago de dimensao finita é isomorfo ao seu espago dual).

No quadro seguinte escrevemos as dimensoes de V,,/V,,_; para os valores
mais baixos de n:

n 0j1(2(3(45|6| 7 |89 10| 11 | 12
dime V,/Vor || 110113491427 44|80 132 | 232

Para finalizar apresentamos uma conjectura que até agora tem resistido
a uma demonstragao ou contra-prova.

Conjectura 2 (Vassiliev). O conjunto dos invariantes de Vassiliev de tipo
finito forma um invariante completo dos nos. Ou seja, K o K' < 3,3,¢v, :

v(K) #v(K").

Por definicdo o espaco dual de um espago vectorial complexo A é o espaco vectorial A* das
aplicacdes lineares de A em C.
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Resumo
Este artigo é baseado no curso “Quadratic Forms and Continued

Fractions”, de R. Takloo-Bighash, integrado na Escola Diagonal que
decorreu em Setembro de 2005, no Instituto Superior Técnico.

1 Introducao

A teoria dos numeros é uma das disciplinas mais antigas da matemaética.
Pode dizer-se que um dos seus objectivos é encontrar solugoes inteiras ou
racionais de equacoes polinomiais a varias variaveis, por exemplo

4527y 4+ 8zy® — 23w +1 = 0.

Claro que a partida nao ¢ facil arranjar solugoes de uma equacgao deste género,
ou provar que nao existem solugoes. Como fazé-lo, entao? Existe algum
método? De um modo geral nao. Mesmo provar que nao existem solugoes
nio triviaid] de

2?4yt =z

7

¢é ja complicado.

As equagotes polinomiais com coeficientes inteiros e para as quais se pro-
curam solucoes inteiras sao chamadas equacgoes diofantinas, em homenagem
a Diofanto, um matematico do século III, de Alexandria.

1 Isto é, com um dos inteiros z,y, z igual a zero.
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Entao que tipo de equagoes vamos estudar? De um modo geral, vamos
estudar problemas relacionados com polinémios do tipo

az? + bry + cy?

onde a, b, c € Z, designados por formas quadraticas. Neste caso, sim, existem
varias teorias para responder aos diferentes problemas que iremos colocar.
Vamos primeiro abordar a equagao de Pell

22— Dy’ =1

onde D é um inteiro positivo nao quadradoﬁ. Esta é uma equacao antiga,
tendo ja sido estudada por varios matematicos indianos antes de chegar a
Europa. De facto, Brahmagupta estudou-a no século VII e Bhaskara no
século XII. Na Europa, o primeiro matematico a encontrar uma solugao geral
foi Brouncker, no século XVII. Mais tarde Euler confundiu Brouncker com
Pell, outro matematico da época, e chamou-lhe equacao de Pell. Vamos
resolver esta equacao através de fracgoes continuas.
Em seguida veremos como achar todas as solugoes inteiras de

2 .2 2
T+ Yy =z,
os chamados triplos pitagoricos.
Na parte final vamos estudar que niimeros podem ser representados por
formas quadraticas definidas positivas, isto é

az? + bry + cy?

com a > 0 e 4ac — b* > 0. Por exemplo, que niimeros se podem escrever na
forma z? + y? ou x? + ny??

Para estudar o problema acima vamos relacioné-lo com uma determinada
accao do grupo de matrizes 2 por 2 com coeficientes inteiros e determinante
1 no plano hiperbdlico. Esta teoria vai permitir dizer que ntmeros se po-
dem escrever da forma z? + ny?, para alguns n. Este assunto estd bastante
relacionado com o estudo dos inteiros num corpo quadratico.

Apesar da longa histéria e de constituirem os primeiros casos nao tri-
viais de equacOes diofantinas, a investigacao da aritmética das equacoes
quadréticas estd longe de ter terminado. No fim deste artigo apresentamos
alguns resultados recentes sobre este “velho” assunto da teoria dos niimeros.

O objectivo destas notas foi dar uma ideia mais pratica do que tedrica
de como arranjar solucoes de determinados problemas. Ao longo do texto

2 Ou seja, D n3o é um quadrado perfeito.
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ha bastantes exercicios, de varios graus de dificuldade, que formam parte
integrante deste artigo. Encorajamos o leitor a tentar fazer a maior parte.
Para quem estiver também interessado nas vertentes mais tedricas destes
assuntos, ou na teoria dos nimeros em geral, sugerimos os livros [[R] [Kl, [MT},
ST

Exercicio 1. Encontre uma solucao nao trivial de 22 — 13y? = 1.

Agradecimentos. Gostariamos de agradecer a organizagao da Escola Diagonal
e ao Professor Ramin Takloo-Bighash, as Professoras Silvia Anjos e Esme-
ralda Dias, e ao Gongalo Tabuada pela ajuda nas sessoes de problemas.

2 Nocoes Basicas de Aritmética

Antes de abordar os problemas referidos, vamos comegar por rever alguns
conceitos basicos. Uma referéncia para esta sec¢ao é, por exemplo, [K]. O
nosso primeiro problema ¢é encontrar as solucoes x,y € Z de

ar+by =c

onde a, b, ¢ sao inteiros dados.

DEFINICAO 1. Se a,b € Z, dizemos que a divide b, ou que b é divisivel por
a, ou ainda que a é um divisor de b se existe n € Z tal que b = an. Nesse
caso escrevemos alb.

Note-se que 1]b para qualquer inteiro b, e que pelo contrario, 0 s6 é divisor
de si proprio. Note-se também que excepto para £1, nenhum inteiro divide
1.

PROPOSIGAO 2. i) Se alb e b|c entdo a|c;
ii) Se alb e a|c entao a|(b £ c);
iii) Se r € inteiro e alb entdo a|br.

DEFINIGAO 3. Dizemos que g > 0 é o méximo divisor comum de a e b,
g = ged(a, b)E se para qualquer d tal que d|a e d|b se tem d|g.

Exercicio 2. Sejam a e b inteiros. Prove que ged(Aa, Ab) = A ged(a, b).

TEOREMA 4. [Algoritmo da divisio] Sejam a,b € N. FEntdo existe um
inico ¢ € N e um dnico r € {0,...,b— 1} tal que a = bgq +r.

3 Do inglés greatest common divisor.
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Demonstracdo. Primeiro provamos a existéncia. Seja q a parte inteira de
a/b, isto é ¢ = |a/b| é o tnico inteiro tal que ¢ < a/b < ¢ + 1. Entao

0<a—bg="0bla/b—q)<b.

Assim, definindo r como a — bg temos 0 < r < b — 1. Deixamos a prova da
unicidade ao leitor. O

Apresentamos agora um algoritmo que fornece o ged(a,b) de quaisquer
inteiros positivos a e b.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que a > b. Pondo a; = a,b; = b,
temos, pelo algoritmo da divisao, que existem ¢, € Z com 0 < r; < b —1
tais que:

aq :b1q1 +’f’1.

Se r; = 0 entd@o o algoritmo termina e ged(a,b) = b. Se r1 > 0, pomos ay =
b1,bs = 11 e existem, como antes, 2,79 € Ny com 0 <79 < by —1 =1 — 1.
Logo 3 < r1. Se 19 > 0, pomos de novo a1 = b, bgr1 = 71 € temos,
indutivamente que, rp11 < 7%, logo rp é decrescente e acabard por ser zero.
Representando estas divisoes sucessivas, obtemos:

a; = biq1 + 11

as = baga + 1o

ag—2 = bp—oQr—2 + Tp—2
ag—1 = bp—1Qp—1 + Ti—1

ar = brqy.

Finalmente, by serd o ged(a,b). De facto by divide ap = by_1 € by, = 11 €
assim by |ag_1(= bg_2). De novo by, divide ry_o = br_1 = a,, logo divide a_o,
e assim sucessivamente. Temos entao que b, divide b e a;.

Por outro lado, se d|a = ay, e d|b(= by = as) entdo d divide r; = by = ag,
logo d|rs(= b3). Do mesmo modo d|rs e assim sucessivamente, até obtermos
que d é divisor de ry_1 = by. Logo by é o ged(a,b). Assim, temos

TEOREMA 5. [Algoritmo de Euclides] Sejam a,b € N. Entdo o algoritmo
descrito acima fornece o ged(a,b) num nidmero finito de passos.
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Exemplo 1. Se a = 84,b = 60, o algoritmo de Euclides diz-nos que
84 =60 x 1+ 24

60 =24 x 2+ 12
24 =12 x 2.
Assim ged(84,60) = 12.
Exercicio 3. Calcule o gcd dos seguintes nimeros:

e (627 e 308;
e 1260 e 692.

Estamos agora em condicoes de resolver o problema proposto acima: en-
contrar solucoes =,y € Z de

ar+by =c

onde a, b, ¢ sao inteiros dados.

Em primeiro lugar, para que a equagao tenha solucao é necessario que
ged(a, b)|e. De facto, o ged(a,b) divide a e divide b logo tem que dividir
c. Acontece que esta condi¢ao é também suficiente. Se g = ged(a,b) entao
existem infinitos x,y € Z tais que ax + by = g. Apesar de ndao o provarmos
aqui, o proximo exemplo contém detalhes suficientes para permitir ao leitor
completar a prova por si.

Exemplo 2. Para encontrar uma solucao de 68x + 255y = 340, primeiro
calculamos o ged(68, 255)

255 =68 x 3+ 51

68 =51 x 1+ 17
01 =17 x 3.

Logo ged(68,255) = 17. Como 17 divide 340 entdo o problema acima tem
solucao. Através dos cédlculos acima conseguimos arranjar a, b tais que 68a +
255b = 17. De facto

17 =68 — 51 = 68 — (255 — 68 X 3) = 68 X 4 — 255 = 68 x 4 + 255 x (—1).

Assim temos a = 4 e b = —1. Para arranjar uma solucao de 68z + 255y =
340 = 17 x 20 s6 temos que multiplicar as solucoes acima por 20. O resultado
é x =80 e y = —20. Mas serd este resultado tinico? Nao. De facto, pondo
x =80 — 15k e y = —20 + 4k, com k inteiro, obtemos todas as solugoes do
problema. Consegue explicar porqué?

Agora relembramos a defini¢do de niimero primo:
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DEFINICAO 6. Um numero p > 1 diz-se primo se os unicos divisores posi-
tivos de p sao 1 e p.

Uma propriedade muito util dos nimeros primos, e que pode facilmente
ser verificada, é a seguinte.

PROPOSIGAO 7. Um nimero p > 1 é primo se e sé se para todo a,b € 7Z,
plab implica pla ou plb.

Por causa da sua importancia costuma-se chamar teorema fundamental
da aritmética ao seguinte resultado.

TEOREMA 8. Sejan € Z. Entdo existem primos pi, ..., pm € inteiros posi-
t1vos a, ..., Gy, tais que

(&7

— 1,02 (o4
no=Epyipy’ eyt
Esta representacao € inica a menos de permutacao.

Exemplo 3. 234235 =5 x 79 x 543;
o 7112 =23 x 7 x127.

Corolario 1. Ezistem infinitos numeros primos.

Demonstracdo. Suponhamos que existia apenas um numero finito de pri-
mos, pi, ..., pp digamos. Consideremos entao o nimero N = 1 + py---p,.
Pelo teorema acima, N tem que ser produto de nimeros primos. Suponha-
mos que p; é um desses primos. Assim p;|N(= 1+p;---p,). Mas pi|p1 - - pn,
e portanto tem que dividir 1, o que é absurdo. O

Exercicio 4. Dado um inteiro n, encontre n inteiros consecutivos, nenhum
dos quais é primo.

Agora definimos um conceito que nos vai ser util.

DEFINIGAO 9. [Relacao de congruéncia] Sejam a,b € Z e n € N, escrevemos
a=b modnsen|(b—a).

Exercicio 5. Prove que = define uma relacao de equivaléncia, i.e, para todo
om €N, a,b,c € Z, temos.

e a=a mod m;
e a=b mod m=0b=a mod m;

ea=b modm,eb=c mod m=a=c modm.

A classe de equivaléncia de @ € Z é o conjunto {a + mk : k € Z}.
Representa-mo-lo por a + mZ. O conjunto das classes de equivaléncia {a +
mZ : a € Z} é representado por Z/mZ.
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PROPOSICAO 10. As sequintes operagoes estao bem definidas nas classes
de equivaléncia mod m

o (a+mZ)+ (b+mZ) = (a+b)+mZ
o (a+mZ)-(b+mZ) = (a-b)+mZ

Demonstracao. S6 provamos o primeiro ponto, deixando o segundo para o
leitor. Sejam A € a +mZ,B € b+ mZ, i.e. A = a+ mr para algum r € Z,
e B = b+ ms para algum s € Z. Temos entao que:

A+B=a+mr+b+ms=a+b+m(r+s)
elogo A+ B € (a+b) +mZ. 0O

Exercicio 6. Prove que se p é um ntimero primo, entao (a+pZ)-(b+pZ) = pZ
implica a 4+ pZ = pZ ou b + pZ = pZ.

E facil ver que, para quaisquer a,b € Z as equacoes a + mZ = b+ mZ
e a = b mod m sao equivalentes. Assim, a Proposicao anterior fornece as
seguintes regras de calculo que sao muito usadas na pratica.

PROPOSICAO 11. Sejama,d’,b,b/ € Z em € N, verificando a = a’ mod m
eb="b modm. Entdo
a+b = d+b modm
a-b = d-V modm.

Exercicio 7. Sejam a,b primos entre si, i.e. tais que ged(a,b) = 1. Sejam
também x1, o € Z. Prove que existe uma unica solugao de:

r=x; moda

T =x9 modb
com 0 < x < a-b Assim esta é a tinica solugao mod a - b. Isto é, se y for

outra solucao, entao x =y mod a - b.

Agora vamos enunciar um teorema que ja era conhecido por matemaéticos
chineses do século ITI. Como ja fizemos noutro caso nao o vamos provar, mas
deixamos ao leitor detalhes suficientes para que o possa fazer por si.

TEOREMA 12. [Teorema Chinés dos Restos] Sejam my,ms,...,my € Z,
tais que ged(m;, m;) = 1 para todos os indices i,j = 1, ...,k distintos. Entao
para todo o ay,...,a € 7, o sistema:

r=a; modmy

T =a; mod my

tem sempre uma solu¢ao x € 7.
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Exemplo 4. Queremos encontrar x € Z tal que

=3 mod?7
=8 mod 11
=1 mod 13

Assim x = Ta + 3 para algum a € Z , x = 11b + 8 para algum b € Z,
e ainda x = 13c + 1 para algum ¢ € Z. Donde sai, em particular, que
Ta+3=11b+8.
Logo
Ta+ 11(=b) = 5.

Apliquemos o algoritmo de Euclides a 7 e 11.

11 =7x1+4
7 =4x1+3
4 =3x1+1

Assim temos que
1=4-3=4—-(7T-4)=11-7)—(7T—(11-7)) =7x (=3)+ 11 x 2.

Portanto a = —15 e b = —10 verificam 7(—15)+11(—10) = —105+110 =
5. Pelo exercicio anterior x = 7(—15) +3 = —102 =52 mod 7 x 11.
Assim reduzimos o problema acima a encontrar solugoes de

=52 mod 77
=1 mod 13

Como no inicio, temos x = 77d + 52 para algum d € Z e x = 13e + 1 para
algum e € Z. Logo 13b — 77a = 51. Aplicando o algoritmo de Euclides a
(77,13),

77 = 13 x54+12
13 = 12x1+1.

Assim temos que
1=13-12=13— (77— 13 x5) =13 x 6 — T77.

Portanto a = 51 e b = 51 x 6 = 306. Logo uma solucao mod 77 x 13 = 1001
¢ dada, por exemplo, por: 13 x 306 + 1 = 3979 = 976 mod 1001. De facto
976 =7x139+3=11x88+8=13 x 75+ 1.
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Exercicio 8. Resolva o sistema

1 mod 2
1 mod3
1 mod?b

B8 8
11

Exercicio 9. Demonstre o Teorema chinés dos restos.

Definimos agora, com o tinico objectivo de familiarizar o leitor, os con-
ceitos de anel e corpo.

DEFINIGAO 13. Dizemos que um conjunto A com duas operagoes associa-
tivas + e - é um anel se para quaisquer a, b, c € A se tem

e Existem elementos 0 € Atal quea+0=a,el € Atalquea-1=a
e Existe ' € Atal quea+a =0

ea+b=b4+aea-b=b-a

ea-(b+c)=a-b+a-c.

Ao elemento o' da segunda propriedade acima, é usual denotar por —a.

Assim um anel tem, num certo sentido, as mesmas propriedades que Z.
A Proposigao [ diz-nos que (Z/mZ,+,+) é um anel. Deste modo podemos
simplificar expressoes com variaveis em Z/mZ usando as regras que estamos
habituados a usar em Z. Note-se contudo que nao existe divisao definida. De
facto em Z /47 o elemento 2447 nao tem inverso pois 2x2 =0 mod 4. Um
anel (A, +, ) diz-se um corpo se verificar a seguinte propriedade adicional

e Para a # 0 existe a” € A tal que a-d” = 1.

Como acima, é usual denotar o elemento a” por a~! ou por 1/a.

Notemos que se p é primo, Z/pZ ¢é um corpo. Logo temos a divisao
definida. Deste modo qualquer equagao da forma ax = b mod pcoma,b € Z
e pfa tem solugao x € Z.

O que se segue ser-nos-a util mais adiante, quando tratarmos da equacao
de Pell.

DEFINIGAO 14. Dado um inteiro nio quadrado D, definimos Z[v/D] :=
{z=2+yVD:z,ycZ}

Z[v/D] é um anel com a soma e a multiplicacdo naturais. A Z[v/—1]
chamamos o anel dos inteiros Gaussianos.

DEFINICAO 15. O conjugado de z =z +yvV/D é z = x — yvVD. A norma
de z € Z|V/D] é N(z) = 2Z.
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Observe que temos 22 — Dy? = (z + yv'D)(x — yvV D) = 2Z.
Notamos que no caso D = —1, estas nogoes correspondem precisamente
as nogoes de conjugado e de norma nos nimeros complexos.

Exercicio 10. Prove que N(zw) = N(z)N(w).

e Prove que uma solucao da equagao de Pell é o mesmo que um elemento
z € Z[V/D] tal que N(z) = 1.

Assim, se z for tal que N(z) = 1 entao N(2*) = 1 para qualquer k € N.
No caso D > 0 isto significa que se houver uma solugao nao trivial da equacao
de Pell entao ha infinitas solu(;éesﬂ Na proxima sec¢ao, provaremos que
qualquer equacao z2 — Dy? = 1 tem sempre solucoes.

Exemplo 5. Para D = 3 temos
N(2++v3)=1.
Logo, como (2 + v/3)? = 7 + 4/3, temos também que
N(7T+44V3) = 1.
Vemos assim que os pares (2, 1) e (7,4) sao solucoes da equacao z* —3y? = 1.

Exercicio 11. Considere D = —1. Prove, usando as propriedades da norma,
quese X2+Y? = Ae Z2+W? = B, entao existe uma solucio de z24+y? = AB.

Prove também que se ged(X,Y) = ged(Z, W) = 1, entdo a solucao que
se obtém acima tem também ged = 1.

Observacdo 1. Por analogia com os inteiros, os primos no anel Z[v/D] sao
definidos como os ntimeros z = = + yv/D tais que para toda a decomposicio
de z como a-b, onde a, b € Z[v/D], temos z|a ou z|b. Contudo a factorizagio
Unica em nimeros primos nao se verifica na maior parte destes anéis. Per-
ceber este caso mais geral foi um passo importante na histéria da Algebra e
da Teoria dos nimeros.

3 Fraccoes Continuas e a Equacao de Pell

Desde tempos remotos que sabios procuraram o valor exacto de alguns ntimeros,
por exemplo 7, /2, etc. Por exemplo o valor dado a v/2 na Babilénia era
17/12. Arquimedes no séc.III ac provou que 223/71 < 7w < 22/7. O indiano

4 Isto acontece porque, quando D > 0, Z[\/ﬁ] n3o tem raizes da unidade para além de +1.
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Aryabatha usava m = 3,1416 no séc.V, e no séc.VI o chinés Zu Chongzie
usava ja m = 355/113, que como veremos ¢ uma aproximagao muito boa.
Estamos assim, interessados em encontrar a melhor aproximagao racional
a um dado numero. Para isso utilizaremos fracgoes continuas. Mais tarde
veremos que, surpreendentemente, tudo isto esta relacionado com a equacao

de Pell.

Comegamos entao por definir fracgao continua.

DEFINICAO 16. Uma frac¢ao continua é uma expressao da forma

1
ag + —————,

a + ———

1
a2+—

onde ay, € Z e ay, as, ... > 0. Representamo-la por [ag, a1, as, . . .].
Chamamos a

1
ap + N = [ag, ..., ap)
ay +
1 . 1
a

2 ' 1
., _"_ -

an

o n-ésimo convergente da frac¢ao continua. Note que [ag, ..., a,] = fl’—: para

determinados p,, g, € N, que tomaremos como sendo primos entre si.
Exercicio 12. Prove que

® Do = ap, o = 1;

® p1=apm + 1, 1 = a;

® Dp = pPp—1 + Pn—2; Gn = Andn—1 + Gn—2.
Exercicio 13. Usando inducao, prove que:

® Puln-1— Pn1qn = (—1)" 75

® Duln-2 = Pn2dn = (—1)"ap.

Podemos levantar algumas questoes sobre fracgoes continuas:

e O que se quer dizer com um processo de soma e divisao infinitos?
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e Que numeros podem ser representados por frac¢oes continuas?

e Essa representacao é unica?

Pode-se provar que para cada fraccao continua, a sucessao definida pelos
convergentes flﬁ tem um limite. Este é o significado da fraccao continua
n

lag, ..., Gy, ...]. Também se pode mostrar que todo nimero real se pode escre-
ver como fraccao continua. Por exemplo para 7, temos

T=3+m—3.

Escolhemos 3 porque é o tnico inteiro tal que 0 < 7 — 3 < 1. Mas queremos
escrever

=3+ !
" 1
wrTTT
Qo + —
Logo, a; tem que verificar
+ ! ! 7.0625
ay { -3 "

CL2+—

Assim, a; = 7 e podemos continuar até termos encontrado a,,.
Existe, de facto, alguma ambiguidade mas sd em frac¢oes continuas fini-

1
tas! Por exemplo, ag = (ag—1)+ T logo [ao] = [ag—1, 1], ou mais geralmente

lag; ..., an] = laog, ..., an — 1,1].
E claro que qualquer fraccao continua finita representa um nimero racio-

nal. O que ja nao ¢ tao claro é que qualquer niimero racional é representado

por uma fracgao continua finita. Seja § um ntimero racional. Dividindo a

por b temos que, a = ¢1b + rq, para algum 0 < r; < b — 1. Logo:

a_q1b+7”1_ +’f’1_ +1

T1

Agora dividimos b por r;. De novo, b = gor1 + 15 para algum 0 < ry < ry —1.

Assim:
a n 1 N 1
b_QI 6_127“1+7“2_q1 Ty

™ r1
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Se o leitor prestar atencao verificarda que o que se tem estado a fazer é exac-
tamente o mesmo que no Algoritmo de Euclides. Assim, o processo tem que
parar e a fraccao continua serd finita.

Exemplo 6. Vamos desenvolver em fracgao continua %:

255 3x68+51 1

= =34 =
68 68 &

1

1
—3+—.
1+ 1+1

51 3

Exemplo 7. Dos seguintes célculos pode-se ver facilmente que
VT=12,1,1,1,4,1,1,1,4,..]:
VT=2+V7-2
1 VT+2 - V71
VT -2 3 3
3 3WT+1) VTl VT-1

3+

= 1
Viclo 6 7~ T
2 VT+1 VT -2
VT—1 3 3
3

=VT+2=44+V7-2

V7 -2
Observagao 2. Para fraccoes continuas periddicas vamos colocar uma barra
sobre a parte periédica. Assim por exemplo a fraccdo continua de /7 é
escrita como [2, 1,1,1,4|. A equagao de Pell esta relacionada com este tipo
de fracgoes continuas.

Os dois teoremas que enunciamos em seguida relacionam a fraccao conti-
nua com as aproximacoes racionais de um dado nimero. Estas dizem que um
nimero racional é uma boa aproximacao de &, se e so se for um convergente
da fraccao continua de £. Assim as melhores aproximagoes sao convergentes
da fraccao continua e vice-versa.

TEOREMA 17.  Seja § = [ag, a1,...]. Se § verifica
a 1
-5l <m
entao
a_p
b g

para algum n. Além disso, se ged(a,b) =1, entdo a =p, € b= qy.
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Por outro lado também temos o seguinte.

TEOREMA 18. Seja & = [ag, aq,...]. Entao

1
< —

_ Dn
Q2

4n

para qualquer n.

O reciproco deste ultimo teorema nao é verdadeiro.

<4

Exercicio 14. Seja ¢ € R. Encontre nimeros p e ¢ que verificam ‘5 — § -

e tais que %’ nao ¢ um convergente de &.

Exemplo 8. Temos que % é uma boa aproximacao v/23. De facto

= 0.02.

24 1
‘\/2_—€ <0.0042<2

X 25

Logo % tem que ser igual a um convergente da fraccao continua de v/23. De
facto 2 =[4,1,3,1], e v23 = [4,1,3,1,8].

Agora poderiamos perguntar porque é que obtivemos de novo uma fracgao
continua periddica da raiz quadrada de um inteiro nao quadrado. Mais abaixo
veremos (ue nao € um acaso.

Entretanto damos um exemplo histérico.

Exemplo 9. Com uma calculadora podem-se obter os primeiros “digitos”
da fraccao continua de m

7 =[3,7,15,1,292,1,1, ...

n| an Pn dn

013 3 1

17 22=3xT7+1 T=7Tx1+0

2|15 |333=22x15+3 106 =7x15+1

311 355 =333 x 1+ 22 113=106 x 1+ 7

41292 | 103993 = 355 x 292 4 333 | 33102 = 106 x 292 + 106
Assim, % é uma boa aproximacao de m, e 1??3330923 uma excelente.

Respondemos agora a questao proposta mais acima.

PROPOSICAO 19.  Um nimero real & tem fraccao continua periddica se e s
se & € uma solugao de um polinomio de grau dois com coeficientes inteiros.
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Demonstracdo. Sé vamos fazer a prova numa direccao e apenas no caso das
fracgoes continuas completamente peridédicas. Entao tomemos um ntmero
real a com fracgao continua periddica.

1 1
o = bl,bg,...,bm]:bl+ 1 :b1+ 1
b b
. 1 T
1 1
b,, + by, + —
Q
by +
bg +
Comecamos por observar que
« (bpa+ )b+ Aa+ B
bm_ = bm_ = e
vt P b + 1 Cat D
by, + —
«
onde A, B,C, D € Z. Analogamente,
b2 + ! = b + _ —fAeth
me2 - 1 "?*" Aa+rB T Cla+D
met 1 Ca+ D
by, + —
«
e obtemos por fim que
ac + b
o =
ca+d

para determinados a, b, c,d € Z. Logo,

ca®+ad=an+b = ca’+(d—a)a—b=0.
assim, a é a solucao de uma equacao quadratica com coeficientes inteiros.
Para a demonstragao do reciproco, consulte-se [MT]. O

Agora, e finalmente, relacionamos fracgoes continuas com solugoes da
equacao de Pell.

Exercicio 15. Prove que se (z,y) € Z? é solugao de x? — Dy? = 1, entao .

é um convergente da fraccao continua de v/ D.

Deste modo estamos a relacionar solugoes da equacao de Pell com con-
vergentes da fraccao continua de v/ D. De facto temos:
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TEOREMA 20. Se D = [ag, 1, -, @y entio p2_, — Dg®_, = £1, onde

% — [a/O, al, ceey a’TL—]_]

Agora convém ao leitor ter bem presente a definicao e propriedades da
norma que foram apresentadas na parte final da segunda seccao.

Exemplo 10. Como encontrar uma solucao de 22 — 17y?> = 1? Primeiro

temos que saber qual é a fraccao continua de /17 = [4,5} Como [4] = %

obtemos que 42 — 17 x 12 = —1. E daqui como é que conseguimos arranjar
uma solucao da equacdo de Pell? Note que 42 — 17 x 12 = —1 é equivalente
a dizer que N(4 + /17) = —1. Mas a norma é multiplicativa, assim 1 =

N4 +VIT)N(4 +V17) = N((4 +V17)(4 +V17)) = N(33 + 8V/17). Entao
(33,8) deve ser uma solugao da equagao de Pell. De facto 332 — 17 x 8 =
1089 — 1088 = 1.

Corolario 2. Seja D um inteiro positivo nao quadrado. Entdao a equacgdo de
Pell 22 — Dy? = 1 tem sempre infinitas solucoes.

Demonstragdo. O resultado decorre do teorema Pl Quando p?2_,—Dg? | =
—1, usamos a norma para obter uma solu¢ao como no exemplo acima. Com
esta solucao de norma 1 podemos obter uma infinidade de solugoes usando

a propriedade multiplicativa da norma (ver o método descrito a seguir ao
Exercicio [IT). O

Esta demonstracao do Teorema B e o consequente método de resolugao
da equacao de Pell sao devidos a Lagrange, por volta de 1766. No entanto,
existe um outro método, tao antigo como engenhoso, para resolover esta
equacao que foi desenvolvido por Brahmagupta no século VII e Bhaskara no
século XII, que foi chamado o método ciclico ou chakravala. O leitor inte-
ressado poderd encontrar os detalhes desta histéria no enderego http://www-
groups.dcs.st-and.ac.uk/ “history /Hist Topics/Pell.html.

Exemplo 11. Encontremos uma solucao de 22 — 19y* = 1. Temos que
V19 = [4,2,1,3,1,2,8

Para calcular [4,2,1, 3, 1,2] fazemos a seguinte tabela:

Pn dn
4 1
9=4x2+1 2=1x2+0

13=9x1+4 3=2x1+1
48 =13 x3+9 11=3x3+2
61 =48 x1+13 |14=11x1+3
1710 =61 x2+48 | 39 =14 x2+11

QY| W =IO S
[\Dr—toa>—t[\34>§
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Logo 1702 — 19 x 392 tem que ser £1. De facto 1702 = 28900 e 19 x 39? =
28899.
Exercicio 16. Encontre solugoes nao triviais da equacgao de Pell com:

e D=051;

o D =18
Observacao 3. A estrutura das fraccoes continuas de v/D onde D é um inteiro
positivo nao quadrado, é bastante particular. De facto, ainda que nao haja

um modo facil de as calcular, pode-se mostrar que tais frac¢oes continuas sao
sempre periodicas da forma:

[ao,al,ag, ...,&2,&1,20,0] .

Assim por exemplo nem [1,2,3,4] nem [2,3,4, 3] podem ser as fraccoes
continuas de v/D para algum D € Z.

4 Teorema de Fermat e Reciprocidade Quadratica

Neste capitulo vamos enunciar o teorema da reciprocidade quadratica e dar
algumas aplicagoes. Depois provaremos o teorema, devido a Fermat, segundo
o qual todos os primos da forma 4k + 1 sao a soma de dois quadrados.

Comecemos entao por preparar o terreno para a reciprocidade quadratica.
Dizemos que a € Z é um residuo quadrdtico mdédulo m (m um ntimero natu-
ral) se a equacao

2:

T a mod m

tem uma solucao inteira, isto ¢é se existe uma raiz quadrada de a mod m.
Definimos agora o simbolo de Legendre.

DEFINIGAO 21. Dado um ntmero primo p e um inteiro a, definimos a

funcao
a 0, sepla
(—) = 1, septaeaéum residuo quadratico médulo p
p —1, se pfaeanao éum residuo quadratico médulo p

a qual chamamos simbolo de Legendre.
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Exemplo 12. Dado que as equacoes 22 =1 mod 7, e 2> =2 mod 7, tém 1
e 3 como solugoes em Z/7Z, respectivamente, os ntimeros 1 e 2 s@o residuos
quadraticos modulo 7 e por isso, (%) = (%) = 1. Do mesmo modo, podemos
obter os outros valores do simbolo de Legendre mod 7:

- @ O @ -

Naturalmente, qualquer simbolo (2), com a € Z, é determinado pelos valores

acima pois (%) = (%) sempre que a =b mod 7.

Exercicio 17. Prove que para qualquer primo impar p se tem:

o <%’> = (%) <§>, a, b inteiros

1) _ et )1 sep=1 mod4
.< )_( 1) _{—1 se p =3 mod 4,

O teorema da reciprocidade quadratica estabelece uma relacao entre as
equacoes 2 = ¢ mod p e 22 = p mod ¢q. Podemos enuncié-lo da seguinte
forma.

TEOREMA 22. Sep e q sao primos impares distintos, entdo

() (9~

Exemplo 13. Nio existe solucao da equacao 22 =3 mod 257 porque

(2%7) — (—1)E (?) = (—1)¥% . (%) = —1.

Do mesmo modo, 22 =7 mod 257 nao tem solucao, dado que

()= () - ()=

Exercicio 18. Decida se existem solucoes de:
e 72 =13 mod 211

e 22 =247 mod 1201
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e 22+ 51 +4 =47 mod 500.

Para ver a eficacia da reciprocidade quadratica, tente encontrar as solugoes,
nos casos de resposta afirmativa as questoes acima.

A primeira demonstragao completa da reciprocidade quadratica é devida
a Gauss por volta de 1796. Uma das demonstracoes mais simples foi obtida
por Eisenstein, e pode ser consultada em [MT] ou em [IR].

Vamos agora considerar o seguinte problema.

Problema 1. Que nimeros naturais podem ser escritos da forma z? + 12,
com ged(x,y) =17

Uma resposta nao tao incompleta é dada pelo seguinte teorema de Fermat.

TEOREMA 23. Seja p > 2 um numero primo. Entao,
p=2>+13> & p=1 mod4.

Em breve veremos como se pode utilizar este resultado para dar uma
resposta completa ao problema acima. Vamos apresentar duas demonstragoes
do teorema de Fermat; uma, nesta seccao, usando aproximacao por fraccoes
continuas e a outra, na seccao [, usando a teoria das formas quadréticas
definidas positivas.

Para provar o teorema precisamos primeiro do resultado seguinte, que
deixamos como exercicio.

Exercicio 19. Sex € Ren € N, entao existe uma fraccao ¢, com ged(a, b) =

I,talque0<b<ne
a 1

< —=
bl = bn+1)

Sugestao: Use uma aproximacao de x por fraccao continua.

‘x_

Demonstragdo. [Teorema de Fermat] e p = x? + y2, é trivial verificar que
p =1 mod 4. Reciprocamente, p = 1 mod 4 implica que (%) = 1, pelo
exercicio [l Entao, por definicdo do simbolo de Legendre, temos

Ir>0: r?>=—1 mod p.

Seja n = |/p] (onde |-] denota a fungao parte inteira). Usando o exercicio
acima, existem inteiros a e b tais que 0 < b <n e

1 1
< < .
“bn+1)  byp

_r_a
p b
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Seja ¢ = rb+ pa. Entao, ¢ > b, e

1 b
:>\rb+pa\<p—:\/]_9:>\c\<\/]_9.

N b/p

Portanto, 0 < b? + ¢ < 2p.

rb+ pa
pb

P+ =0+r =0*(14+r")=b*(1-1)=0 modp

Logo, podemos concluir que b? + ¢ = p. O
Podemos agora dar uma resposta completa ao problema [Il

TEOREMA 24. Um nimero natural pode ser expresso como x> + y2, com
ged(x,y) =1 se e s6 se nao tem factores primos da forma 4k + 3.

Demonstra¢ao. Usando o exercicio [ nao é dificil provar que qualquer
ntimero sem factores primos da forma 4k 4 3 pode ser escrito como 2 + y?
para algum z,y com ged(z,y) = 1. Basta usar as propriedades da norma e
notar que um tal nimero tem apenas 2, e primos da forma 4k + 1, na sua
factorizacao. Reciprocamente, suponha-se que existe um n com um factor
primo p, da forma 4k + 3, tal que n = 2? + y?, para algum z,y € Z com
ged(z,y) = 1. Entao temos

(1) 224+y*=0 modp logo 2?2 = —y* mod p.

Se x = y = 0 mod p temos um absurdo, porque entdo plr e pl|y. Caso
contrario a equacao ([Il) implica que —1 é um residuo quadratico médulo
p, pois Z/pZ é um corpo. Mas pelo exercicio [, se p = 3 mod 4 entao

=1

~ ) =—1L Logo temos uma contradicao. O

5 Triplos Pitagoricos

Vamos agora estudar um outro problema classico relativo a equacoes quadraticas.

Queremos encontrar todas as solugoes inteiras de
XP+v?=2%

A uma tal solugao (X,Y,Z) chamamos triplo pitagérico. Comegamos por
notar que isto é equivalente a encontrar todas as solucoes racionais de % +
y? = 1, através da transformacao

N| >
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y=2-—-2

Figura 5.1: Triplos pitagoricos pelo método dos declives

Suponhamos que z,y sao de facto solugoes da equacao. Entao (z,y) é um
ponto da circunferéncia (ver figura 1). A inclinacdo da recta que passa por

(z,y) e (1,0)

r—1 x—1

m

Vamos agora ver a reciproca: suponhamos que m € QQ é a inclinagdo de uma
recta que passa por (1,0) e outra solugao (z,y). Entao, temos

Yy = mx—m.

Substituindo, obtemos:
2+ mir—1)>2=1= (1+m?2?-2m’z+ (m* - 1) = 0.

E um facto bem conhecido que o quociente do termo de ordem mais baixa
pelo termo de ordem mais alta de um polinémio é o produto das suas raizes

(prove-o!). Assim, o produto das duas raizes do polinémio acima é 22;}
Como sabemos que uma das solugoes é 1 a outra tem que ser
m?—1
To = ,
" m2 41
o que da
2
m-—1 2m
=m(zp—1)=m -1)=—-—.
Ho (o =1) <m2 +1 ) m?+1
Assim, fazendo m = —a/b, com a, b € Z, podemos classificar todas as solugoes

racionais de z2 4+ y? = 1 como pares da forma:
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m? —1 2m a®> —b>  2ab
(.Z'O, yO) = 2 [ = 2 PRAPT) P .
m*+1 m=+1 a’?+b%"a®>+b
Voltando agora aos triplos pitagdricos, temos que se Z2 = X2 + Y? com
ged(X,Y, Z) =1 entao

X a2 -=1? Y 2ab
- = e - =
Z  a?+b? Z  a?+0b?

para certos a,b € Z primos entre si. Provamos entao o seguinte resultado.
PROPOSIGAO 25.  Qualquer triplo pitagorico (X,Y,Z) com ged(X,Y, Z) =

1 € da forma

a? =0 2ab . Z_a2+b2
é(a,b)’ d(a,b) ~ S(a,b)’

onde a,b € N e

1 caso contrdrio.

5(a,b) :{ 2 sea eb impar

Exemplo 14. Se tomarmos a = 2 e b = 1, entao §(a,b) = 1 e obtemos o
triplo da figura 1, (X,Y, Z) = (3,4,5). Menos trivial é o caso a =7, b = 4,
que da

X =33 Y=56  Z=065

Observagao 4. Usando este método das rectas com declive racional podemos
encontrar todas as solucoes de equagoes da forma:

az’ +bry +cy’ = A

desde que, como acima, saibamos pelo menos uma solucao.

Depois de termos determinado todos os triplos pitagéricos, e de saber
os nimeros que podem ser escritos na forma x? + y?, podemos generalizar
o Problema [, e perguntar quais os inteiros podem ser escritos da forma
22 4+ ny?, onde n é um inteiro positivo fixado. Por exemplo, para n = 2 e
n = 3, temos os seguintes resultados, que foram enunciados por Fermat e
demonstrados por Euler (veja-se o Exemplo B e o Exercicio B3)):

p=a>+2y> < p=1lou3 modS8.

p=2>+3y> & p=3oup=1 mod 3.

Para estudar estas questoes, vamos agora introduzir alguns conceitos geomé-
tricos que serao relacionados, mais tarde, com formas quadraticas definidas
positivas.
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6 O Plano Hiperbdlico e a Accao de SLy(Z)

Ao conjunto dos niimeros complexos com parte imaginaria positiva
H={z=z+iyecC:y>0},

chamamos plano hiperbdlico.

Observagao 5. A razao para dar a este espaco o nome hiperbélico prende-se
com o facto de ser um modelo natural para a geometria hiperbdlica (que é
um tipo de geometria nao euclidiana). Mais concretamente, equipando H
com a métrica Riemanniana

dr ® dy

Y2

obtemos uma superficie de curvatura seccional —1. Isto implica, por exem-
plo, que a soma dos angulos internos de um triangulo feito com segmentos
geodésicos é a diferenca entre 7 e a drea desse triangulo (necessariamente
menor que 7). Para uma introducao a geometria do plano hiperbdlico e suas
aplicagoes, que esta fora do ambito destas notas consulte-se, por exemplo, o
livro [RI].

Consideremos agora os seguintes grupos de matrizes.

ds®

)

o GLy(Z) é o grupo das matrizes 2 x 2 invertiveis com entradas inteiras
e cuja inversa tem também entradas inteiras. Como se pode facilmente
verificar, uma matriz 2 X 2 de entradas inteiras estd em G Lo(Z) se e 86
se tem determinante 1 ou —1.

o SLy(Z) é o subgrupo de GLy(Z) cujos elementos tém determinante
igual a 1.

Exemplo 15.
29 c 51,2
15 2

< _f _g ) € SLy(7Z).

Exercicio 20. Prove que SLy(Z) é o grupo gerado pelas matrizes

0 1 11
S:(—10) ¢ T:<o 1)’

isto é, que qualquer matriz em SLo(Z) pode ser escrita como um produto de
um numero finito destas matrizes e suas inversas.

com inversa dada por
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Uma nocao matematica muito importante é a de uma acgao de grupo num
conjunto.

DEFINIGAO 26.

e Dizemos que um grupo G actua num conjunto M se existe uma aplicagao

¢ Gx M — M tal que ¢(g1, ¢(g2,m)) = ¢(g192,m) € p(e,m) = m,
para todo g1,9o € G e m € M, onde e € G designa a identidade de G.

e Ao conjunto G -z = {¢(g,z) : g € G} chama-se a drbita de = pela
acgao de G. O espago quociente M /G = {G -z : x € M} é designado
o espaco das orbitas.

Observagao 6. Quando a aplicacao ¢ esta subentendida, escrevemos normal-
mente g -x em vez de ¢(g,x). Observe-se que, se M é um espago topoldgico,
o espago das drbitas adquire também uma topologia natural (chamada topo-
logia quociente).

Muitas vezes, é 1util considerar a relagao de equivaléncia definida por uma
accao. Esta é a relacao definida por x ~ y, x,y € M, se e s6 se x e y estao
na mesma Orbita.

Exercicio 21. Prove que a aplicagdo ¢(n,z) = = + 27n define uma acgao
de Z em R. Neste caso Z - x = x + 277 e o espaco das 6rbitas R/Z pode ser
identificado com a circunferéncia S*.

DEFINIGAO 27. Definimos a seguinte ac¢ao de SLs(Z) em H:

W.Z::pz%—q 72(? Z)ESLQ(Z), zeH

rz+s

Mais precisamente, esta operagao é definida pela aplicagdo F' : SLo(Z) xH —

H dada por F(v,z) = fiig, onde v é como acima.

Exercicio 22. Prove que F estd bem definida, i.e., se z € He v € SLy(Z)
entao F'(v,z) € H. Prove, também, que é uma acgao no sentido da Definigao

26

Esta accao de SLy(Z) pode ser representada graficamente como na Fi-
gura 2. Nela, fazemos uma divisao do plano hiperbdlico por um conjunto
infinito de regioes conexas, limitadas por segmentos de recta e arcos de cir-
cunferéncia. Vamos mostrar que cada elemento de SLy(Z) envia uma destas
regioes noutra, e que a orbita de qualquer ponto intersecta qualquer uma
destas regioes. As letras representam o elemento v € SLy(Z) usado para
obter uma dada regiao a partir da regiao K que esta sombreada na Figura.
Por exemplo, qualquer ponto na regiao T'S é da forma T'S - x com x € K.
Vejamos como actuam as matrizes S e T (Exercicio Bl) e que geram S Ly(Z).
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Exercicio 23. Sendo (z,y) um ponto de H, mostre que T'- (z,y) = (z+1,y)

eque S (z,y) = @(—x,y).

A proposicao seguinte mostra entao que cada uma das regioes na Figura
2 é transformada em qualquer outra por acc¢ao de algum elemento de SLy(7Z).

72 7! 2i- T T2
K
o S R 5 S I
715 5 TS
sTs| st \ | /ST ST\ /
/N N\ —L— N —L—\
\
! N S LAY [
2 1 12 0 2 1 2

Figura 6.1: Subdivisao do plano hiperbélico de acordo com a acgao de S Ly(7Z)

PROPOSICAO 28. Qualquer 7 € H estd na orbita de wm ponto contido na
7€g10.0
K={s=zx+iycH:z € [—%,%], |z| > 1}.

Demonstra¢ao. Qualquer ponto z = x + iy € H cuja parte imaginaria y
é superior a 1 estd na orbita de um ponto de K, pois basta que actuemos
sucessivamente com a transformacao 7" para que a sua parte real z fique em
[—3, 3] (dado que T preserva y). Como S transforma z € Hem 2’ = 2/ +iy’ =
—1/z, deduzimos que y' = y/|z|* (pelo Exercicio B3)) o que implica que
y' < 1/y (pois |z] > y). Concluimos assim que os valores de y em qualquer
orbita sao limitados superiormente. A proposicao segue entao do facto que
S envia o interior da circunferéncia unitaria no seu exterior (Exercicio E3), e
por isso (quando |z| < 1) faz sempre aumentar o valor de y. O

Para descrevermos o espago das érbitas desta accao, basta entao estudar
a acgao de SLy(Z) na regiao K. Aqui ficam algumas questoes que serao
relevantes mais tarde.

Exercicio 24. Mostre que:
i) Quaisquer dois pontos distintos no interior de K nao estao na mesma
orbita;
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ii) Na fronteira de K qualquer ponto é equivalente (i.e, estd na mesma
6rbita) a outro distinto, excepto o ponto z = i;

iii) O espago quociente H/SLy(Z) pode ser identificado com um disco
fechado.

7 Representacao de Inteiros por Formas Quadraticas

Ja sabemos, através do teorema de Fermat (TeoremaZ3) que niimeros podem
ser escritos na forma x? + y? para x,y € Z. Agora vamos generalizar esse
resultado. Por exemplo

Problema 2. Que ntimeros podem ser escritos na forma
45822 + 2142y + 25y*?

O estudo deste tipo de problemas foi iniciado por Lagrange em 1773-1775,
que introduziu as nogoes de discriminante, equivaléncia e formas reduzidas
que definiremos em seguida.

Designaremos por

f(z,y) = ax® + by + cy?, a,b,c € Z

uma forma quadratica genérica de coeficientes inteiros. Note-se que esta
forma quadratica pode ser também vista como uma funcao Z x Z — 7Z
definida por uma matriz 2 x 2 simétrica. De facto, a forma acima é definida

pela multlphca(;éo matricial
Yy .

fen =)
Observagao 7. De forma sintética, representaremos a forma quadratica f =
az? + bry + cy® por (a,b,c) e a correspondente matriz 2 X 2 acima por M.
Muitas vezes assume-se que b ¢ par porque neste caso, M; tem entradas
inteiras.

nlcr Q
o N

DEFINIGAO 29. Dizemos que f é primitiva se ged(a,b,c) = 1. Diz-se que
f representa m € Z se a equagao f(x,y) = m tem solugoes inteiras z e y. Se
além disso = e y forem primos entre si, entao dizemos que m é representado
propriamente por f.

Como consequéncia do teorema de Fermat, temos:

Exemplo 16. O inteiro m é representado propriamente por z? + 32 se e s6
se m nao tem factores primos da forma 4k + 3.

Existe uma 1til nocao de equivaléncia entre formas quadraticas.
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DEFINIGAO 30. Duas formas quadraticas f(z,y) e g(x,y) sao ditas equi-

valentes se existe
(P g
Y= < ros ) - GLQ(Z)

tal que f(x,y) = g(px+qy,rz+ sy), para todo z,y € Z. Se pudermos tomar
v € SLy(Z), entao dizemos que f e g sao propriamente equivalentes.

Exercicio 25. Verifique que f e g sao equivalentes se e s6 se as matrizes
correspondentes verificam M, = "M~y para certa matriz v € GLy(Z). Neste
caso escrevemos Y(f) = g. Assumindo f = (a, b, ¢) determine v(f) em termos
de (a,b,c) e das entradas de . (Sugestao: calcule a inversa da matriz ).

Observagao 8. Uma vez que vy é invertivel, é facil ver que formas equivalentes
representam exactamente os mesmos nimeros inteiros.

Exemplo 17. As formas 22 + (v + y)? = 222 + 22y + y* e 22 + y? sdo
propriamente equivalentes pois a primeira obtém-se da segunda pela mudanca
de varidveis (z,y) — (x,x+y), representada por uma matriz de determinante
1. Logo, representam precisamente os mesmos inteiros.

Exercicio 26. Prove que ¢(v, f) := v(f) define uma acgao de GLy(Z) (e de
SLy(Z)) no conjunto das formas quadréticas.
Prove que a acgao preserva formas primitivas, i.e se f é primitiva entao v(f)
¢ primitiva para qualquer v em SLy(Z).

Definimos agora um importante invariante de uma forma quadratica.

DEFINIGAO 31. Dada uma forma quadratica f(z,y) = az® + bry + cy?,
chamamos ao ntimero D = b — 4ac, o discriminante de f.

Por exemplo, o discriminante de 22 + ny? é —4n.

Exercicio 27. Mostre que formas equivalentes tém o mesmo discriminante.
Assim, o discriminante é de facto invariante pela acgao de SLy(7Z).

Exercicio 28. Mostre que D = 0 se e s6 se f ¢ da forma \(az + by)?, onde
A a,beZ.

Notando que

2
af('r7 y) — CL2$2 + abxy + CLcy2 — <CL$ + _) + acyQ . _y _

by S| 9
= = —-y°D
<ax—|—2) 4y ,

Vemos que:
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1. se D > 0, entao f representa tanto niimeros positivos como negativos.

2. se D < 0, entao

i) a > 0= f é sempre positivo.

ii) a < 0= f é sempre negativo.

Quando D < 0 e a > 0 dizemos que f é definida positiva. Isto ocorre
precisamente quando a correspondente matriz M, é definida positiva, uma
vez que D = —4det M.

Exercicio 29. Prove que se f é definida positiva, entao v(f) é definida
positiva para qualquer v € SLy(Z).

Assim, podemos dizer que SLy(7Z) actua no conjunto, que designaremos
por P, das formas quadraticas definidas positivas.

De aqui em diante, iremos considerar apenas formas f definidas positivas.
Por isso, D sera doravante um inteiro negativo e seguiremos a convengao
usual segundo a qual v/D denota a raiz quadrada de D com parte imaginéria
positiva.

DEFINIGAO 32. Uma forma quadrética f(z,y) = ax® + by +cy?> € P é
chamada reduzida se for primitiva e se

bl <a<c e

b>0 se |bj=a ou a=c

O nosso objectivo agora é mostrar que qualquer forma definida positiva
¢é propriamente equivalente a uma tunica forma reduzida. A estratégia é
mostrar que as acgoes de SLo(Z) em P e no plano hiperbélico sdo, num certo
sentido, a mesma. Para isso, comegamos por associar um nimero complexo
7 no plano hiperbdlico a uma forma quadratica definida positiva.

DEFINIGAO 33. Seja f(z,y) = ax? + bry + cy? € P. Definimos a seguinte
correspondeéncia

—b++D

T:P—H: = Ty =

/ / 2a
Dado que Im 74 = %2—5 > 0, 74 estd no plano hiperbdlico H. Note-se que
T = T, se e s6 se f e g sao ambas multiplos inteiros da mesma forma

primitiva.

Temos entao o seguinte resultado.
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TEOREMA 34. A acgio ¢ : SLs(Z) x P — P corresponde através da
aplicagao 7 : P — H a acgdo F : SLy(Z) x H — H. Isto significa que
F(y,75) =7(0(7, ) = T

Outra forma de enunciar este resultado é dizendo que o diagrama

P——H

)

P?H

é comutativo para qualquer v € SLy(Z).

Demonstracao. Deixamos a demonstracao para o leitor, notando que basta
prova-lo para os dois geradores S e T' de SLs(Z), uma vez que F e ¢ sao
accoes. ]

TEOREMA 35. Qualquer forma primitiva definida positiva € propriamente
equivalente a uma e somente uma forma reduzida.

Demonstragao. Temos que mostrar que a érbita, por SLy(Z), de qualquer
forma primitiva contém uma e uma sé forma reduzida. A ideia da demons-
tracao é verificar que a imagem, pela aplicacao 7, de uma forma quadratica
reduzida é a regiao F indicada na figura 3 (as linhas cheias pertencem ao
conjunto, mas as tracejadas nao).

Figura 7.1: Regiao em H correspondente a formas reduzidas

Como a accao em P é equivalente a accao em H pelo teorema anterior, e a
regiao F contém um e apenas um elemento de qualquer érbita de SLy(7Z)
em H (ver a Proposicao 28 e o Exercicio 24]) o teorema ficara demonstrado.
Consideremos entao uma forma reduzida f = (a, b, ¢) verificando |b| < a < c.

A parte real de 74 ¢ —% e por isso, pertence a | — %, %[ Por outro lado, temos,
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2 b2+ (4ac—b?) c p . . .
I7f|° = =12 = £ > 1 e portanto, 7y estd no interior de F. Deixamos
para o leitor a verificacao de que os casos limite b = —a e ¢ = a, também
tem 7, € F. O

Dada uma forma primitiva, a seguinte receita permite-nos obter a tnica
forma reduzida que é propriamente equivalente a ela. Este resultado da uma
demonstracao alternativa do teorema anterior.

PROPOSICAO 36. Se f € primitiva, obtém-se uma forma reduzida pela
aplicagdo sucessiva (de um finito nimero) dos sequintes passos:

1. Sec<a ouse (a=ceb<0), mudamos (a,b,c) para (¢, —b,a). Isto

. 0 —1
corresponde a actuar com a matriz 1 0 .

2. Se |b| > a, mudamos (a,b,c) para (a,V/,c") onde V/ = b+ 2ak e ¢ =
¢ + bk + ak?, para algum k tal que |V'| < a. Isto corresponde a actuar

i 1 k
com a matriz { | ).

3. Se b = —a, mudamos (a,b,c) para (a,a,c). Isto corresponde a actuar
. 11
com a matriz ( 0 1 )

Exercicio 30. Prove que este algoritmo termina e que da sempre origem a
uma forma reduzida.

Exemplo 18. Seja f(z,y) = 4582% + 214xy + 25y que tem discriminante

D = —4. A receita da proposi¢ao acima pode ser descrita pela seguinte
tabela.
| (a,b,c) | passo | novos valores | matriz |
(458,214, 25) 1 (25, —214, 458) < (1) _01 )
(25,—214,458) | 2, com k=4 (25, —14,2) ( (1) le )
0 -1
(25, —14,2) 1 (2,14,25) <1 0 )
1 -3
(2,14,25) 2, com k= —3 (2,2,1) < 0 1 )
11
(1,-2,2) 2, com k=1 (1,0,1) ( 01 )
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10 458 107
2,2 4
Dado que x* +y* é representada por ( 01 ) e [ por ( 107 25 )v d

acordo com a tabela,
1 0\ 4 458 107
01)~7\107 25 )7

onde 7 é dado pela multiplicagdo das matrizes usadas antes:
(0 -1 1 4 0 —1 1 -3 0 —1 1 1Y)
771 o0 01 1 0 0 1 1 0 01)~
B 3 4
S\ =13 —17 )"

Logo os ntimeros representados por f e por 2 + y? sao os mesmos!
Exercicio 31. Determine as formas reduzidas equivalentes nos casos:

o f=(511,7);

o f=(5—-13,9).

Vamos agora provar que para um dado valor D existe somente um nimero

finito de formas reduzidas de discriminante D.

DEFINIGAO 37. Denotamos o conjunto de classes de equivaléncia de formas
reduzidas de discriminante D por C(D), e chamamos ao numero h(D) =
# C(D), o numero de classe de D.

TEOREMA 38. Para qualquer inteiro D < 0, existe um niumero finito de
formas reduzidas de discriminante D.

Demonstragdo. Seja az? + bry + cy? uma forma reduzida de discriminante
D =b* —4ac. Logo [b| <a<ec, e

(2) — D =4ac —b* > 46> — b* = 3b* > 0.

Isto implica que @/—g > |b|, e dado que D + 4ac = V?, para D fixo, existe
somente um numero finito de possibilidades (a, b, ¢) para que f = (a,b,c)
seja uma forma reduzida de discriminante D. O

Podemos, por exemplo, calcular todas as formas reduzidas com D = —4.

Exemplo 19. Se D = —4 entao por () temos 4 > 3a?. Portanto a = 1
oua = 0. Como a = 0 nao representa uma forma definida positiva, temos
a=1, b <1e—4=10%—4c, o que apenas tem b =0 e ¢ = 1 como solugao.
Concluimos entao que 22 4 y? ¢ a tinica forma reduzida de discriminante —4.
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Exercicio 32. Calcule todas as formas reduzidas com os seguintes discrimi-
nantes: D = —3,—7,—8,—11,—12, —15, —16, —28.

Esbocamos a prova do seguinte teorema. Seja n inteiro.
TEOREMA 39. h(—4n)=1seesdsen=1,2,3,4,7.

Demonstragio. [Landau] Para qualquer n a forma z2 +ny? é reduzida. Para
n =1,2,3,4,7 o leitor pode verificar como no exemplo acima que esta é a
tnica forma reduzida com discriminante —4n. Para provar que h(—4n) > 1
para outros n, indicaremos uma forma reduzida de discriminante —4n que
nao é equivalente a apresentada acima.

e Se n nao é um numero primo, entao n = ac, com ged(a,c) =1lea < ¢,
logo ndés podemos tomar

f(z,y) = ax® + cy? e D = —4n.

e Se n = 8, tomamos
3% + 2xy + 3y°.

e Sen=2"r >4, tomamos
42® + day + (2772 4+ 1)y

e Sen =yp", com p impar dividimos os casos em:

— se n + 1 pode ser escrito como ac, com ged(a, ¢) = 1, tomamos

az? 4 2zy + cy?;
—sen+1=2% com s > 6, tomamos
82% 4 6y + (2°7% 4+ 1)y
— considerar os casos restantes p =3,7,31 er = 1.

O

Estamos a aproximar-nos de um dos nossos objectivos iniciais: saber quais
os numeros representados por uma dada forma quadratica. Infelizmente, s6
o conseguiremos completar nos casos h(D) = 1, onde D ¢ o discriminante da
forma.
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LEMA 40. Uma forma f(z,y) representa propriamente m se e s6 se f é
propriamente equivalente a

g(z,y) = ma® + bry + cy?,

para certos inteiros b e c.

Demonstracdo. Se f é propriamente equivalente a g como acima, g repre-
senta m propriamente, pois basta tomar (z,y) = (1,0); entdo f também

representa m propriamente (note que se y(f) = g, com y = Zr) Z , vem
f(p,r) = m). Reciprocamente, seja f(p,q) = m com ged(p,q) = 1. Entao

= 1. Um calculo

existem r,s € Z tais que ps — rq = 1, logo det 2; CS]

mostra que
fpx + 1y, gz + sy) = f(p, q)x” + (2apr + bps + brq + 2cqs)zy + f(r, )y,

o que implica que f é propriamente equivalente a g da forma pretendida. [

Note-se que temos sempre D = b?> —4ac = 0,1 mod 4, dado que b* = 0, 1
mod 4.

LEMA 41. Seja D =0,1 mod 4, e m > 2 um numero primo. Entao m é
propriamente representdvel por uma forma primitiva de discriminante D se
e s6 se D € um residuo quadrdtico modulo m.

Demonstracao. Se m é propriamente representavel por f, entao, pelo lema
anterior, podemos assumir que ¢ da forma f(z,y) = mz? + bry + cy?, e vem
D = b —4mec = b mod m. Logo D é um residuo quadratico médulo m.
Reciprocamente, se D é um residuo quadratico médulo m, entdao D = d?
mod m para um certo d. Isto implica que D = b*> mod 4m, onde b = d se
D = d? mod 4, ou b = d + m caso contrario. Portanto, D = b?> — 4mc para
algum ¢ € Z. Assim, a forma ma? + bxy + cy? é primitiva pois m é primo,
tem discriminante D e representa m propriamente. O

As seguintes sao consequéncias imediatas dos lemas acima.

Corolario 3. Seja n um inteiro e p um primo impar que nao divide n.
Entao <%§") = 1 se e s0 se p € representado por uma forma primitiva de

discriminante —4n.
Como consequéncia, obtemos uma nova prova do teorema de Fermat.

Corolério 4. Se p é um primo impar, p = 2> +y* se e s6 se p=1 mod 4.



102

EscorLA DIAGONAL 2005

Demonstragao. Sep =1 mod 4 entao temos, pelo Exercicio[[d, que (‘71) =

1. Como 4 é um quadrado, temos também (%) = 1. O corolario anterior

diz-nos entao que p é representado por uma forma primitiva de discriminante
—4. Mas a tnica forma reduzida de discriminante —4 é x4 y? (ver Exemplo

). O

Corolario 5. Seja h(—4n) =1 e p ¥ n. Entdo <_le> =1seesdsep=

22 + ny?.

Exemplo 20. Pelo corolério acima 2 + 2y? = p, para um primo p # 2, se e

SO se <_78> = 1. Mas, pelo Exercicio [, isto é equivalente a

(2)-()- s

Logo % + p%l tem que ser par, o que significa que 16 divide 4(p — 1) +
(p*—1)=(p—1)(4+p+1). Qualquer primo fmpar é de uma das seguintes

formas 8k + 1,8k + 3,8k + 5,8k + 7. Agora é facil verificar que

p=a>+2y> < p=1lou3 modS8.

Exercicio 33. Faca o mesmo para z? + Dy?, onde D = 3,4, 7.
Exemplo 21. Vejamos para que primos p se tem <_T2O> = 1. Usando a

reciprocidade quadrética e o Exercicio [

-2 0)

Para que (—1)1%1 (g) tome o valor 1 necessitamos que seja p =1 mod 4 e
(g) =loup=3 mod4e (%’) =—1.

Podemos facilmente verificar que os residuos quadraticos médulo 5 sao
apenas 0,1,4( mod 5), e logo os residuos nao-quadraticos sdo dados por
2,3( mod 5). Assim estamos a procura dos niimeros que verificam uma das

condigoes:
e p=1 mod4ep=0,1,4 mod 5;

e p=3 mod4dep=23 mod>.
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O leitor pode facilmente verificar, usando o teorema chinés dos restos (Teo-
rema[[2), que fora p = 5, estes primos sdo exactamente aqueles para os quais
p=1,3,7,9 mod 20.

Podemos também mostrar que h(—20) = 2 e que as duas formas reduzidas
primitivas com discriminante —20 sao

z? + 5y? e 22% + 2xy + 31°.

E facil verificar que s6 a forma 22 + 5y? pode representar os ntimeros con-
gruentes com 1,9 mod 20 e que s6 a forma 222 + 2xy + 3y? pode representar
os numeros congruentes com 3,7 mod 20. Portanto, temos o seguinte:

e p=2?+52p=1,9 mod 20.
o p=22°+2ry+ 3y’ < p=3,7 mod 20.

Contudo as congruéncias nao permitem resolver o problema da representa-
bilidade em todos os casos. Além disso, existem formas que representam
exactamente os mesmos inteiros e que nao sao equivalentes.

Exercicio 34. Prove que as formas 222 +xy+3y? e 222 —ry+3y? representam
0s mesmos numeros, mas nao sao equivalentes.

Aqui ficam os ultimos exercicios.
Exercicio 35. Quais os n € N que verificam 2%+ 5y = n, com z, y inteiros?

Exercicio 36. Encontre os primos p que podem ser escritos como z2 + 8y?.
E que naturais n podem ser escritos da mesma forma?

A teoria da representabilidade de formas quadraticas estd ainda activa
e recentemente conduziu a alguns resultados notaveis. Por exemplo, J.
H. Conway e W. Schneeberger provaram em 1993 que, para uma forma
quadratica definida positiva (com qualquer numero de variaveis) dada por
uma matriz com entradas inteiras (como observado acima, no caso de formas
a duas varidveis ax? + bry + cy?, isto significa que b é par) representar qual-
quer inteiro positivo, é suficiente que ela represente qualquer inteiro de 1 a 15.
Este é o chamado teorema-15 (consulte, por exemplo, [C2]). Em 1999, M.
Bhargava descobriu uma demonstragao mais simples deste resultado [B]. Em
2005, ele foi mais longe e provou, em conjunto com J. Hanke, o teorema-290.
Este resultado diz que uma forma quadratica definida positiva com coefi-
cientes inteiros representa qualquer inteiro positivo se representar qualquer
inteiro de 1 a 290 (de facto, basta que represente somente determinados 29
destes nimeros).

Como estas notas estao agora a chegar ao fim, deixaremos o leitor com
alguns problemas para pensar.



104

EscorLA DIAGONAL 2005

Problema 3. Prove que nao existem formas quadraticas em duas variaveis
que representam todos os inteiros positivos. O mesmo é verdade para trés
variaveis.

Problema 4. Existe alguma solucao para z? — 3y? = 10? Mais geralmente,
em que hipéteses se pode resolver 22 — Dy? = n?

Problema 5. Consegue descobrir os niimeros n tais que 2° + 3 = n?

Divirtam-sel!...

Referéncias

B]

[C1]

[C2]

IR]

K]
[MT]

R]

[ST]

M. Bhargava, On Conway-Schneeberger fifteen theorem, in Quadratic Forms
and their Applications (Dublin, 1999), 27-37, Contemp. Math., 272, Amer.
Math. Soc., Providence, RI, 2000.

J. H. Conway, The sensual quadratic form, Carus Mathematical Monographs,
The Mathematical Association of America, 1997.

J. H. Conway, Universal quadratic forms and the fifteen theorem, in Quadratic
Forms and their Applications (Dublin, 1999), 23-26, Contemp. Math., 272,
Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2000.

K. Ireland e M. Rosen, A Classical Introduction to Modern Number Theory,
Second Edition, Springer Verlag, 1990.

Hua Loo Keng, Introduction to Number Theory, Springer Verlag, 1982.

S. J. Miller, R. Takloo-Bighash, An Invitation to Modern Number Theory,
Princeton U. P., 2006.

J. G. Ratcliffe, Foundations of Hyperbolic Manifolds, Springer Verlag GTM
149, 1994.

I. Stewart and D. Tall, Algebraic Number Theory, Chapman & Hall, 1987.



	Prefácio
	Resumos dos Cursos
	Rui Loja Fernandes --- Uma Breve Excursão à Rua das Matemáticas
	Pedro Matias & Rui Carpentier --- Nós, Elos, Tranças e seus Invariantes
	 --- Formas Quadráticas e Fracções Contínuas 

