Introducao a Analise Complexa
1° Semestre de 2024/25
LMAC

Exercicios

I Numeros complexos

1. Escreva os seguintes niimeros complexos na forma algébrica e represente-
os no plano de Argand:

a) (2+4)(1—i)=3—1,

k=g
c) f—: = 3t

d) (2—3i)? = —5 — 12i,
e) (1—2i)* = —11 + 2i,
f) & =

2. Determine o médulo e o argumento dos seguintes niimeros complexos
e represente-os no plano de Argand:

1
3—4d = 5E(—i arctan %),

a) 2=z

b) z+w =%+ 1w,
c) Zw =Z W,

) =3



10.

z| — 2
c) ’w} = Jwp

d) |2+ w| < [z] + |w],
e) |z —w| = [z = wl]

Calcule as raizes cubicas de —8i e assinale-as no plano complexo. Res-
posta: QE(—i%), 2E(ig), 2E(i%”).

Determine para que valores de 6, pertencentes ao intervalo | — 7, 7|, se
tem

11+ E(i0)| = V2.
Resposta: +3.

Sejam 27, zo e z3 trés numeros complexos de médulo unitario satisfa-
zendo z1 + 2o + z3 = 0. Mostre que esses complexos sao vértices de
um triangulo equildtero. Sugestao: Comece por reduzir ao caso em que

z1 = 1; verifique que entao 25 e 23 sao conjugados; logo zo = — % + ?z
— _ 1 B
€ Z3 = — ) F TZ'

Determine as solugoes das seguintes equagoes:

(1)

(i) 1—2z+22=0. Resposta: %‘/5
(i) 2%—2'+22—1=0. Resposta: 1, B(+i%), E(+i3F).

(iv)  14z+42*+..+2"7=0. Resposta: —1, &i, E(+i%), E(+i3F).

6 _ 6 : - i
(1—2)% = (1+2)5 Resposta: 0, +i/3, +75.

Calcule e represente no plano de Argand:

a) V/i. Resposta: E(iZ), E(i2), E(i%).
b) v/—1. Resposta: E(i%), E(z’%’r), E(’i%’r), E(z%’r)

¢) V1 —1. Resposta: f/ﬁE(—i%), WE(z%’T)
Verifique se {(/z)?} = {v/22} para todo o z € C.



IT Funcgoes complexas

1. a) Determine a equagao da recta que passa por —1 e i. Resposta:

(“1+ )7+ (=1 —d)z—2=0.

b) Determine a equagdo da circunferéncia que tem centro em —1 e
passa por i. Resposta: |z +1|=v2 & |z +2+Z—1=0.

¢) Determine dois pontos da recta (1—2i)z+(142i)z—2 = 0. Resposta:
le %

d) Determine o centro e o raio da circunferéncia |z|*> — (1 —4)z — (1 +
i)Z+1=0. Resposta: 1 +1ie 1.

. Represente a imagem das duas rectas e das duas circunferéncias por
P
z

NI [N
) T
1 ‘| 1
[ ) 1
7/
/

-
AN
‘-—
7/
/

/

. Calcule as imagens das regioes R pelas funcoes f:

a) R={2€C:|z| <2, n/4d<argz <7/2}, f(2) =23
b) R={z€C:|z| <2}, f(rE@0)) = J/rE(i0/3) com —1 < 6 < .
o) R={z€C:[z] <1}, f(2) =
Resposta: {zE(C:§R2> %}
d) R={z€C:|2| <1}, f(z) = =,
Resposta: {z € C: (1 —i)z > 0}.
e) R={2€C:1<RN2<2,0<S2<1, |[z-2|>1}, f(2) = .

z—1
Resposta: {zE(C:O<§Rz<%, z—i—%}>%, %z<0}.

1
z+1"°

3



1)

. Sejam a e b nimeros complexos. Prove usando complexos que

z—a
R(255) -0

representa a equacao de uma circunferéncia com diametro de extremi-
dades em a e b.

f)y R={z€C:Rz>1,32< 0}, f(2) =

1
-
Resposta: {z€ C: [z -3 <L [z+%|>

. Calcule as imagens das regioes R pelas funcoes f:

a) R={2€C:Rz>0}, f(z2) = jf} (transformagao conforme de um
semiplano num disco).

b)) R={z€C:|z|] <1leSQz >0} f(2) = (%)2 (transformagao
conforme de um semidisco num semiplano).
¢) R=C\{z=z+i0 € C:z e [-1,1]}, f(2) = /&5 (transformacao

conforme do complemento de um segmento de recta num semiplano).



IT1

1.

Diferenciabilidade de funcoes complexas

Estude a diferenciabilidade de = + iy — e*E(iy).
Resposta: A funcao é diferenciavel em qualquer z = z + iy € C e com
derivada igual a funcao.

. Estude a diferenciabilidade da funcao f : C — C, definida por

f(x+iy) = (2* — y*) +i(2vy + cosy).

Resposta: f é diferenciavel quando y = kw, com k € Z. Neste caso,

fl(z) =2z.

. Estude a diferenciabilidade das fungoes z — 22, 2 + 2*Z e z — |2z|Z.

Resposta: Qualquer das funcgoes é diferenciavel apenas em z = 0 e com
derivada nula.

. Estude a diferenciabilidade da funcao f : C — C, definida por

fla+iy) =3z +1)° +y° +iy.
Resposta: f'(—=2,0) =1e f'(0,0) = 1.

Determine o conjunto dos pontos onde a funcao f : C — C, definida
por
flx+iy) = —(z + 1)E(iy) +i(z — 1) E(=iy),

¢ diferencidvel.
Resposta: f ¢é diferencidvel quando z = 0 ou quando y = — 7 +km com

ke Z.



IV Diferenciabilidade de funcoes complexas em coordenadas
polares, séries de poténcias complexas, exponencial, loga-
ritmo

1. Usando a equacao de Cauchy-Riemann na forma polar, prove a dife-
renciabilidade e calcule a derivada de

a) z+ 1/2" com n € Ny;

b) z /z onde Vrei? = {/re?®/m com —1 < § < w, onde n € N. Esta
fun(;ao ¢ diferenciavel no eixo real negativo? E em zero?

2. Estude a diferenciabilidade e calcule a derivada da funcao f: C — C,
definida por f(re) = r?+if parar >0e —m < < 7, e por f(0) = 0.

3. Considere a funcao f: C\ {0} — C, definida por
f(re®) = (rinr —r?)e®.

a) Estude a diferenciabilidade e calcule a derivada de f.

b) Determine se f pode ser prolongada por continuidade a origem.
Em caso afirmativo, estude a diferenciabilidade do prolongamento
na origem.

4. Determine o raio de convergéncia de

D

) >y 2", Resposta: R =1,

) >0 ,nz", Resposta: R =1,

) Yoo, e"z", Resposta: R=e!,
) Do n'z Resposta: R =0,
)
)

o T

o,

oo ,272m2", Resposta: R =4,
f£) >0 2"2( D"2n Resposta: R =0,
g) ZZO:1 i—gz ,  Resposta: R =1/2.

(&

5. Esboce a imagem de {z€ C: 0 < Rz < 1, 0 < Yz < 7w} por z — €.

6. Obtenha o desenvolvimento em série de poténcias de sin z.



10.

11.

12.

. Estude a diferenciabilidade de z + log z, onde

log (re”) =Inr +4i0 com —7 <<t

é o logaritmo principal.

. Esboce a imagem de {z € C: Rz <0, |z| > 1} por z — log z onde log

designa o logaritmo principal.
Calcule

a) log(—i), Resposta: —im/2,

b) log(l — 1), Resposta: In2/2 —in/4,
c) log( ?z), Resposta: im/3,
d) @

Resposta: e /2,

Estabeleca as seguintes identidades (onde z € C):

cos?z +sin?z = 1,
cos(iz) = cosh(z),
in(iz) = isinh z,
(

sin(z +w) =sinz - cosw + cos z - sinw.

a
b

(@)
0,

d
e sm(—i log(iz +v1 - 22)) =z

Mostre que a funcao sin z é ilimitada em qualquer recta nao paralela
ao eixo real.

)
)
)
)
)

Resolva as seguintes equacoes:

a) e =—1, Resposta: z =i(2k + 1),
b) log(i — z) =1, Resposta: z = —e +1,

c) sinz —cosz =i, Resposta: z = ——+27Tk:—zln( \/\5/5> ou
z:%+27rk:—z’ln<\/_\3/;> com k € Z.



V Integrais de Funcoes Complexas, Teorema Fundamental do
Calculo, Teorema de Cauchy, Féormula Integral de Cauchy

1. Usando a definicao, calcule

a) fvzdz onde 7 é o segmento de recta que une 1 a 2+ 3¢. 1: 6 + 3i.

b) fﬁ{ 2% dz, onde v é o arco de circunferéncia que une 3 a 1 — 2i e que
(1-24)3 33
SR T X
c) fvidz onde 7 é o troco de pardbola {x + iy € C : y = 2%} com

passa por 14 2. r:

inicioem 0 e im em 1+ 7. 1: 1+%.

d) f|z|:r arg z |dz|, onde arg z designa o argumento principal. r: 0.

2. Calcule ao longo de uma curva no primeiro quadrante:

1+z

a zdz; T =241

2
1im /2 e2z 1+e?
C fo dz; r: - =5

d

in
dzr -

)

b) fl 14+4/z) dz, onde \/Z designa a raiz principal; r: i—143 (—Q+§i—1 ;
)
)

3. Justifique que
a) z— [ e dw,
b) z|—>fozz sin(w?) dw, e
) 2z [T e duw

sao fungoes bem definidas. Calcule as suas derivadas. r: e¥"# 2z sin(z%),
in2
e cosz e Z,

4. Calcule
a) J.- LT dz; 1 2mi;
b) oo Traprn 45 1 O
)

¢ f|| 3 9P d) dz; v 5
) Jy. s TapeT 47 v 0.
5. Calcule



a fll 25md2’; r: 2mi;

f|| 9 z+1 dz,n € Z;r: 0sen# —1,2nisen=1;

o

(@]

> Tn-1)]

s

1 - :
fz 121 e 47 T =
e f| =3n SHZIZ z; 1 0.

. Seja f uma funcio inteira que satisfaz |f(z)| < ¢(1 + |2|®) para deter-

minado ¢ em R*. O que pode afirmar quanto a f? Sugestao: Prove
uma generalizacao do Teorema de Liouville.

[oW

)
)
)f||2z+1 dz,ne€Z;1: 0sen <0, T2 "1e=2 ge n > 0;
)
)

. Sejam a € C e r > 0. Suponha f é inteira e que o seu contradominio
nao intersecta a bola aberta de raio r centrada em a. Prove que f é
constante.



VI Séries de Taylor e de Laurent, Teorema dos Residuos

1. Calcule o desenvolvimento em série de Taylor ou Laurent em torno do
ponto zero, indicando a maior regiao onde é valido:

a) z i oy Ty oo o 2" para |z] < 1

b) z = o1 Yo o (—2)" para |z] < 1

c z>—>1+22,r >0 o(=1)"2*" para |z| < 1;

d z»—>132,r2 " nz""!para |z| < 1;
n=1

f) zsesm Yo 5 paratodooz

2n

g) zrrsinzyr Y2 (— 1)”(§n+1), para todo o z;

h) z— cosz®; 10 Y (= 1)"(2 7 para todo o z;

)

)

)

)
e) z—log(l+z);r: Y7 % para |z| < 1;
)

)

)

i)

Zser. 1 > o =i para todo o z # 0;

2. Calcule o desenvolvimento em série de Taylor ou Laurent em torno do
ponto a, indicando a maior regiao onde ¢é valido:

a) z+— + em torno de a; 1: Efzo(—l)"(fl;f)ln para |z — a| < |al;

b) z = & em torno de a = 1; 11 Y07 ((n + 1)(=1)"(z — 1)" para

|z — 1] < 1;
c) z > (ngﬁ em torno de @ = 2; r: —» < (3+ (=1)")(z — 2)",

vélido para |z — 2| < 1;
d) z— 22 emtornodea=1;1: (2 —1)>+3(2—1)>+3(2—1)+1 para

todo o z;

€) 2 55 ) em torno de a; 11 > oo o < (2 — a)""! para |z — a| > 0;

f) z — 7’22751)“6 em torno de @ = 1; 1 ) > (1 — Qn%)(z — 1)" para
|z — 1] < 1;

g) z > log(z? +2z+2) em tornode a = —1;1: > 7 (;Jr)l (2 + 1)%n+2
para |z + 1] < 1.

3. Calcule
a) fj;o x21+4 dr = 3;

10



+00 _ 7.
b) f ) 2Jrl) dr = 2
+oo 2 T
c) Jo ) 40 = §-
+00 cosax _ T ,—a.
d) fo 2241 dr = 2€ 5
+ - .
e) fo > xﬁil = 32\7/%; sugestao: integre ao longo de um contorno que

contenha um tergo de circunferéncia de raio R e dois segmentos de
recta, de zero a R e de zero a Re'>™/3.

. Calcule o desenvolvimento em série de Laurent da fungao f : C\
{1,2} — C, definida por f(z) = m:
a) na regiao {z € C: |z| < 1}; resposta: Y oo (27 (+D — 1)z

n

)

b) na regiao {z € C: 1 < |z| < 2}; resposta: EZO:O Z—(nt1) 4 SoFT)
)
)

oo 1-27

c¢) na regiao {z € C: 2 < |2]}; resposta: »_~ =7

f(z)dz parar=3,3e2 1 0,2m e 0.

d) Calcule lelzr

em torno de

. Em que regioes se pode desenvolver em série z Z4l+ 7
2+42i? Resposta: Em 4 regides, |z —(2+2i)| < V2, V2 < |z—(2+2i)| <
V10, V10 < |2z — (2+2i)| < 3v2 e |z — (2 + 20)| > 3Vv2.

. Calcule .
/ 2?2 sin — dz,
|2|=1 z

com a circunferéncia descrita no sentido direto. Classifique as singu-
laridades da funcao integrada. Resposta: — %, singularidade essencial

3 )
em 0.
. Seja f: C\ {0,1} — C definida por f(z) = log(z%z), onde log designa o

logaritmo principal.

Zn—4

a) Desenvolva f em série de Laurent, em torno de 0. R: —> 7,

b) Calcule fa{zec:\%zk%, |3z <2} f(z)
usando a Férmula Integral de Cauchy. R: —

.
dz, integrando e série de Laurent e

2mi
I,
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