Calculo Diferencial e Integral I11
1? Semestre de 2024/25
LEAer
Exercicios

I Esboco de campos de direcgoes

1.

Esboce os campos de direcgoes e os graficos das solugoes das seguintes equacoes
diferenciais:

a) ¥ =y(y* - 1),
b) ¥ =y*+1,

¢) y' = cos(y —1),
d) y' = —ty,

e) y =11,

f) ¢ = -7

Determine as curvas ortogonais as solugdes de 3y’ = y e esboce-as. Resposta: L =
—t+c.

Considere 3y = /1 —y2. Esboce o campo de direcgbes e os graficos das solugoes.
Determine se as rectas y = —1 e y = 1 sao assimptotas dos graficos das solucoes
ou se as solucoes nao constantes atingem os valores —1 e 1. Discuta o problema da

unicidade de solugao. Resposta: y = sin(t + ¢) para t € [— 5—C5— c}. As solugoes

com condicao inicial y(ty) = —1 ou com condigao inicial y(¢y) = 1 ndo sdo unicas.

Esboce o campo de direcgoes de y' = 2,/y. Determine todas as solugoes com y(0) = 0.
Resposta: Seja ¢ € [0, +00]. Entao

0 set <egc,
y(t)—{ (t—c)? set>c,

é solucao do problema.
Esboce o campo de direccgoes e os graficos das solugoes da equacgao diferencial
! .
Yy = siny.

Determine as curvas ortogonais aos graficos das solucoes. Resposta: cosy =1t + c.



IT Edo’s escalares de primeira ordem

1.

Determine a solucao da equagao diferencial que satisfaz a condigao inicial y(xg) = yo.

a) y — 2y = 2ze” . Resposta: y = yoe® %0 + % (22 — 22).

b) y —tan(x)y = sinx, com xy # § + k7 (k inteiro). Resposta: g cosx = yg cos 2 +

L(sin® 2 — sin® zy).

)y =e" Y. Solugao: y = —In(e % — e® + ™).

) xyy’ + 1+ y? =0, com zoyo # 0. Resposta: y? = (1 + yg)i—é —

e) (223+zy®)+(x?y+2y%)y’ = 0, com yo # 0. Resposta: xt+z2y*+y* = 2i+23y2+ye.
) y; +2ye” + (y+e*)y’ =0, com yy # —e . Resposta: o factor integrante é e” e

x y2 T 2x y% T 2x
vy — J0 ,T0 0
a soluc;ao 3 e’ + ye =3 e + Yo€ .

. Determine a solugao geral de ¢y’ = yIn(y) e determine a solucao que satisfaz y(0) = 7.

Resposta: y(t) = e, y(t) = 7.
Determine a solucao geral de 3/ = #y. Resposta: y(t) = cv/1? + 1.

Determine a solucao de
1 2

—y — Sy=xrhx
x x
que satisfaz y(e) = e*. Resposta: y(x) = 2?(xlnz —x + 1).
Determine a solugao de

(t* = 1)y +2y=(t+1)* parat €] — 1,1],
que satisfaz y(0) = 1. Verifique a sua resposta.
Considere a equacao diferencial ordinaria de primeira ordem

2t +y—yy =0.

Verifique que y — 2t é factor integrante. Resolva a equagao diferencial. Resposta:
y2t — %t?’ — %y?’ =c.

Considere a equacao diferencial
8z —y+6)—3(x+1)y =0.

Determine um factor integrante da forma p = u(2x — y). Resolva a equagao. Nao
precisa de apresentar as solugoes na forma explicita. Sugestao: Para determinar o



potencial ¢, primitive ambos os membros da equagao para ¢, e substitua o resultado
na equacao para @,.
Resposta: u(s) = s* = (2o — y)? é factor integrante da equacio dada. As solucoes
satisfazem

¢ = (2z — y)*(z + 1) = constante.

8. Considere a equacao diferencial
2 2 3 3 2 o dy
(42%y + 3wy” + 2%) + (207 + 32y + day’) - = 0

a) Mostre que tem um factor integrante do tipo p = u(zy).

b) Mostre que a solu¢do com condigao inicial y(—1) = 1 é dada implicitamente pela
expressao zty? + 23y + 2%yt = 1.

2oy® _ 102
2ty 2v

9. Considere a equagao y' = %, com ¥ty # 0. Seja v = ¥. Verifique que

e que y' = tv' + v. Determine v e seguidamente y.

Resposta: 1 — 3v? = 5 e 3 = 3ty* = ¢ (c = t§ — 3toyg).

10. Considere a equacao diferencial
y = flat + by + c)
em que a, b, ¢ sao constantes reais e f : R — R é uma funcao continua.

a) Mostre que a substituicao v = at + by + ¢, transforma a equac¢do numa equagao
separdvel. Resposta: v = bf(v) + a.

b) Resolva o problema de valor inicial

jo ety =1
Resposta: y(t) =1 — 2t — In(1 —t).
11. Considere a equacao diferencial
dy
4y® + 22)—= = 0.
y+ (4y" +22)

a) Mostre que esta equacao tem um factor integrante p = u(y).

Resposta: u(y) = y.
b) Determine a solucao que satisfaz a condigao inicial y(1) = 1.

—z+Vx248

Resposta: y(x) = g



12.

13.

14.

Sejam f, g,k : R? — R satisfazendo as hipdteses do Teorema de Picard-Lindelof.
Recorde que se existe um tq tal que f(¢,y) < g(t,y) para todo o (t,y) com t > o,

v = fty),
7= gt 2),
y(to) < z(tp), entao y(t) < z(t) para todo o t > to. Se k(t,y) < g(t,y) para todo

o (t,y) com t < t,
w' = k(t,w),

z(tg) < w(ty), entao z(t) < w(t) para todo o t < t.

Usando este resultado, prove que

a) As solugoes de y' = sin(t? + y?) estao definidas em R.
b) As solugoes de 3’ = y* + 2 + sin(t? + y?) estao definidas num intervalo limitado.

Calcule as duas primeiras iteradas de Picard para y' = t* + y* com y(0) = 0.
Resposta:

yO(t) = 0,

t3

yi(t) = 3
347
) = — 4+ —.
va(t) 3163

Considere o problema de valor inicial

{ y' = tany,
y(0) =1

Tomando como iterada de Picard de ordem zero yo(t) = 7, calcule y1(t) e y2(t). Qual
o dominio de 57

Resposta:
T
yO(t) = Z)
T
n(t) = 1 th
1 3
ya(t) = Z—§1n2—ln[cos(£+tﬂ, para — Zﬂ <t< %



IIT Sistemas de edo’s lineares de primeira ordem com coeficientes cons-
tantes
1. Calcule a solugao de X' = AX, com X(0) = Xy, e esboce o retrato de fase dos
sistemas:
11 e3tye—t 3t _p—t

a) A= {4 1 ] Resposta: X (t) = { 5t L4 Btie-t }XO.

e —e

1 —4 4—e=3t  4e—3t_4

b) A= l | 4 ] Resposta: X(t) = l 1762_:% 46—35,1 }Xo-

HEEEIHE 0

a) Determine a solugao que vale [ zo } em t = 0.
0

x| Tot+y 4|1 To—Yo g | 1
{y]_ 2 e [1 + 5 e ERE

b) Esboce o retrato de fase do sistema, tendo o cuidado de identificar o comporta-
mento assimptético das solucoes quando t tende para +oc.
Resposta:

2. Considere o sistema

Resposta:

N
N

\\\\\_ -
\J/r' \ \\‘1\
/ VNN

-

T

3. Considere o sistema

SIS NI
M= pojot



a) Determine a solucao que vale [ ZO } em t = 0.
0

Resposta:

ll‘] _ xo—yoeﬁt
Yy 2

b) Esboce o retrato de fase do sistema.

Resposta:

aleeli]

4. Considere o sistema

a) Determine a solugao que vale [ ZO } em t = 0.
0

Resposta:

X(t) = xol_} ] +(azo+y0)et[?}.

b) Esboce o retrato de fase do sistema.

Resposta:

"\




5. Para cada uma das seguintes matrizes determine e

At

[0 4 Coar | cos(4t) sin(4t)
a) A= 4 0 } Resposta: et = [ _sin(41) cos(4t) |
5 -3 et — 2t —3ett 4+ 3
b) A= 11 ] Resposta: et = % [ et _ o2t it 4 302
-4 12 o |16t 12t
C)A—__3 8]' Resposta: e = e 3t 146t |
[5 —4 Cae s | cos(2t) + sin(2t) —2sin(2t)
d) A= 2 1 ] Resposta: e = ¢ sin(2t) cos(2t) —sin(2t) |’
6. Seja
1 01
A=10 10
1 01
Mostre que
cosht 0 sinht

7. Considere a matriz A = l

a)

b)

et = ¢t 0 1 0
sinht 0 cosht

1 —1

1 1|

Calcule e4*. Resposta: et = et { St

cost |’

cost
sint

Calculeasolugéode[x] :A[x],com[x(o)]:[%].
Y Yy Yy Yo
(t) Zo

)] ]

Tocost — ypsint

ZTosint + yopcost
Em termos de coordenadas polares, x = rcosf e y = rsin6, verifique que o sis-
tema da alinea b) pode ser escrito 7" =7 e ' = 1, ou seja, % = r. Resolva para
r em funcao de 6.

Resposta: [

Resposta: Substituindo x = rcos# e y = rsinf no sistema obtém-se

{

Multiplicando a primeira equacao do sistema por cosf, a segunda equacao por
sinf, e adicionando os resultados, vem " = r. Finalmente,substituindo r’ por r
numa das equacoes do sistema, conclui-se que #' = 1. Logo,

dr dr/dt

o dojdt 1

' cosf —rsinf @ =rcosf —rsiné,
r'sinf —rcos@ @ =rcosf + rsind.
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dr __ : _
De g5 = r tira-se r = rqe

0—06o

<

D

§



IV

Edo’s lineares escalares de ordem superior a um

. Determine as solucgoes de

a) 3y’ —y = 0. Resposta: y = cie’ + cye™";

)
b) ¥ =3y —4y =0, y(0) = 1, y'(0) = 0. Resposta: y = +e* + 2e7;
c) y” +y = 0. Resposta: y = ¢1 cos(t) + cosin(t);
d) y" — 2y’ + 5y = 0. Resposta: y = e'(cy cos(2t) + ¢ sin(2t));
ey

"+ 2y +y=0. Resposta: y = cie! + cote™ .
Determine as solucoes de

a) ¥ — 5y + 6y = €. Resposta: y = 1e' + c1e? + cpe™;

b) 4" — 5y’ + 6y = e*. Resposta: y = —te? + c1e? + cpe;

c) y' =5y + 6y =t+te + 1.
Resposta: y = % +i+ i(?) +2t)e! + c1e* + cpe® e o aniquilador do 2° membro é
D*(D — 1)

d) y" — 5y’ + 6y = sin(t).

sin t+cos t

Resposta: y = + c1e? + e e o aniquilador do 2° membro é D? + 1.

Quais sao os aniquiladores de
(a) sin®(t) = 2(1 — cos(2t)).
Resposta: D(D? + 4);
(b) sint + te?.
Resposta: (D? +1)(D — 2)?;
(c) te* sin(3t). Resposta: ((D — 2)? + 9)2.

Procurando solucoes da forma y = ¢}, determine a solucao geral de

a) 2t%y" + 3ty —y = 0. Resposta: y = c;v/t + e
b) t*y" + 3ty + 5y = 0. Resposta: y = 1 (¢; cos(2Int) + cpsin(21Int)).

Determine uma solucao da forma y = ¢ da equacao diferencial. Determine uma
solugao independente dessa usando o método da reducao de ordem. Qual é a solucao
geral da equacao?

a) ty" + 3ty’ +y = 0. Resposta: y = 1 (¢ + c2Int).



b) t?y” — 3ty’ + 4y = 0. Resposta: y = t* (c; + co Int).

. Determine o Wronskiano de duas solugoes independentes da equacao diferencial y” +
w?y = 0, onde w > 0.

. Considere ) 1—¢
" / B
— -y +—y=0.
Y ty 7 Y
Verifique que y = ' é uma solugao da equacao. Determine o Wronskiano, W (t),
de duas solugoes sabendo que W (1) = 1. Determine a solucao geral da equacao
diferencial.

Resposta: W (t) =t, y(t) = c1e' + coe (1 + 2t).

10



V  Séries de Fourier, equacao do calor, equacao das ondas, equacao de
Laplace

1. Determine a série de Fourier da funcao f no intervalo especificado:
a) f(z) =z |z| <1
. _ 2 [ sin(mz) sin(27x) sin(3wx)
Resposta: f(:c)-—( T e g —)

b) fla) =% el <.
Resposta: primitivando por partes, obtém-se
5 x| 2 2
/x cos(nx) dx = — sin(nz) + oL cos(nx) — " sin(nz).

Isto conduz a

? {coigx) cos2(22x)+cosg(§,x)____]

f(x):{_l se —m <z <0,

1 se <z <.

Resposta: f(x) = 2 (sinx - # = Sin(;x) +.. )

s

2. Seja g : [0, 7] — R, definida por g(s) = sin s. Determine a expansao de g em série de
cosenos. Nota: 2sin scos(ns) = sin((n + 1)s) —sin((n — 1)s).

Resposta:

1
cos(4s) — ———cos(6s) + ...

sins = — |= — —— cos(2s) — T

411 1 1

T2 22-1 42 — 1

3. Determine os valores préprios e as funcoes préprias do operador —D? definido no
espaco {y € C?[0,1] : y/(0) =0 e ¢/(I) = 0}.

s, . ~ 2.2 ~ 7 .
Resposta: Os valores préprios sao A, = %=, com n € Ny, as funcoes proprias

l2
préprias correspondentes sao y,(t) = a, cos("T’Tt), com a, € C\ {0}.

4. Determine a solucao de

ur = u,, para (z,t) € [0, 1] x [0, +o0],
uz(0,1) =0, u,(1,t) =0 parat € [0,+o0],
u(z,0) = 3cos(2mz) — 5cos(4drx) para x € [0, 1].

Resposta: u(x,t) = 3927 cos(2mx) — be 94" ™ cos(4m).

11



5. Determine a solugao de

Au(x,y) = Ugy + Uy, =0 para (z,y) € [0,a] x [0, ],
u(0,y) =0 para y € [0, b],
u(a,y) =0 para y € [0, b],
u(z,0) =0 para z € [0, al,
u(z,b) = f(x) para z € [0, a.

Resposta:

u(z,y) = Z d, sinh(nzy) sin(nzx),
n=1

, mrx
d, = smh mrb / f(z sm )daz.

co1m

6. Resolva o problema

Up = Uyy + e tsine para (x,t) € [0, 7] x [0, 4+00],
u(0,t) =u(m,t) =0 parat € [0,+o0],
u(z,0) = ug(x) para z € [0, 7).
Resposta:
u(x,t) = (cre” " +te ") sinx + Z cpe " sin(nx).
com

== /0 o) sin(n) dar

™

7. Determine a solucao de

Up = Uge +u  para (z,t) € [0,10] x [0, +o0],

u(0,t) = u(10,t) =0 parat € [0, +o0],

u(z,0) = 3sin(2rx) — 7sin(4nx) para x € [0, 10].
Resposta: u(x,t) = 3sin(2rz)e =47 — 7sin(4mz)e 167,

8. Determine a solucao de

uy = *u,, para (z,t) € [0,4] x [0, +o0],
uz(0,1) = u,(¢,t) =0 parat € [0, +o0],
u(z,0) = f(z), u(x,0) =g(x) parazx € |0,].

no caso

12



a) f(z) = cos(*2Z) e g(x) = cos(Z2).

Resposta: u(z,t) = cos(‘“ft) cos(4”) + % Sln(&;ct) cos(ﬁ%).

b) feC® gel? f(0)=g(0)=f(t) =g'(t) =0.

9. Determine a solucao de

Au(z,y) =0 se0<z<ael<y<b,
Uy (z,0) =0 se 0 <z <a,
uy(z,b) = f(x) sel <z <a,
u.(0,y) =0 se 0 <y <b,
uz(a,y) =0 se 0 <y <b,
onde a funcao f satisfaz [ )dz =0

13



VI

Integrais de Superficie, Teorema da Divergéncia, Teorema de Stokes

Exercicios com respostas em
https://www.math.tecnico.ulisboa.pt/ . gpires/CII/CII-s2-20-21.html#prop. Se o link nao
funcionar, por favor apague o tilde e volte a escreve-lo.

Mais exercicios da pagina do professor Gabriel Pires:

1.

. Calcule o0 momento de inércia, relativo ao eixo dos y’s, da superficie S = {(z, y, z)

Calcule a drea da superficie S = {(z,y,2) € R®: z =2 +y* >0, y >0, z < 1}.

Resposta: fog fol V1+4r2rdrdd = Z(5v5 — 1).

I m

R3: 2%+ 22 =1+y? 0 <y < 3}, cuja densidade de massa é a funcao o(x,v, 2)
y

1422

Resposta: fo% f03(1 +y

2 Y 2 _ 997
)W’/sz dydf = 9.

Calcule o trabalho realizado pelo campo vectorial G(x,y) = (sin(z?), cos(y?) + ) ao

longo da elipse dada pela equacao 14—2 + 92 = 1 e percorrida no sentido horério.
Resposta: [[ 1dxdy = 2.

Calcule o fluxo do campo vectorial F'(z,y,z) = (—y, z, z) através da superficie dada
por S ={(r,y,2) e RB®: 2 =2 +y* 0<x <1, 0<y <1}, segundo a normal com
terceira componente positiva.

Ll 2 2 2
Resposta: [ [, (—y,z,2° +y?) - (=22, =2y, 1) dedy = 3.

Considere a superficie S = {(z,y,2) € R® : 2 + 22 = 1 + 3, 0 < y < 3} orientada
com a normal v tal que v, < 0.

a) Calcule o fluxo do campo vectorial F(z,y,2) = (—z,y, z) através de S no sentido
da normal v, usando o teorema de Gauss

Resposta: Volume = fo fo pdpdyd@ = 12, ff{ 0, 22422<1) F.-ndS =0,
Jizs, w22y ndS =307, [[4F -ndS =121 — 30m = —18m.

b) Calcule o fluxo do campo vectorial G(z,y, z) = (zy, x, zy) através de S no sentido
da normal v, usando o teorema de Stokes.
Resposta: A = (zz, — v %,O), VxA=G. a1(f) = (3cosh,0,—3sinf) com
0 € (0,2m), e ay(f) = (cos@,O,sinG) com 0 € (0,27). [,-do +fA doy = 0.

Calcule o fluxo do rotacional do campo F'(z,y, z) = (x, —zz,yz) através da superficie
S={(r,y,2) € B*:0 < z=1—2?—y?} segundo a normal com terceira componente
positiva.

Resposta: a(f) = (cosf,sin6,0) com 4 € (0,27), F(z,y,0) = (2,0,0). [ F-da=0.

14



7. Calcule o trabalho do campo vectorial

+v,

F(z,y,2) = (x

y
_y2+zz+z)

ao longo das linhas seguintes, segundo sentidos a sua escolha:

’y2+22

a) {(z,y,2) € B®:2=0, 2>+ (y — 2)*> = 1}. Resposta: 0.
b) {(z,y,2) € R*:x =1, |y| + |z| = 2}. Resposta: —2.
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