Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
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Resolugao

2. A equagao é separavel e é linear. A solucao é

y=1-— e%(l_ti?).

3. Designando por D o operador de derivacao, a equacao diferencial escreve-
se
(D* 4+ 4)y = %

O operador D? aniquila t + 2. Se y é uma solucao da equacao diferencial,
Yy G G

entao
D3(D2 +4)y =0,

isto é,
y = 1 cos(2t) + cosin(2t) + ag + art + ast®.
Substituindo esta expressao para y na equacao original, obtém-se

(D?* 4 4)(cy cos(2t) + cysin(2t) + ag + art + ast?) = 12
& (D?+4)(ag + art + agt®) = t*.
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Logo,
aoz—g, a1:0, g = —.
A solugao geral da equagao diferencial do enunciado é

1 1
y(t) = ¢ cos(2t) + cpsin(2t) — = + ~#7.

8 4
A solugao que satisfaz y(0) = y'(0) =0 é
1 1 1

a) O polindmio caracteristico da matriz do sistema é
pA) = A+ 1)(A+2).
A solucao do sistema que satisfaz a condicao inicial é
X(t) = (zg — 2yp)e" { (1) ] + ype A { ? ] .

b)
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5. Para cada t, prolonga-se u como funcao par em z e peridédica em x, de
periodo 27. Em particular, ug também fica par. Entao, para cada t fixo,
desenvolvendo = +— u(x,t) em série de Fourier,

u(z,t) = Z a,(t) cos(nz).

n=0

As condigoes fronteira estao formalmente satisfeitas. Substituindo na equa-
¢ao diferencial, vem

Z a, (t) cos(nz) = — Z n*a,(t) cos(nz) + (9* + 2t) cos(3x).

Usando a unicidade dos coeficientes de Fourier,

ay(t) = —9as(t) + 9t* + 2t,
al (t) = —n2a,(t) para n # 3.

A equacao para as pode escrever-se na forma
(D + 9)az = 9t* + 2t.

A sua solucao é
az(t) = cze™ " + 12
A expressao para os outros a,’s é

—n2t

a,(t) = cpe para n # 3.
Portanto, obtém-se
o
u(z,t) = t* cos(3x) + Z cne” " cos(na). (1)
n=0

A equacao diferencial esta formalmente satisfeita. Resta garantir a condigao
inicial:

u(z,0) = Z cn cos(nx) = ug(x).

A dltima igualdade mostra que os ¢,’s devem ser os coeficientes de Fourier
de ug. Logo,

Cp = ! /7r uo(z) cos(nz) de = 2 /07r uo(z) cos(nz) dx

T ) m
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paran >0, e

—T

A solugao do problema é (1) com estes ¢,’s.

6.

a)

CIXIP = S+ y) = 200+ 295
= 2z(—z —2y) +2y(—2y)
= —2(2% + 22y + 2°)|
= —2(z*+22+2)
= 2((x+1)2+1).

y=1

O maximo ocorre para r = —1 e vale —2.

b) Se X(0) = { ;0 }, entao a primeira coordenada = de X é
2(t) = 2yo(e® — ).

O valor maximo desta funcao ocorre quando ¢ = In 2 e vale

_ %

x(In2) = 5



