Andlise Complexa e Equacoes Diferenciais
14 de Janeiro de 2012
LMAC, MEBiom ¢ MEFT

1° Teste — Perguntas 1 — 4 — 90 minutos
2° Teste — Perguntas 5 — 9 — 90 minutos
Exame — Todas as perguntas — 3 horas

Apresente os calculos

1. Esboce a regiao {z € C: Rz <0 A 0 < Sz < 7} e a sua imagem por
Z s,

2. Calcule:

a)

b)

c)

d)

fvzdz, onde v é o troco de pardbola {z + iy € C: y = 2°} com inicio
em 0 e fim em 1+ 4.

ff ¢ (log z+ Z%) dz, onde log designa o logaritmo principal e a curva que
liga 1 a ie é um segmento de recta. Simplifique o resultado.

1
/lzlz z(z —1)%(z — 3)? dz,

usando as Foérmulas Integrais de Cauchy, em que a circunferéncia é
descrita uma vez no sentido directo. Classifique as singularidades da
funcao integranda.

o desenvolvimento em série de Laurent de

2
(z=1)(z=3)

com centro no ponto zero e que converge no ponto 2. Identifique a
regiao onde a série que obteve converge.

3. Considere a funcao f : {zr +iy € C:y > 0} — C, definida por

a)
b)

c)

flx +1iy) = arctan £ + §In(a® + y°).

Estude a diferenciabilidade de f e calcule a sua derivada.
Expresse a derivada de f em termos da variavel complexa z = x + iy.
Prolongue f ao conjunto {z € C : z ¢ iR, } de modo a obter uma
funcao holomorfa, ou explique porque tal nao é possivel.

4. Sejam a € C e r > 0. Suponha f é inteira e que o seu contradominio nao
intersecta a bola aberta de raio r centrada em a. Prove que f é constante.

(1.5)
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5. Esboce o campo de direcgoes e os graficos das solugoes da equagao dife-
rencial
y = siny.

Determine analiticamente as curvas ortogonais aos gréaficos das solugoes.

6. Considere a equacao diferencial
(3zy? + 2y*) + (22%y + 329°)y = 0.

a) Determine um factor integrante da forma p = pu(z).

b) Resolva a equacao diferencial.

c) Determine o conjunto de pontos do plano (x,y) no qual o Teorema
da Funcao Implicita nao garante que a equagao que obteve na alinea
anterior define localmente y como funcao de x. Simplifique a resposta.

7. Determine a solucao geral de

V' (t) 4+ b(t) = 2sint.
Verifique a sua resposta.
8. Considere o problema

U = Uy + 28inxsint para (z,t) € [0, 7] x [0, +0o0],
u(0,t) =u(m,t) =0  parat € [0,+o00],

u(z,0) =0 para x € [0, 7],

u(z,0) =sinz para x € [0, 7).

Suponha que existe uma solugao u € C*([0, 7] x [0, +o0]).

a) Prolongue a solugao ao semiplano {(z,t) € R? : t > 0} de modo a
obter uma funcao de classe C? e periddica, de periodo 27. Para cada
t fixo desenvolva u em série de Fourier. Use o resultado para determi-
nar equagoes diferenciais para os coeficientes de Fourier e resolva essas
equacoes.

b) Determine a solu¢ao do problema.

9. Considere o problema

Up = Uy para (z,t) €] — 0o, +00[x |0, +0o0],
u(z,0) = up(x) para z €] — oo, +00|,

onde ug é uma fungao de classe C*(R). Determine a sua solucao. Sugestao:
a equacao diferencial pode ser escrita na forma Vu - (1,—1) = 0.

(2)



