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Motivacao
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Introdugao @ Publicitar e divulgar o livro Calculus Gems - Brief Lives
and Memorable Mathematics de George F. Simmons,
que muito gostei de ler quando, ha 22 anos, resolvi
mudar de engenharia para matematica.

@ Apresentar pequenas obras de arte matematicas que
podem ser apreciadas, compreendidas e até
demonstradas, logo a seguir a uma primeira cadeira
universitaria de calculo diferencial e integral.



Preciosidades
do Calculo

@ Irracionais

Introdugéo

e e é Irracional

e 7 € Irracional

@ Formula de Leibniz (1673):
7/d=1-1/3+1/5-1/7+-

© Formula de Euler (1736):

w2/6=1+1/4+1/9+1/16+ -
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Um ndmero real r € R diz-se um namero racional se
izl r=p/qcomp,q € Zeq#0. O conjunto dos nUmeros
racionais é designado por Q@ C R. Os elementos de R\ Q
dizem-se nUmeros irracionais.

O primeiro exemplo de numero irracional é dado pelo
seguinte teorema, tradicionalmente atribuido a Pitagoras
(ca. 580-500 A.C.).

Teorema

\/2 é irracional.
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Irracionais

V2 é irracional

Dem.
Suponhamos por absurdo que

\@:g comp,geN e mdc(p,q)=1.

Entao

02
?:2¢p2:2q2=>p2épar=>pépar,
4k? 2 2 2 4 ,
?=2:>q =2k® = q- é par= q é par

Logo, mdc(p, g) > 2 o que é absurdo.

p=2k,keN
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V2eR\Q=|p?—2¢°|>1,Vp,qeZ

@ Pitadgoras fundou a chamada Escola Pitagérica, cujo
lema era Tudo & Numero, em que numero significava,
naturalmente, numero racional. O facto dos Teoremas
de Pitagoras garantirem que o comprimento da
diagonal de um quadrado de lado 1 ser o irracional v/2,
foi obviamente muito problematico. Diz a lenda que os
Pitagéricos o tentaram manter em segredo, tendo ido
ao extremo de afogar o renegado que o revelou para o
exterior.

Irracionais



Preponderancia dos Irracionais
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= M Definicao
Diremos que um subconjunto S C R tem medida nula se
pode ser coberto por uma unido de intervalos abertos com

comprimento total arbitrariamente pequeno.

Miguel Abreu

Irracionais

Teorema
Qn (0, 1] tem medida nula.

Tendo em conta que p/q € (0,1] < g/p € [1,+x) e
p/q € (0,+0) < —p/q € (—o0,0), tem-se imediatamente o
seguinte

Corolario
Q c R tem medida nula.




Dem. (Teor.)
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p
enencJU(B-58+5).

q=1 p=1

Irracionais

e o comprimento total L. desta unido de intervalos abertos
satisfaz

2¢
L€<ZZ$ Z <2€+Z (q_1)

q= 1

oo
= 26 + 2¢ Z(-) — 26 + 2¢ = 4.

g=
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@ Usando o facto de |g? — 2p?| > 1, Vp,q € Z, temos

292(vV2/2+p/q)| ~ 2q3(v2/2+ 1)

V2 p‘_‘ @ -20% | 1

1 1
_— > <q.
> 4@ Zage VPacEN. p=q

Logo, se € < 1/4 0 nimero v/2/2 é um exemplo de
irracional ndo coberto pela unido disjunta de intervalos
abertos anteriores.

@ Recordamos também na demonstragao anterior o facto
da série >~ # ser convergente.



e é Irracional
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Definigao
O numero e € R é definido como a soma da seguinte série:

e é Irracional

1 1
e=1+1+ g+t

2!
=1
=ZH
n=0

Teorema
e é irracional.




Demonstracao

Preciosidades Suponhamos por absurdo que e = p/gcomp,q e N.
Seja g < N € N. Temos entao que

1 1
a:N!(e—1—1—2!—~~—N!>eN.
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e é Irracional

Por outro lado

1 1
a=N [(N+1)! +(N+2)!+”']
1 1 1 > 1 \*
SNAT TNTIE T TN (Z(N+1) >

:N1L1 <1—1/2N+1)>:I1\I<1'

Absurdo. O



7w & lrracional
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@ Provado pela primeira vez por J.H. Lambert (1761).

@ Usaremos um método de C. Hermite (1873),
aperfeicoado por |. Niven (1947).

= & Inracional @ Provaremos de facto que 72 é irracional, o que implica
que 7 é irracional.

Definicao

O ndmero 7 € R é definido como sendo o primeiro zero
positivo da fungao seno, i.e.

O<sen(nx)<1se0<x<1 e sen(0)=sen(r)=0.




Funcao e Facto Auxiliares
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"1 —x)" 1 &
fa(x) = (nl) = Z ckxX (com ¢ € Z).
k=n

w é Irracional

Propriedades relevantes:
(i) 0 <fp(x)<1/n,se0 < x<1;
(i) f,Sk)(O), f,Sk)(1) € 7, para qualquer ordem k € Np.

@ Usaremos também o seguinte facto:

n

im 2 —0,vacR.

n—oo Nl



72 & irracional - demonstracdo

ESEE  Suponhamos por absurdo que 72 = a/b com a, b € N.

do Célculo

e Veremos que entao

;
/ nad'fh(x)sen(rx) dx € Z, VneN.
0

w é Irracional Como

n

0 < wa"fy(x) sen(nx) < ﬂni' se0<x<1,

temos que

1 a’
0< / nd'fr(x) sen(rx) dx < - < 1 sen>>1.
0 H

Absurdo. O



f01 na"f,(x) sen(rx) dx € Z - demonstragao

LS Consideramos a fungéo £, : R — R definida por
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FalX) = b [727fa(x) = 7262 () + - 4+ (= 1)1V ()]

Temos entéao que F,(0), Fy(1) € Z e

RN [F)(x) sen(mx) — mFp(x) cos(mx)]" = b"w2M2f,(x) sen(nx)
= 12a"f,(x) sen(rx).

Logo,

]

Falb)sen(m) _ g (1) cos(rx)
& 0

.
/ ma fp(x) sen(mwx) dx =
0

= Fp(1) + Fn(0).



7/4=1-1/34+1/5-1/T+---
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x3 x5 X’
arctan(x) = X—gtg -7+ se |x| < 1 (versédo CDI).

Quando x = 1 temos arctan(1) = /4 e

Férmula de

Leibniz 1_1/3+1/5_1/7+...:Z( 1)
n=0

2n+1’

uma série alternada decrescente, logo convergente pelo
Critério de Leibniz.
Como justificar com rigor que, de facto,

/4=1-1/3+1/5-1/7+---7



7/4=1-1/3+1/5—-1/7+--- -dem.
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v Comecgamos por considerar a formula finita
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1 4n+2

R S S L I
1+ 12 et e

VteR.

Temos entdo que, para qualquer x € R,

Férmula de

Leibniz ' X1 ot
arctan( x) = —_—
) /0 1+ 12
X3 X5 X4n+1
—x_-__ 42 _ ...+ _R
X 3 + 5 +4n+1 n(X),

com

X t4n+2



7/4=1-1/3+1/5—-1/7+--- -dem.
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0 < Rn(x) = Ny dtg/o t4+2 gt = in 3
Se 0 < x < 1 temos entao que
o 0 <A < 4o < gty
Assim,
arctan(x):x—x—3+x—5—x—7+--- se |x| <1
3 5 7
e, de facto,

7/4=1-1/3+1/5-1/7+ -
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Férmula de

Leibniz @ Leibniz descobriu esta férmula em 1673, usando um
processo engenhoso para calcular a area de um quarto
de um circulo de raio 1 (cf. Simmons).

@ "E como se, através desta expansao, o véu que cobria
aquele numero estranho [r] fosse levantado."
K. Knopp (séc. XX)



m2/6=1+1/44+1/9+1/16 +---
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@ Série de Taylor para a fungao seno, valida para todo o
x e R:
x3 x> X’
sen(x):x—§+a—ﬁ+-.-
@ Produto Infinito de Euler para a fungéo seno, valido
paratodo o x € R:

Férmula de
Euler X2 X2 X2
sen(x) = x - (1 —7r2> . <1 _47T2> . <1 _%2>

@ Intuitivamente, o Produto Infinito de Euler para a
funcao seno ndo é mais do que a factorizacao
polinomial adequada da sua Série de Taylor.



72/6=1+1/4+1/9+1/16+-

Preciosidades
do Célculo

Miguel Abreu

Igualando o coeficiente de x° nas duas expressdes
anteriores, obtemos

[
3 72 472 9x2 ’

Férmula de
Euler




m2/6=1+1/44+1/9+1/16 +---
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Bl descoberta, em 1736, da seguinte formula mais geral:

i 1 )k 12 szﬂ_Zk
ek~ 2(2k)

n=1

onde k € N e 0s By, sdo numeros de Bernoulli, e.g.
Férmula de

Euler 82:1/6, B4:_1/307 86:1/427

Em particular,

2 1 4 1 70
D=6 Xmon 2o
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"E notavel que, em mais de 250 anos, ndo tenham havido
progressos em encontrar a soma exacta de qualquer das

séries
Do X X
n=1 n=1 n=1
Férmula de . . ~ ,
Euler Talvez seja preciso um segundo Euler, mas ndo ha nenhum
avista."

George F. Simmons (1992)
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11 1
dx dy // o 2

= 1T+ xy+xy+---) dxd

./0.0 1—xy o Jo ( 4 y ) y

1 1 1 3 o x=1
—/ [x+2x y+§xy +-~-L:0 ady
2
( " y3+) dy
=1
PR A A
22 32 y=0
1 1




Nota Final
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i1_/1 /1 dx dy

—ne Jo Jo 1-xy

E possivel calcular explicitamente este integral duplo (cf.
Simmons).

Notem que, de forma anéloga,

Férmula de
Eul
N i 1 _/1 /1 /1 dx dy dz
m 1 —xyz
—n o Jo Jo 1—xyz
Assim, quem conseguir calcular explicitamente este integral

triplo podera ser considerado, pelo menos aos olhos de
George F. Simmons, um segundo Euler ...
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