Geometria Riemanniana

Ficha 6

A entregar até a aula de Terca-feira dia 31 de Outubro

1. Seja V um espaco vectorial de dimensdo n. Mostre que 6',...,6% € V* sdo linearmente
independentes sse 81 A ... A 6% £ 0.

2. Considere as seguintes formas diferenciais:

o = zdz + ydy € Q' (R?);
Y x 12

=——"—dr+ ———=dy € Q (R°\ {0});

p 22+ o2 x+x2+y2 y € O (R°\ {0});

w = e"*dx + x cos zdy + y?dz € QL(R?);

n = zde Ady — zdz A dz + zyzdy A dz € Q*(R?);

¢ =dz' Nda® + ...+ da® " Ada™ € QF(R™).

Considere ainda as seguintes fungdes C°°:

f : R — R? definida por f(t) = (t,t?);
g :]0, +-00[x]0, 27c[— R? definida por g(r,8) = (r cos 6, sen );

h: R3 — R? definida por h(u,v,w) = (uv, vw, uw).
Calcule:

a
b
o
d

alANB, wAn nAn;

¢ A...A( (produto exterior com n factores);
da, df, dw, dn, dC.

[fa,g%a, g* B, h'n

Nao precisam de entregar:

(a)
(b)
()
(d)

3. Considere os isomorfismos vectoriais i1 : X(R?) — QY(R3) e ip : X(R?) — Q2?(R?) dados
por

i <X18+X28+X3a

= Xlde + X?%dy + X3dz;
oz dy 82) v vt “

ia X1£ + X23 + Xi”2 = Xldy Adz + X?dz Adz + X3dz A dy.
Oz oy 0z
Mostre que:
(a) df = i1 (Vf), onde V[ = (gi, gjyt, ZZ) é o gradiente da funcdo f € C®(R3);



ox! N 0xX?% ax?3

(b) d(i2(X)) =(V-X)dz ANdyNdz, onde V- X = oz o + 9z

de X;

¢ a divergéncia

(c) d(i1(X)) =i2(V x X), onde V x X = (
é o rotacional de X;

(d) Vx(Vf)=0;

(e) V-(VxX)=0.

oxX*  9Xx? ox' 9X?® 9Xx? ox!
dy 0z ' Oz dr ’ Ox Ay



