Célculo Diferencial e Integral Il
Exercicio de Aplicacdo 1 - Corpo Rigido

O grupo das rotacoes é o conjunto
SO(3) = {S € M3(R) : S'S = I,det S =1}
formado pelas matrizes 3 x 3 ortogonais de determinante 1, e a sua algebra de Lie é o conjunto
s0(3) = {A € M3(R): A" = — A}

formado pelas matrizes 3 x 3 anti-simétricas. Um corpo rigido com um ponto fixo! pode ser
modelado como um conjunto mensurdvel C' (configuragdo de referéncia) no qual estad definida
uma func3o integrével p : C — R (funcdo densidade de massa). O movimento do corpo em
torno do ponto fixo (a origem) é dado por um caminho diferenciavel S : R — SO(3), de forma
que cada ponto & € C descreve um caminho x : R — R3 dado por x(t) = S(t)¢&.

1. Mostre que

onde A(t) € s0(3).
2. Mostre que existe uma aplicac3o linear bijectiva 2 : 50(3) — R3 tal que
AE=Q(A) x &
para todo 0 £ € R3 e A € 50(3), onde x designa o produto externo.

3. Se S € SO(3) entdo S(axB) = (Sax) x (SB). Use este facto para mostrar que a velocidade
do ponto & € C é dada por
x(t) = w(t) x x(t)

onde

Q1) = QA(1))

(w diz-se a velocidade angular instantanea do corpo rigido; €2 é a velocidade angular
instantinea vista na configuragdo de referéncia — Figura 1).

4. O momento angular do corpo rigido é

p(t) = [ [(508) x (S0 reavice).

LA restricdo de existir um ponto fixo ndo é importante, uma vez que o movimento de um corpo rigido pode
sempre ser decomposto num movimento de translac¢do do centro de massa e um movimento de rotagcdo em torno
do centro de massa.



Figura 1: Velocidades angulares.
Mostre que

onde

P() = [ 6% (1) x Olp(€)Vi(e).
. O tensor de inércia do corpo rigido é o operador I : R? — R3 dado por

I(v) = /C € % (v x E)]p(€)dVa(£)

(portanto P = I2). Mostre que na base candnica o tensor de inércia admite a representagdo
matricial

JorW?+22) = [opry = Joprz
I= *fc pTY fc ,O(IL’Q +22) 7]0 pPYz
= Jo prz —Joryz  Jop(@®+y?)

Portanto o operador de inércia é simétrico. Conclua que existe uma base ortonormada
{e1,es,e3} de R3 na qual I admite a representacio I = diag(ly, I3, I3). Os eixos Rej, Res,
Res dizem-se os eixos principais de inércia e os valores préprios I, Is, I3 os momentos
principais de inércia do corpo rigido. Qual a expressdo dos momentos principais de inércia
na base dos eixos principais de inércia? Mostre que I; < I+ 13 (e desigualdades semelhantes
para I, I3; portanto os momentos principais de inércia satisfazem as mesmas desigualdades
que os comprimentos dos lados de um tridngulo).

. Mostre que cada uma das condi¢cGes de simetria seguintes garante que o eixo dos zz é um
eixo principal de inércia:
(a) Simetria em relagdo ao eixo dos zz:
(x,y,2) € C sse (—zx,—y,z) € C e p(z,y,z) = p(—x,—y, 2).
(b) Simetria em relagdo ao plano z = 0:
(x,y,2) € C sse (z,y,—z2) € C e p(z,y,2) = p(x,y, —2).



7. Se o momento das forcas exteriores é nulo, o vector momento angular é constante. Mostre
que nesse caso valem as equacoes de Euler

P=PxQ.
Mostre que as quantidades

K=-P-Q
e

P2=P.P

sao conservadas ao longo das solugbes destas equagdes.

8. Escreva as equacdes de Euler e as quantidades conservadas na base dos eixos principais de
inércia. Mostre que as equacdes de Euler admitem como solucdes rotacées em torno de
cada um dos eixos principais de inércia com velocidade angular constante. Mostre ainda
que se I > Is > I3 as rotacbes em torno de e, es sdo estdveis, enquanto que a rotacdo
em torno de ey é instavel.

Sugestdo: Note que as solucdes das equacdes de Euler descrevem curvas em R? que s3o a
interseccdo de esferas com elipséides — Figura 1.
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Figura 2: Solu¢bes das equacdes de Euler.



